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HISTORIE

Minima a maxima Pierra de Fermat
(k 350 letim od matematikovy smrti)

Frantisek Jdchim, VOS a SPS Volyné

Abstract. The article deals with several mathematical problems on finding local
maxima or minima by a French lawyer and mathematician Pierre de Fermat.
Fermat’s original solving methods without the use of differential calculus are
described. Fermat’s contribution to physics (Fermat’s principle of least time)
is briefly mentioned. The article also presents Fermat’s biographical data.

Mit matematiku pouze jako zalibu a pritom velkou mérou pfispét k je-
jimu rozvoji je v jejich déjinach ojedinélé. Francouz Pierre de Fermat
takovou osobnosti je. Zvlastni je i to, Ze nevytvoril zadné ucelené dilo,
které bychom dnes mohli vyjmout z knihovny a sledovat krok za krokem
jeho pfispévek k rozvoji rtiznych odvétvi matematiky. Fermativ starsi
syn Samuel musel vyvinout velké usili, aby dal dohromady otcovy po-
znamky z okraji jim ¢tenych knih a posilanych dopist a shrnul to, ¢emu
dnes fikdme Fermattv rozsahly prispévek k rozvoji novovéké matema-
tiky. Pierre de Fermat totiz velmi dbal na to, aby jeho poznamky, vpisky
a komentaie byly nepodepsané. Publikoval pouze jediny uceleny ruko-
pis, také anonymné, a sice pouze pod znackou M.P.E.A.S. O to obtizné&jsi
bylo pro Samuela Fermata dohledat otcovy originalni napady, mozaiku
slozit a souborné vydat roku 1676 po nazvem Varia Opera Mathematica.

Pierre Fermat se narodil 17. srpna 1601 v Beaumont-de-Lomagne.
Jeho zivot, studia i dilo jsou spjaty s krajem kolem jihofrancouzského
mésta Toulouse. Cestoval jen mélo, dokonce pry nikdy nebyl v Paiizi.
Kdyz 9. ledna 1665 v Castres zemfel, pohtben byl v nedalekém Toulouse.
Dnes ndm jeho tamni ptisobeni pripominda alabastrova socha v sini rad-
nice (obr. 1) a ¢estny nazev tamniho gymnéazia (obr. 2).

Fermatova profesni draha byla pravnicka. Nejprve ziskal titul bakalare
obcanského prava na univerzité v Orléansu a pak odesel studovat na uni-
verzitu v Toulouse. Thned po ukonéeni studii roku 1631 si zakoupil funkci
soudniho rady u soudu v Toulouse, na spole¢enském Zebficku postoupil
a mohl se podepisovat de Fermat. OZenil se s dcerou jednoho kolegy od
soudu, s ni mél pét déti. V rdmci soudniho systému postupné stoupal,
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sedm let byl nejprve v obcanskopravnim senatu, pak 14 let ve vySetio-
vacim senatu a jako nejvyssiho postu dosahl ¢lenstvi v trestnim senatu.
Jeho postup byl urychlen i morem, na néjz zemfeli nékteri jeho kolegové
z vys$ich senatt a Fermat postupoval na jejich mista. V ramci zvlastniho
senatu vytvoreného Ediktem nantskym k rozhodovéni sporti hugenott a
katolikt se podilel na uplatiiovani prava i v nabozenské oblasti.

Obr. 2 Hlavni budova gymnéazia Pierra de Fermat v Toulouse
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Matematika vstoupila do Fermatova zivota poprvé v roce 1636, kdy
se mu dostaly do rukou préace Francoise Viety (1540-1603). Podle nej-
vyznamnéjsitho Fermatova zivotopisce — Mahoneye — pravé Viete privedl
Fermata k tomu, aby védél, ,,co ma ¢ist a jak to méa ¢ist“. Podle rozsahu
poznamek na okraji knihy lze soudit, ze jeho oblibenou byla latinské
verze Diofantovy Aritmetiky, vydanad roku 1621 v Pafizi C. D. Bache-
tem®. Od té doby se zadinaji objevovat na okrajich vSech Fermatem
¢tenych knih strohé poznamky o matematickych problémech, a to ne le-
dajakych. Je tu napf. tvrzeni, ze neexistuje takové prirozené ¢islo n > 2,
pro které by platila rovnost

" +y" =2", kde x,y,z jsou celd kladna c¢isla.
Dtikaz tvrzeni se mu podle jeho poznamky na okraj knihy nevesel?).
K tomu pfistupuji dopisy, jejichz adresaty byli René Descartes, Chris-
tian Huygens, Blaise Pascal a nejcastéji matematik Martin Mersenne a
fyzik Gides Personne Roberval. Jsou v nich stfipky matematickych po-
zoruhodnosti, jakymi byla rodici se analytickd geometrie, aritmetika pr-
voéisel, teorie hazardnich her, feeni tzv. Pellovy rovnice az?+1 = 32 aj.

Fermat s Descartem byli velci rivalové. Pozoruhodné je i to, Ze si vy-
ménovali informace tmyslné nedplné, jakoby jeden odhadl myslenkovy
potencial toho druhého, jemuz postacuje jen naznak problému nebo teo-
rie. Kdyz psal Descartes Fermatovi, svoji stru¢nost odiavodnoval tim, Ze
nechce adresata pripravit o vzrusujici pocit z hledani, Fermat na oplatku
psal atrzkovité, ve svych tvahach délal velké myslenkové skoky, jakoby
predpokladal, Zze pise o samoziejmostech.

V dalsi ¢asti ¢lanku, vénované vzpomince na Pierra de Fermat, vy-
jméme pouze st¥ipky z jeho dila a podivejme se, jaké tlohy napft. v sou-
vislosti s hledanim extrému resil. Nékteré z nich v sobé skryvaji pocatky
infiniteziméalniho poc¢tu, o némz ve Fermatové dobé nemél nikdo tuseni.

Problém 1. V trojuhelniku ABC naleznéte takovy bod F', aby soucet jeho
vzddlenosti od vrcholi trojuhelnika byl co nejmensi.

Podivejme se nejprve, jak sikovné , naskladat® vzdalenosti hledaného
bodu k vrcholiim pékné do jedné Cary, a tu pak narovnat do tsecky
reprezentujici celkovou minimalni délku (obr. 3).

D) Toto dilo bylo vydano znovu roku 1670 se vSemi Fermatovymi poznamkami a
s Bachetovym komentafem.

2) Plns obecny dikaz byl proveden az v roce 1995 anglickym matematikem Andrew
Wilesem.
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Obr. 3

Otoc¢ime-li trojuhelnik ABF' kolem bodu B o 60°, pfejde do polohy
A’'BF’. Délka lomené ¢ary CFF’' A’ vyjadfuje soudet vzdélenosti bodu F
od vrcholi A, B, C. Aby platilo

|CF| + |FF'| + |F'A'| = min,

musi tato lomend ¢ara prejit v tisecku C' A’. To znamend, Ze uhly CFF’
a FF'A" musi byt pfimé. Protoze | BFF’| = 60°, musi byt

|[SCFB| =180° — |4 BFF’'| = 120°.
Obdobné dokazeme, ze musi byt
|[SAFB| = |<AFC| = 120°.

Bod splitujici podminku tlohy, se nazjva Fermattiv bod?).

Zbyva jesté vytesit postup konstrukce, kterym bychom Fermatav bod
sestrojili. Ptivodni konstrukce je tato: Vné nad stranami trojihelniku
ABC sestrojime rovnostranné trojuhelniky ABC;, BCA;, CAB;. Pru-
se¢ik tsecek AA;, BB;, CC; je hledany bod F (obr. 4).

3) Neékdy také Torricelliho bod.
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CI
Obr. 4

Lze jej také nalézt jako prusecik kruznic opsanych rovnostrannym troj-
thelnikim ABC;, BC Ay, CAB; (obr. 5).

Bl

Obr. 5
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Pro¢ bod F je také prisecikem kruznic rovnostrannym trojahelniktm
opsanych, dokdzeme takto: Vime, Ze z bodu F' je usecka AB vidét pod
thlem 120°. Soucasné z bodu C; je vidét pod thlem 60°. Uhly BFA a
AC1 B jsou protéjsi thly ve ¢tyftuhelniku ACy; BF, tento ¢tyiuhelnik je
tedy tétivovy. Proto body B a F' také lezi na kruznici opsané trojihelniku
ABCj.

Problém 2. Naleznéte ¢islo x, pro které vgraz x(n—x) nabyvd mazimdini
hodnoty pro dané ¢islo n.%

Fermat se opiral o tuto vahu: Jestlize zvolime dosti malé éislo e,
pak hodnoty vyrazt z(n — z) a (z + €)(n — (z + ¢€)) budou v okoli je-
jich maxima stejné (nebo velmi pfiblizné stejné). Dnes bychom zapsali
podminku f(z) = f(x + e). Rovnost pak upravoval takto:

z(n—z)=(z+e)(n—(z+e))

xn — 22 = an — z% — 2ze + en — €2

M34-li platit rovnost, musi byt —2xe + en — e? = 0. Tuto rovnici délil

cislem e, ¢imz dostal 2z = n, tedy z = § a maximalni hodnota vyrazu

2
r(n—x) je .

Tady si ¢tendfi dovolime pfripomenout, ze Fermat s ¢islem e zachéazel
tak trochu kaskadérsky. Uvazoval sice, Ze je nepatrné, snad nekonecné
malé, ale ne nulové, alespon ne pro upravu, v niz ¢islem e délil celou rov-
nici. Dnes vime, Ze tato iivaha je podepfena uzitim limity, resp. derivaci
funkce. S timto apardtem muzeme hledat extrém znovu a struc¢néji. Jde
M, coz je derivace funkce f(x). Derivace

o nalezeni limity 1in(1) -

e—r -
funkce f(x) = z(n — x) je f'(x) = n — 2z. Ta je rovna nule pro x = 5 a
funkce f(x) nabyva v tomto bodé extrému (maxima) fuax (z) = 5. To
je shoda s Fermatovym vysledkem.

Obdobnym zptusobem dokizal Fermat nalézt maximum vyrazu
(at2)(b-z) (tzv.

z(c—x
Apollonitiv problém) aj. Dokazal uré¢it rozméry kuzelu o r(naximélnim
povrchu vepsaného do koule nebo vélce.

Abychom udélali radost také fyzikalné zamérenym Gtenditim, zmitime
zde Fermattv princip nejmensiho casu.

2?(n — x) (tzv. Archimédiv problém), minimum vyrazu

4) Tento vyraz nalézame (v jiném zapisu) v 10. knize Eukleidovych Zékladi v sou-

2
vislosti s hleddnim soumé¥itelnosti kofent rovnice z(n — x) = bT s Cislem n.
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Odraz svétla na zrcadlech rtznych tvaru zkoumal uz ve starovéku
Herén Alexandrijsky (7il v 1. stoleti). Vychézel z myslenky, Ze pohyb
svételného paprsku se déje tak, aby svétlo vymezenou drahu urazilo za
nejkratsi ¢as. Protoze se zabyval chodem svételného paprsku pouze ve
vzduchu, hledal geometricky nejkratsi drahu, ktera samoziejmé byla dra-
hou, po niz se svétlo Sifilo v minimalnim ¢ase. Fermat toto zobecnil pro
pruchod rtznymi prihlednymi optickymi prostiedimi a ukéazal, Ze svétlo
urazi drahu mezi dvéma body (obr. 6) mezi nimiz prochézi jednak vzdu-
chem a jednak sklem za nejkratsi c¢as, pravé kdyz je splnén zédkon lomu,
tj. sina = n - sin 8, kde n je index lomu prostiedi. To znamena, Ze tra-
jektorii svétla je v tomto pripad€ lomend ¢ara, nikoli primka.

A

B
Obr. 6
7Zda se, ze Fermatovym principem se idili i mravenci pfi nasledujicim
pokusu. Na vodorovné desce byla umisténa polyetylénova folie a koberec.
7Z okraje A byly vypusSténi mravenci, pro néz byla na protilehlém okraji
umisténa chutnd potrava (pry §vabi). Kdyz mravenci tuto potravu nasli,
jejich cesta se ustalila tak, jak je na fotografii (obr. 7).

ATr v o

B
Obr. 7 Uspotfadani pokusu s mravenci
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Protoze se do vladken koberce zaplétali, vyuzili delsi drahy po polyety-
lénové folii. Nalezli tudiz nejvyhodnéjsi cestu k potravé. Jisté je to cesta
efektivni, zda je i Casové nejvyhodnéjsi, s urcitosti vsak fici nemutzeme.
Vétsi hustota mravencti na koberci také svédéi o tom, ze rychlost po ném
byla mensi nez po hladké fdlii.

Princip nejmensiho casu je uzit také v astronomii pfi konstrukei zrca-
dlovych dalekohledti. Velké astronomické dalekohledy jsou osazeny zrca-
dly, ktera maji parabolicky tvar. Zrcadla v dalekohledu objekt nezvét-
suji (hvézdy jsou jimi vidét stéle jako body), nybrz soustfeduji svétlo
z velké plochy do ohniska, ¢imz zjasnuji i tak slabé objekty ve vesmiru,
jejichz svétlo by v oku nevyvolalo zadny opticky vjem. Podivejme se,
pro¢ zrovna je zrcadlo tvarovano do plochy rotac¢niho paraboloidu.

Svétlo ze vzdalené hvézdy dopada k pozorovateli rovnobéznymi pa-
prsky. Predstavme si, Ze paprsky a a b ve stejném ¢ase projdou rovinou o
(obr. 8) a také sou¢asné by dopadly na rovinu o. Mezi rovinami g a o jim
vlozme do cesty zrcadlo, které je bude v bodech A a B odrézet do stej-
ného bodu F. Aby oba paprsky dopadly do bodu F' soucasné, musi byt
jejich draha po odrazu stejna jako zbyvajici tseky od bodu odrazu k ro-
viné 0. To ale znamen4, Ze bod A je stejné vzdélen od roviny o jako od
bodu F', obdobné to plati pro bod B. Proto na nasem obrazku kfivka k
je parabola, prostorovy tutvar vytvari plochu rotac¢niho paraboloidu —
zrcadla astronomického reflektoru.

a b

Obr. 8
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