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MATEMATIKA

Srdce trojahelniku

Vlastimil Dlab, Bzi u Zelezného Brodu

Abstract. The article assigns, in a unique way, to every triangle a similar
triangle placed inside it. Its area is equal to 1/400th of the area of the original
triangle. The constructed triangle is called “the heart of a given triangle”.

V tomto ¢lanku pfifadime libovolnému trojihelniku jednoznac¢nym
zpusobem podobny trojihelnik, jehoz obsah se rovna ﬁ obsahu ptivod-
niho trojuhelniku. Budeme ho nazyvat srdce trojuhelniku.

Konstrukce srdce spo¢iva v néasledujicim. Necht ABC' je dany troju-
helnik. Rozdélme kazdou jeho stranu na tfi sobé rovné dily a nazvéme
definujici body A1, As, B1, By, C1, Cy tak, jak je to naznaceno na obr. 1.

c

Obr. 1

Povsimnéme si, ze pruseciky tsecek AA;, AAs, BBy, BBy, CC a
CC5 definuji Sestinhelnik. Oznac¢me jeho vrcholy As, A4, B3, By, C3, Cy
a vyobrazme ho zvétseny na obr. 2.
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Obr. 2

Priseciky uhlopficek tohoto Sestitthelniku A3CyB3A4C3B4 oznacené
v obr. 2 symboly As, Ag, Bs, Bg, C5 a Cg jsou vrcholy nového Sestit-
helniku, ktery ma nasledujici vlastnosti:

BsAg || C5Cs || AB, CsBs || AsAg || BC, AsCs || BsBs || CA.

Nyni thlopticky BgAs, CgBs a AgCs, které jsou opét postupné rovno-
bézné s AB, BC a C' A, definuji trojuhelnik A;B7C, tzv. srdce trojihel-
nika ABC. Vsimnéme si, Zze vrcholy srdce leZi na téZnicich ptivodniho
trojuhelnika ABC'. Muzeme tedy formulovat nasledujici tvrzeni.

Véta Srdce trojuhelnika je podobné pivodnimu trojuhelniku s koeficien-
tem podobnosti 2—10. Obsah srdce trojuhelnika je tedy ﬁ obsahu puvod-
niho trojuhelniku.

Tvrzeni vyplyva z rutinnich vypoc¢ti; mizeme pouzit jednoduchych
prostredkil analytické geometrie. Zvolime-li kartézskou soufadnicovou
soustavu tak, ze A = (0,0),B = (a,0) a C = (b,c), obdrzime snadno
souradnice vSech bodu, které jsou vyznaceny na obr. 1 a 2:

Al_( ;—b7§)7 Blz(%ba 3) 01:(%70)7
Az :( 45, 7%)7 (% %) Cy = (2?(170)7
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Az = (32, 9), By = (24, 9), Cy = (“2,5),
Ay = (20520 20y By = (2 ), Cy = (2atb ¢).
Ag = (BasTb Tc) By = (3asb 2c) Cs = (1atB ),
Ag = (Tatsb ¢y Be = (348 Tc). Co = (380 ¢,
Ay = (Tatte 7cy By = (SatTb Tcy Cr = (1at6h e

Odtud mizeme vypocitat obsahy vSech jednotlivych ¢asti trojuhel-
niku ABC' a vsech trojuhelnikt a lichobézniku tak, jak jsou podrobné
vyznaceny na obr. 3 a 4. Cislo N vyznacené v kazdé ¢asti piivodniho
trojuhelnika udava obsah prislusné casti, t;.

N
200 obsahu pivodniho trojahelnika ABC.

C

A B
Obr. 3

Poznamenejme, ze celd konstrukce mize byt vyhodné popséna bary-
centrickymi soufadnicemi, zvolime-li

A=(1,0,0), B=(0,1,0), C=(0,0,1).
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Potom dostaneme

As=(3,1,1) Bs = (3,3:3); C3=(1,4:3);
Ar=(5%%) By=(3,5%), Ci=(3,%2),
As= (1,2, L), Bs = (5,1, 2), Cs=(2,%,1),
GG Bem(hE. G- (i
Ar=(% 3 %) Br=(% ) Cr=(33 %)

Obr. 4

Naskyta se prirozena otazka: Pro¢ délime strany trojuhelniku na tii
stejné dily? Co se stane, rozdélime-li kazdou stranu XY na t¥i ¢asti XU,
UV a VY tak, ze

XU|=|VY|=k-|XY|, 0<k<3i,

a provedeme stejnou konstrukci. Dostaneme trojuhelnik, ktery mtzeme
nazvat k-srdce trojuhelniku. V tomto ¢lanku jsme podrobné popsali si-
tuaci, kdy k = %, a ukézali, Ze obsah %—srdce je (2—10)2 obsahu ptivodniho
trojuhelniku.

Podobnjm zptisobem se miizeme presvédcit, ze obsah i—srdce je roven

(%)2 obsahu ptivodniho trojihelnika. PIné uspokojeni nam p?k prinese

poznani, Ze funkce f definovand na otevieném intervalu (0, 3) pomoci

vztahu
obsah k-srdce trojuhelniku ABC

Tk = —san trojahelniku ABC
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je dana jednoduchym vyrazem

(1 —2k)*
)= ———"——.
F(k) (1+k)2(2—k)?
Na obr. 5 je jeji graf.
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Obr. 5
Zavéreéna historicka poznamka

Trojuhelnik mé v elementarni rovinné geometrii vysadni postaveni. Ve
své jednoduchosti pfinasi neobycejné pestrou paletu zajimavych vlast-
nosti, z nichz mnohé svou dulezitosti ovlivnily rozvoj matematiky. Troj-
thelnik hraje vyznamnou roli uz v Euklidovych Zakladech [4]. Ty zazna-
menavaji fadu vysledkil tykajicich se vlastnosti riiznych primek a jejich
priseciki definovanych v terminech trojihelniku.

V historii matematiky a astronomie mizeme sledovat, jak jsou tyto
vysledky rozvijeny a uzivany ve stfedoveéku v arabské védé, poté v ne-
byvalém rozvoji béhem renesance, a jaky zajem vzbuzuji i v soucas-
nosti. Vzpomenme zde alesponn nékolik piekvapivych vlastnosti troj-
thelniku, jako je Napoleontiv trojihelnik, Fermattiv—Toricelliho bod,
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Feuerbachova—Eulerova kruznice ¢i Morleyho trojahelnik. O nich se mu-
zeme snadno poucit z dostupnych internetovych zdroji nebo z pfipravo-
vané uebnice [1]. Coxetertiv dikaz véty Morleyho (viz [2]) pTfepsal do
CeStiny s nadSenim F. Kufina [6]. Zde uvedeny ¢lanek navazuje pravé na
ideje véty Morleyovy a na ¢lanek [3].
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* % ok % ok

Morleyova véta patii k nejhezéim vysledkim geometrie trojuhelnika. Byla
objevena v roce 1904, publikovana az v roce 1924:

V trojuhelniku ABC vedme vrcholem A primky pi1,ps délici ihel BAC na
tretiny, vrcholem B primky qi,q2 délici na tretiny uhel CBA a vrcholem C
primky 1,72 délici na tretiny thel ACB. Jejich oznacéent volime podle obrdzku.
Necht X je prisecik primek q1 a r2, Y priisecik primek r1 a ps a Z prisecik
primek p1 a q2. Potom body X, Y, Z tvori rovnostranny trojuhelnik.

(pozn. redakce)
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