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MATEMATIKA

Jak se testuji pravdépodobnostni modely

Viclav Kis, Tomds Hobza o Jitka Hanouskovd, FJFI CVUT Praha

Abstract. Several physical random number generators are described and tested
in frame of standard probability models. Applying the Pearson’s x? goodness-
of-fit test statistics we explore the regularity of common playing dice and we
test the distribution of bombarding scheme of V2 rockets during the Second
World War. Further corresponding tasks for practical home applications are
proposed.

Jedna zajimava turisticka tiloha

Mame déan kruh se stfedem v pocatku o poloméru 1 a nasim tkolem je
spocitat jeho obsah. Problém je, ze pravé lezime na plazi a nemizeme si
vzpomenout na hodnotu ¢isla n a k dispozici nemame nic vic nez vlastni
hlavu. Jsme schopni tlohu uspokojivé vytesit? Ne? Zkuste vymyslet né-
jaky trik, a pokud se vam to nepovede, podivejte se na nase navrzené
feseni.

Navrhneme nasledujici algoritmus:
(a) Uzavieme ¢tvrtkruh do étverce s délkou strany 1, jak je nakresleno
na obréazcich 1(a)(b).

S =4%14/18 =3.111111 S =4x%157/200 = 3.14
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Obr. 1: Monte Carlo vypodet obsahu kruhu S a testovani rovnomérnosti
generatoru

(b)

Cyklus: Obejdeme postupné v nasem okoli nékolik bdicich turisti
(dejme tomu 18, resp. 200) a pozadame kazdého z nich, aby nam fekl
néjaké libovolné prirozené ¢islo mezi 1 a 99. Ziskand ¢isla si bud za-
pamatujeme, nebo zapiseme pro jistotu do pisku. Predpokladejme,
Ze jsme timto postupem ziskali ¢isla uvedend v prvnim radku nasle-
dujici tabulky 1 (hodnoty pro 200 opakovani nejsou tabelovany, ale
jsou vyneseny do obr. 1(b)).

Cyklus: Obejdeme postupné dalsich (18, resp. 200) turistt, a zis-
kame tak druhou sadu nahodné volenych c¢isel mezi 1 a 99 odpovi-
dajici druhému radku tabulky 1.

tadek 1: 63, 21, 8, 81, 10, 37, 97, 46, 14, 70, 35, 15, 51, 59, 26, 85, 62, 47
tadek 2: 81, 34, 66, 29, 61, 47, 32, 19, 77, 2, 94, 43, 35, 12, 85, 79, 18, 41
22492 <N, A, A A A A N, A A A N, A A A A N, A A

Tab. 1: Obsah kruhu S

Vsechna ziskana ¢isla vydélime 100 a vyneseme ve formé dvouroz-
mérnych bodi do grafu na obr. 1(c) tak, Ze z-ové soufadnice bodu je
vzdy ¢islo z prvniho fadku tab. 1 a y-ova soufadnice odpovida ¢islu
z druhého fadku tab. 1, tzn. vyneseme body v desetinnych cislech
mezi 0,01 a 0,99.

Dale nasleduje nejkomplikovanéjsi ¢ast algoritmu. Je totiz tieba zjis-
tit, zda dany vyneseny bod (z,y) lezi pod nebo nad ¢tvrtkruznici.
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MATEMATIKA

To vyzaduje umocnit zpameéti obé souradnice z kazdé vynesené dvo-
jice ¢isel (x,y) a zjistit, zda jejich soucet 22 + y? je mensi nez jedna
(rovno jedné neuvaZujeme, jedné se totiz o jev prakticky nemozny.
7Z matematické analyzy vime, ze hranice kruhu je mnozina miry nula
vzhledem k plo$né mife R?).

(f) Spocitame, kolik vynesenych bod spliiuje podminku z pfedchoziho
bodu (e). Tedy nésleduje cyklus ptes pocet bodt (v naem piipadé
18 bodti z tab. 1): IF 2% + y> < 1 THEN P := P + 1 (P nastaveno
pfedem na nulu).

(g) Obsah kruhu o poloméru 1 vypoéitame jako ¢tyfnasobek poc¢tu boda
splitujicich podminku z bodu (e) déleny celkovym poétem uvazova-
nych bodd, tzn. S := 4 % P/18 (resp. S := 4 % P/200). V naSem
pfipadé pomoci tfetitho fadku tab. 1 zjistime, Zze obsah jednotko-
vého kruhu je S = 4 % 14/18 = 3,111111. Pro 200 bodu ziskdme
obsah S = 4% 157/200 = 3,14, ktery je pfesnéjsim piibliZenim.

Princip algoritmu: Pokryjeme ¢tverec (0,1) x (0,1) v prvnim kvad-
rantu rovnomérné rozlozenymi body a pomeér obsahu ¢tvrtkruhu ku ob-
sahu jednotkového c¢tverce porovname s pomérem poc¢tu bodt, které
padly dovniti ¢tvrtkruhu, ku celkovému poc¢tu bodi ve ¢tverci. Postup
ma jisté predpoklady a téz moznosti zobecnéni. Zkuste nékteré navrh-
nout.

Mize se stat, ze na plazi zrovna viubec zadni turisté nejsou, nebo je
jich velmi malo. Potom jako generator nadhodnych ¢isel mizeme pou-
Zit napt. pfesypani pisku nebo budeme pocitat pocet musli vyplavenych
motem za ur¢ity ¢as apod. Bod (e) pfedpoklad4, ze umime zpaméti moc-
nit ¢isla mezi 1 az 99 na druhou. Pokud ne, snizime interval napf. na
¢isla pouze mezi 1 a 20. Tim vSak muzeme ztratit dostatecnou presnost
vysledku. Z teorie pravdépodobnosti mame zajisténu pouze asympto-
tickou presnost naseho pocinani, tzn. nas vypocet bude tim presnéjsi,
¢im vice dvourozmérnych bodi rozlozime a ¢im rovnomeérnéjsi pokryti
celého ctverce udélame. Se vSemi problémy se ale dokézeme vyporadat;
dnes mtzeme snadno ziskat na pocitaci velmi velky pocet bodi pomoci
riznych generatort ndhodnych cisel. Jediny zavazny problém, na kte-
rém nas vysledek podstatné zavisi, je kvalita rovnomérného rozlozeni
takto vygenerovanych dvojrozmérnych bodt. Teorie pravdépodobnosti a
matematicka statistika vyvinuly za tGcéelem testovani kvality generatori
fadu postupd. V nasledujicim odstavci se seznamime s jednim z nich a
nasledné otestujeme nas , turisticky generator“ ndhodnych ¢isel z obr. 1.
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Statisticky model

Méjme néjaké rozlozeni pravdépodobnosti P na mnoziné A mozZnych
vysledkti experimentu. Oblast A rozdélme na k > 1 podoblasti A;,
i = 1,2,...,k. Pravdépodobnost vyskytu néjakého vysledku experi-
mentu v oblasti A; oznad¢ime p; = P(A;) pro kazdé i a zavedeme prav-
dépodobnostni model ve formé vektoru tzv. teoretickych pravdépodob-
nosti p = (p1,p2,...,pr). Nyni mé&jme experiment spocivajici v prove-
deni n pokusu a sledujme, kolik z celkového poctu pokusi padlo do dané
podoblasti A;. Tyto pozorované hodnoty ozna¢me m;; jejich velikosti na-
byvaji hodnot éisel z mnoziny {0,...,n}. Ptdme se, zda napozorovany
vektor hodnot m = (my,ma, ..., m;) odpovidd predpoklddanému roz-
déleni P na oblasti A. Aby tomu tak bylo, musely by byt vektory teo-
retickych Cetnosti np a napozorovanych cetnosti m blizko sebe. Pro tcel
tohoto srovnani britsky matematik K. Pearson (1857-1936) navrhl pou-
7it vzdalenostni miru x2(m,p) (tzv chi-kvadréat) a odvodil jeji asympto-
tické rozdéleni pravdépodobnosti, které se nazyva Pearsonovo. V teorii
pravdépodobnosti tento fakt vyjadiujeme vztahem

k 2
m; — np;
X2 (m,p) = (s = npi)” o ) ~x*(k—1)
i=1 v

a tvar rozdéleni x?(k — 1), tzn. odpovidajici hustota pravdépodobnosti
x2(k—1) je vidét na obr. 2. Tvar rozdéleni zavisi na hodnoté parametru k,
respektive hodnoté k — 1, kterou nazgvame poctem stupriti volnosti. Cim
vice se lisi experiment (m) od predpokladané skute¢nosti (np), tim vétsi
je hodnota statistiky x2(m, p), ¢im# se dostavame do stéle vzdalenéjsich
oblasti asymptotického rozdéleni x%(k — 1) (obr. 2).

1r
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Obr. 2: Tvar rozdéleni x2(k) a kritickd hodnota testu x%__, (k — 1)
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Statistiku x2(m, p) nazyvame testovaci statistika a ta po¢ita odchylku
dvou vektord m a np jako vazenou euklidovskou vzdalenost, tzn. soucet
vazenych kvadratickych odchylek jednotlivych slozek obou vektori m a
np. Testovani predpokladaného modelu na zdkladé statistiky x2(m,p)
pak provadime tak, ze pokud pfislusné testovaci statistika prekroc¢i kri-
tickou hodnotu rozdéleni,

X2(m7p) > X%—a(k - 1)v

hypotézu o shodé experimentu a pravdépodobnostniho modelu zami-
tdme. Vyznam ¢&isla x3_,(k — 1) je opét zndzornén na obr. 2. Jde
o hrani¢ni hodnotu, za kterou jiz povazujeme napozorovanou realizaci
za znacné nepravdépodobnou, tzn. vysrafovana plocha na obrazku pod
kfivkou je jiz velmi mala a predpokladame, Ze je mensi nez pevné zvolené
¢islo v € (0,1). Cislo « volime pied testovanim modelu a mé vyznam
spolehlivosti testu, tzn. vyjadfuje maximalni povolenou pravdépodob-
nost toho, ze zamitneme predpokladany model, i kdyz je ve skutecnosti
pravdivy. Volme vSude v tomto ¢lanku o = 0,05; néasledné kriticka hod-
nota pro zamitnuti hypotézy o modelu je znacena xags(k— 1) a je zavisla
pouze na poctu podoblasti A;, na které je rozdélena oblast A. Kritické
hodnoty v zavislosti na « jsou tabelovany ve statistickych tabulkach nebo
jsou dostupné prostrednictvim pocitacovych procedur a knihoven, napft.
[4], [5]- Dalsi podrobnosti k uvedenému statistickému modelu testovani
hypotéz je mozné nalézt v [1].

Praktické aplikace a ulohy

1. Kuvalita turistického generdtoru: Otestujeme rovnomeérnost na-
Seho generatoru pro 200 ndhodnych bodi. Na obr. 1(c) jsme interval
(0,1) rozdélili na 10 dilkd (k = 10). Uréime pocet vygenerovangch
bodd, jez padly do jednotlivych subintervald, a kolik z celkového poctu
200 bodt by do jednotlivych subintervald mélo padnout za predpokladu
rovnomérného rozdéleni, tzn. m = (23,19, 16,20, 22, 16, 25,22, 15, 22),
np = (20,20, 20, 20, 20, 20, 20, 20, 20, 20). Spoc¢teme hodnotu testovaci
statistiky x2(m,p) = 5,2 a porovname tuto hodnotu s kritickou hod-
notou testu pro k = 10, ktera je rovna x§ 5(9) = 16,92. Tuto kritickou
hodnotu jsme tedy nepfesdhli, a nas turisticky generator rovnomérného
rozdéleni ndhodnych ¢isel na intervalu (0,100) tak miZeme povazovat
za kvalitni. V [2] je zkonstruovano a kvalitativné porovnano mnoho dal-
§ich kongruencnich a jinych typt generdtorti s praktickymi ukazkami
softwaru na CD vcetné aplikaci pfi Monte Carlo simulacich.

Roénik 87 (2012), ¢islo 1 9
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Uloha 1: Vymyslete sviij vlastni fyzikalni generator ndhodnjch &isel,
otestujte ho pomoci x2 testu a pouzijte vase vlastni realizace pro vypocet
obsahu kruhu z obr. 1. Byl vas vysledek lepsi nez ten potfizeny pomoci
turistického generdtoru?

2. Pravidelnost pouZivané hract kostky: Bylo provedeno 180 hodti stan-
dardni hraci kostkou zakoupenou v obchodé od neznamého vyrobce.
V tabulce 2 jsou uvedeny pocty jednotlivych vysledka nasich hodu. Je
kterého je vyrobena, homogenni? Odpovédét na tuto otdzku muzeme
opét pomoci x? testu. Snadno spoéitame testovaci statistiku x2 a po-
rovname ji s kritickou hodnotou pro k = 6, jak je uvedeno v poslednim
rfadku tabulky 2, z ¢ehoz vidime, Ze naSe hraci kostka se prokazala jako

nepravidelnd, preferujici ¢islo ‘4’ a podcenujici ¢islo ‘3’ na opac¢né strané

My

Vysledek na kostce ‘v ‘2’ ‘3 ‘4 ‘5’ ‘6’
Cetnost hodii (vektor m) 28 31 19 43 24 35
Teoretickd ¢etnost (vektor np) | 30 30 30 30 30 30
Hodnota (m; — np;)?/np; 0,133 0,033 | 4,033 | 5,633 | 1,200 | 0,833
Testovaci statistika x2(m,p) = 11,87 > 11,07 = X3’95(6 -1)

Tab. 2: Hraci kostka

Uloha 2: Vezméte viechny doméci hraci kostky ve vasem okoli, s kaz-
dou z nich provedte sadu vlastnich hod@ a otestujte pomoci }? testu
jejich pravidelnost. Nasli jste néjakou Spatné vyrobenou a nevyvazenou
kostku, kterd preferuje nékteré uréité vysledky hodua pied jinymi?

3. RozloZeni Tizenych strel ma Londgyn: Béhem druhé svétové valky
byl bombardovan Londyn némeckymi raketami V2, které dopadaly do
riznych ¢asti jizniho Londyna. Nebylo vsak zfejmé, zda bylo mifeno
s vétsim ¢i mensSim tspéchem na néjaké konkrétni cile, aby mohla byt
ucinéna vhodné protiopatreni, ¢i zda stfely dopadaly viceméné ndhodné.
Jizni ¢ast Londyna byla tedy rozdélena na sektory — ctverce o plose
0,25 km? — a v tabulce 3 jsou uvedeny pozorované Getnosti — do kolika
oblasti dopadlo kolik Fizenych stiel (viz [3]).

Ukolem je zjistit, zda rozdéleni dat v tabulce 3 lze povazovat za Pois-
sonovo rozdéleni s frekvencéni funkci popsanou teoretickymi pravdépo-
dobnostmi p; = /\ie_)‘/i!, 1=0,1,2,..., které zavisi na nezndmém para-

10 Rozhledy matematicko-fyzikalni
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metru A > 0 (viz [1], [3]). To by pak v souladu s pravdépodobnostnim
modelem Fidkych jevi znamenalo, Ze nebylo mifeno na konkrétni cile.
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Obr. 3: Mapa Londyna s ilustrativnim rozdélenim na sektrory

0 1 2 3 |4avice| >
227 211 92 35 8 573
225,17 | 210,32 98,22 | 30,58 | 8,71 | 573
0,015 | 0,002 |0,394|0,639| 0,058 |1,108

Pocet sttfel v oblasti

Pocet takovych oblasti (m)

Teoretické Cetnosti pro A (np)

Hodnota (m; — npi)2/npi
Testovaci statistika x*(m,p) = 1,108 < 7,81 = x§ ¢5(5 — 1 — 1)

Tab. 3: Rizené stiely na Londjn

Roénik 87 (2012), éislo 1 11
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Postupujeme tak, Ze nejdfive neznamy parametr \, vyjadfujici pri-
mérny pocet stfel v oblasti, odhadneme z dostupnych napozorovanych
hodnot ve formé aritmetického praméru

A= 2% 0934
n

kde > x; je celkovy pocet stiel a n je celkovy pocet uvazovanych sek-
tord. Ze statistického hlediska jde o maximéalné vérohodny odhad para-
metru A. Pomoci tohoto odhadu napocteme z vySe uvedeného vzorce pro
Poissonovo rozdéleni jednotlivé diskrétni teoretické ¢etnosti vektoru np
do tretiho fadku tabulky 3. Z hodnot jednotlivych vazenych kvadratic-
kych odchylek obou vektort m a np (¢tvrty fadek tabulky 3) je videt, ze
experimentalni a teoretické ¢etnosti si vzajemné velmi dobfe odpovidaji,
o ¢emz svédéi i nizkd hodnota nasi testovaci statistiky x2(m,p) = 1,108
nepfekracujici kritickou hodnotu testu x§ g5(5 — 1 — 1) = 7,81. Tedy
rozdéleni lze povazovat za Poissonovo a to znamend, ze timto statistic-
kym testem nebylo prokézano, Ze by raketami bylo mifeno na néjaké
konkrétni cile jizniho Londyna (obr. 3).

Vsimnéte si, Ze jsme v pripadé tohoto testu s jednim nezndmym para-
metrem A snizili pocet stupnd volnosti o dalsi jednicku. To je zptisobeno
pravé potifebou odhadovani parametru A ze zaznamenanych dat, coz pti-
nasi mensi pocet stupni volnosti této tilohy.

Uloha 3: Vezméme si kopii mapy néjaké oblasti, mésta, podmotského
dna apod., nakreslete na ni ¢tvercovou nebo obdélnikovou sit a pomoci
hézené mince se trefujte na vodorovné poloZenou mapu; zaznamenavejte
pocty dopadti minci do jednotlivych sektort mapy podobné jako v pred-
chozim ptikladu. Nésledné testujte shodu Poissonova modelu s daty po-
moci x? testu. Jednou zkuste ,,mifit“ na néjaky konkrétni sektor a po-
druhé ,palte“ zcela nahodné. Uvidite, zda pouzity test bude odpovidat
vasi cilené strategii.

Dalsi modely a oblasti pouziti

Podobné statistické modely jsou vyvinuty pro testovani dvou riaznych
souboru dat a pro jejich statisticky signifikantni porovnavani. Tyto obec-
testovaci statistiku s Fisher—Snedecorovym rozdélenim F'(m,n), které je
jistym zobecnénim Pearsonova x?2(k) rozdéleni. Tyto statistické postupy
jsou prakticky pouzitelné, napr. kazdy vyrobce si miize sledovanim a

12 Rozhledy matematicko-fyzikalni
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zaznamenavanim prodejnosti svych riznych druht vyrobka otestovat,

Existuji dalsi modely pro testovani a odhady hustot pravdépodob-
nosti, jako napf. regresni aproximace, metrické i nemetrické pristupy
stochastického modelovani. Jde zejména o aplikace v oblastech moni-
torovani dopravnich tokt, fizeni dopravy a regulace dopravnich kolon,
predpovédi chovani chodct ve stresovych situacich, sledovani populac-
nich indext a jejich pfedpovédi pro jednotlivé kraje a oblasti, lokalizace
a detekce mikrotrhlin v materidlech a sledovani spolehlivosti primyslo-
vych objektt, jako jsou chemické kulové zasobniky, zafizeni vodnich i
jadernych elektraren, pfivodni potrubni systémy, mosty i Zelezobetonové
konstrukce budov, kiidla letadel apod.
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Zklamala vdas kombinacni
cisla,
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vysla?
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jeste:

Vemte na ni kombinacni
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Emil Calda®

*) Uvod do obecné teorie prostoru, Karolinum, Praha, 2003
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