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PRO ZAKY ZAKLADNICH SKOL

Indukci na zabicky

Tomds Hejda, FJFI, CVUT Praha

Abstract. The article solves a simple combinatorics game based on the jumping
of frogs from a stone to a stone in a brook. The statements are proved by means
of mathematical induction. The article refers to several phenomena from the
branch of mathematics called “combinatorics on words”.

Pouzijeme matematickou indukci pro nalezeni postupu, jak fesit jed-
noduchou hru, kterou je mozné nalézt na internetu [2]. Mame 3 cerné a
3 bilé zabicky na 7 kamenech v potoce rozmisténé takto:
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Nagim tkolem je rict zabickdm, jak maji skdkat, aby si ¢erné a bilé
prohodily mista, a soucasné urcit, v kolika krocich to lze u¢init. Zabicka
v8ak miize pouze skoCit na prazdné misto pred sebou nebo preskocit
jednu zabicku a sednout si na prazdny kdmen. Ulohu budeme fesit obecné
pro n Cernych a n bilych zabicek.

Reseni pro n = 2 lze provést v 8 krocich:
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Nez budete pokracovat ve ¢teni, zkuste si vyfesit tlohu pro n = 3.
V celé Gloze budeme pouzivat nasledujici znaceni: Pokud s bude libo-
volné usporadéani zabicek, pak s pro libovolné ptirozené ¢islo m bude
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oznacovat usporadani sss- - - s. Naptiklad
—_—

m-krat

(@B} =EBEBED.

Znacka s — t bude znamenat, ze lze jednim skokem zabicky zménit
~72 127 N7 127 v n v
uspofadani s na usporadani t. Znacka s — ¢ bude znamenat, Ze tuto
zménu lze provézt v n krocich. Jak jsme vidéli v feSeni pro n = 2, plati

EE oW MG

V nékolika pomocnych tvrzenich — lemmatech — dojdeme k vété, ktera
popise, kolika skoky je mozné zabicky prohodit. Tato lemmata nam také
daji navod, jak to provést.

K dikazu lemmat pouZijeme matematickou indukci. Na Wikipedii [1]
se docCteme, Ze naznaky dikaz indukci se objevuji jiz ve starovékém
Recku a Ze prvni skuteéné diikazy jsou diikaz binomické véty a dikazy
tvrzeni kolem Pascalova trojthelniku.

Dukaz indukci vzdy provadime ve 2 krocich. Nejprve ukdzeme, Ze
tvrzeni plati pro ¢islo 1. Pak ukaZzeme, Ze z platnosti tvrzeni pro libovolné
ptirozené ¢islo n (tzv. indukéniho pfedpokladu) plyne platnost pro n+1.

Lemma 1. Pro vSechna pfirozend ¢isla n plati
o(Em) L (Wwa) o

a také
(E®)" 1 o (Mas)™.

Diikaz: Pouzijeme, jak bylo predestfeno, matematickou indukci.

e Krokn =1. Zjevné plati o &% — a3 .
e Krok zn na n+ 1. Vezméme pevné, ale libovolné n > 1 a predpo-
kladejme pravdivost

S(Em)" T (WaE) o, (1)
Tohoto chceme vyuzit, abychom ukézali, Ze
<,>(a)"+1 n—H> (a)"“ o (2)
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Vsimneme si, ze

(@)t = o (@Gm)"am

(W) = (WE)"WE o,

a pomoci indukéniho pfedpokladu (1) dostaneme
(GG (BE)" G (BE)" WG,

coz neznamend nic jiného, nez platnost tvrzeni (2).

Druhé tvrzeni lemmatu bychom mohli ukizat Gplné stejné matematic-
kou indukci. Neni to ovSem nutné. V celé uloze je role ¢ernych a bilych
zabicek symetrickd, tj. kdybychom pfebarvili bilé zabicky na cerno a
¢erné na bilo, stali bychom pred stejnym tkolem. Kdybychom v praveé
dokazaném vztahu takto prebarvili zabicky a nechali je provést n skoki,
pozorovatel na opacné strané potoka by vidél n skoki, které prevedou fe-
tézec (&2 M) na o (M&2)™. Druhou ¢ast lemmatu 1 lze tedy vyvodit
z prvni Casti.

Lemma 2. Pro vSechna pfirozena ¢isla n plati

n(n+1)
()n <,>(a)" —2 <,>(a)" (3)
a
n(n+1)
(@) (M) —2— ()" . (4)

Diikaz: Opét pouzijeme matematickou indukci.
e Krok pro n = 1. Zjevné plati 2~ ® — &M a symetricky
EoW - WEo.

e Krok zn na n+ 1. Predpokladejme, Ze pro n plati vztahy uvedené
pod ¢isly (3) a (4). Chceme ukédzat platnost

(nt1)(n+2)
(@) (W) 2 () (3)
a
n+1 n+1 W n+1 /
(68) o (W) — (&™) o. (4"
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S vyuzitim lemmatu 1 dostaneme
n(n+1)

(@)oo =@(@)"o(®)"® - S(E®)" -»

L @B (ME)"W o oG (W)= (ST

pFigemz 2 4y 41 =

5 . Tim jsme ukézali platnost (3').
Podobné bychom ukézali i platnost (4).

Zajimavé na dikazu predchoziho lemmatu je, Ze jsme matematickou
indukci dokazovali najednou obé tvrzeni (3) a (4). Dokazovat kazdé tvr-
zeni zvlast by bylo mnohem obtiznéjsi!

Nyni pfizveme do naSich ivah opét mocnou carodéjku, které se rika
symetrie. Pfedstavme si, ze n(n + 1)/2 skokt, kterymi zabicky z pi-
vodniho uspofddani (&%) ()" dostaneme do — (&®)", sleduje a
nataci na kameru pozorovatel na opacné strané potoka. Doma si pak
v8ech n(n + 1)/2 skokd pfehraje pozpatku. P¥i promiténi filmu se tak
zatne s usporadanim (&3 )" a kondi se s (63)"— (®)". Jednotlivé
skoky cti pravidlo o skdkani na sousedni kdmen nebo preskoceni jedné
zabicky, ale s tim rozdilem, ze skdcou dozadu. Pokud bychom tedy na
snimcich filmu otoc¢ili kazdou jednotlivou zabicku do protisméru, dostali
bychom samé povolené skoky. Tim padem plati i vztah

(n+1)(n+2)
2

n(n+1)

(W) —2 5 (W) (@)™, (5)

Véta 1. Necht n je prirozené ¢islo. Potom

Dikaz: Podle vztahu (3) mame
(&)~ ()" % o(Gaw)".
Podle lemmatu 1 plati
SlEm)” 1 (Wwa)" o,
A nakonec podle vztahu (5)
n(nt1)

(a)” o —2 (a)" <,>()n.
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Pocet skoki je celkové roven

nin+1) +n+ nint1) _ n(n + 2).
2 2
Pravé dokdzand véta nam tika, ze tlohu lze vyftesit, a také, kolik skoku
zabicek k tomu pouzijeme. Znéni véty nedava navod, jaké skoky volit —
tento navod je vSak ukryt v dikazech jednotlivych lemmat, které fikaji,
jaké tahy je potfeba volit.
Uvedme nyni feseni pro n = 3, které jste si jisté zkusili:

G EE O
1 @@ oE2®D
2 @ EBRES oS
3 @ ERER OB
4 S EBR OBESH
5 G o BAEBRE®
6 O EBEBRESH
T WS o EBRE®
8 BEBSoEH
9 WU B EH®E O
10 BEBE®® o &
11 B»E®o®Ea
12 B o B®E® G
13 % o @&
141 B B®®E o @&
15 B®® o @@

Zbyvé odpovédét na otdzku, je-li nastinéné feseni jednoznaéné (samo-
zfejmé az na symetrii), nebo jestli mizeme k pfesunu pouzit méné ¢&i
vice krokii nebo volit jiné kroky. Tuto odpovéd ponechédvame na ¢tenafi.
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