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Muzeme vé&rit své vlastni kalkulaéce?

Edita Pelantovd, FJFI, CVUT Praha
Miloslav Znojil, Ustav jaderné fyziky, AV CR, Praha

Abstract. The article examines the influence of rounding-off necessarily made
by calculators and computers on the correctness of the result. An example of
a particular task is shown to illustrate that the use of computational technology
without considering its accuracy may result in errors of any size.

I v béznych matematickych vypoctech se Casto setkdvame s iracio-
nalnimi éisly. Vypocet obsahu kruhu vyzaduje pouziti Ludolfova éisla r,
stanoveni vysky urokt vyzaduje logaritmovani, kde zédkladem je Eule-
rovo Cislo e. Je davno zndmo, Ze obé zminéné konstanty jsou iracionalni
¢isla, to znamena, Ze jejich zapis v desitkové soustavé neni konecny — jak
je tomu napt. u ¢isla % = 0,2 — ani od jistého mista periodicky — jak je
tomu u c¢isla % =0,1666 ... Zapisy Cisel & a e maji tvar:

= 3,141 592 653 589 793 238 462 643 383 279 502 884 197 169 399 375 . ..
e = 2,718 281 828 459 045 235 360 287471 352 662497 757 247093 699 . . .

Vypocty, které provadime pomoci kalkulacky ¢i pocitace, jsou omezeny
pouze na racionalni ¢isla. Pocet platnych ¢islic, se kterymi kalkulacka a
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pocita¢ pracuji, je limitovan a zavisi na typu piistroje. Velikosti ¢isel, se
kterymi pracuje ¢lovek, nejsou v principu omezeny, ale ruku na srdce,
kolikamistna ¢isla byste byli ochotni nasobit s tuzkou na papife vy?

Nemoznost pracovat s pfesnou hodnotou Ludolfova ¢isla a Eulerova
¢isla nas vétsinou netrapi. Pti skolnich vypoctech si vystacime s piibliz-
nou hodnotou ¢isla 1 = 3,14 nebo n = % Chyba, kterd vznikne pfi
vypoctu obsahu kruhu, je tak mensi nez jedno promile.
prertist vSechny meze. Konstrukce mnohych technickych zafizeni vyza-
duje komplikovany vypocet. Nebudeme dopodrobna popisovat tlohu ze
skutecné praxe — zabihali bychom do podrobnosti nedilezitych pro vy-
svétleni vzniku chyb. Nasledujici vymysleny pfibéh dobfe ilustruje pod-
statu problému. Pro Gplnost dodejme, ze matematické jadro prib€hu bylo
inspirovano prednaskou Francouze Jeana-Michela Mullera.

Otce pravé narozeného syna, pana Nesetrila, upouta ve vyloze banky
reklama ,Iracionalné ke stésti“. Banka nabizi rodi¢tim, aby zalozili pro
narozené dité ucet, na ktery vloZi e korun, tedy iracionalni ¢astku. Banka
slibuje, ze po kazdém roce odecte z G¢tu jednu korunu jako poplatek
za vedeni UCtu a vynasobi zbytek poctem let od zalozeni uctu. V den
25. narozenin banka ditéti vyplati jméni, které rodice nasetfili.

Pan NesSettil se zamysli, zda by nemél uz ted pamatovat na $tésti svého
syna. Rozhodne se o nabidce uvazovat a za¢ne pocitat: po prvnim roce
je na Uété p; = e — 1 korun, po druhém roce ps = 2(p;1 — 1) = 2(e — 2)
korun, po tfetim roce ps = 3(p2 — 1) atd. Protoze ma po ruce mobil,
zacne pocitat na kalkulacce. Hodnotu Eulerova ¢isla si nepamatuje ani
priblizné, ale ve vyloze banky je jako dekorace uvedeno ¢islo e s vice
nez sto misty. Kalkulacka v8ak dovoli natukat pouze 9 platnych mist.
Proto spravné zaokrouhli a pocita castky p,. KdyZz mu mobil ukaze
pas = 0,239 -10'7, je cely bez sebe a spécha oznamit sviij plan manzelce.
Ta je rozvaznéjsi (a taky vi, Ze jméno NeSetfil nedostala manzelova ro-
dina ndhodou) a udéla kontrolni vypocet na kalkulacce podéitace, kterd
pracuje s presnosti 16 mist. Pani Nesettilova provadi stejny vypocet a
dostane pos = —0,365-101°. Vyleka se a okamzité telefonuje zpatky man-
zelovi, ze bankéfi jsou vydfidusi a ze jejich syn by po 25. narozeninich
byl tak nanejvys velkym dluznikem, rozhodné ne bohacem. Poboufena
pani Nesetfilova manzelovi vynada a navrhuje banku zZalovat pro klama-
vou reklamu. Pan Nesettil se neodvazuje manzelce odporovat, ale dfiv,
nez podé zalobu, vezme tuzku a papir a za¢ne pocitat v ruce. Vidi, ze
kalkulackam veéfit nelze. Kdyz zjisti, ze faktickd ¢astka, kterou by syn

12 Rozhledy matematicko-fyzikalni



MATEMATIKA

k narozeninam dostal, by byla kladna — néco kolem jedné koruny — koupi
manzelce iraciondlné za poslednich e korun kytku a spécha domt, aby
stihl vykoupat syna Bohuslava.

Pro ¢tenare, ktery si bude provadét kontrolni vypocet, upfesnéme, ze
uvedené ¢astky pos jsme ziskali na kalkulacce mobilu znacky Motorola a
na kalkulaéce zabudované v prislusenstvi k Windows.

Rekonstruujme tvahy, které zkuseny matematik pan Nesetril s tuzkou
v ruce provedl. Cislo e je definovano pomoci posloupnosti a,, = (1 + 1)".
Tato posloupnost je rostouci, tj. a, < apy1, a pravé realné cislo, ke
kterému se s rostoucim n hodnoty a,, priblizuji, bylo na pocest Eulera
oznaceno e. Cislo e je limitou posloupnosti a,,, takZe zapisujeme

1 n
e = lim (l—l——) .
n—oo n

Uz samotny Euler védél, ze e lze vyjadrit i jako limitu jiné rostouci
posloupnosti, totiz posloupnosti

S SR I SIS S
" 2t 3l (n—1! " nl

Tato posloupnost se pro nase ucely bude hodit vice. Pro zajimavost
srovnejme prvnich par ¢lenti obou posloupnosti:

n |ay, by,

12 2

2 12,25 2,5

3 12,370370... |2,666666...
4 12,441406... [2,708333...
5 (2,488 32 2,716666. ..

9 |2,681174... [2,718281...

Srovname-li hodnoty a,, a b, v tabulce s uvedenou hodnotou e, vidime,
7e posloupnost b, se ke své limité pfiblizuje rychleji*).
Obecné lze ukazat nerovnosti a,, < b, < e.

*) Napft. bg se shoduje s ¢islem e na prvnich 6 mistech za desetinnou ¢arkou, zatimco
ag na zadném.
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Ctenéfi, ktery by se chtél ve vétsich podrobnostech vénovat éislu e,
doporuc¢ujeme ucebnici [2]. Pro ilustraci toho, jak lze od posloupnosti a,,
dospét k posloupnosti b,,, odvodime prvni ze dvou nerovnosti. Pouzijeme
znamou binomickou vétu

(A+B)n:An+ <T>An—lBl+ <;L>An_2B2+ (z)An—3B3+
++( n )Aan_l—i-Bn,
n—1

kde koeficienty (Z) jsou kombinacni ¢isla definovana predpisem

(1) =

nebo chcete-li, jsou to prvky z n-tého fadku Pascalova trojihelniku.
Binomickou vétu pouzijeme na vypocet hodnoty a,,, kde za A dosadime 1
a za B dosadime % Dostaneme

14 n 1+ n 1Jr n 1Jr + n 1 + 1
a,n: — _ _ e - —_—
1/n 2/ n? 3/ n3 n—1)nr"1 pn

Obecny tvar séitance v predchozim souctu muzeme upravit:

(Z) 1 1 1 nn-1)n-2...(n—k+1)

nk T (n—k)k nk Tk nk

Ponévadz kazdy ¢len soucinu

nn—1)n-2)...(n—k+1)

n
n n—1 n-—2 n—k+2 n—k+1

je nanejvys jedna, 1ze odhadnout
n\ 1 1
< =
k)nk — k!

S AR AR PR S
i 121" 3l -1 ™

a celkové
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Vzhledem ke zminéné nerovnosti a,, < b, < e je limita posloupnosti b,
rovna ¢éislu e. Cislo e si tedy miizeme piedstavit jako vysledek nekonec-

ného souctu

11 1 1
l+3l+4l+5

1 1
e—+‘+2

1 Pt

Zacnéme nyni vyjadfovat ¢astky p, naspofené v bance:

1 1 1 1 1
p=1(e-1)=g+5 +3,+ Tt

pr=2-(p1—1)= ( +3,+ —&-5'—&- )
1 1 1 1
p3=3-(p2—1)=3- 2( tatE T +>
1 1 1 1

11 1 1
ps=5- (p41)—5'(5|++7|+ +)

11 1 1
=2 (pay—1) =241 — + —
P24 (P23 = 1) (24‘+25'+26'+27'+ )

1 1 1 1
=25 - D)=25! — + — + —
P25 (P2e = 1) (25‘ T Ton Tas T )
Je jasné, ze ¢astka naspofena po 25. roce musi byt kladnad a vétsi nez
jedna. Odhadnéme, jak je opravdu velikd. Po zkraceni faktoriala ve vy-
jadfeni pos dostaneme

1 1 1 1
Pos =14 oot o o7 Y og ot 28 Tag ot 28 00 TS

1 1 1 1
14 —
< +26+26-26+26-26-26+26-26~26-26+

Na pravé strané se objevil soucet geometrické posloupnosti s kvocientem
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q= %, viz [1]. ProtoZe soucet prvnich IV ¢lenti této posloupnosti je roven

a pro N blizici se k nekoneénu se nase ¢~ blizi k 0, dostaneme pro soucet
vSech Clentt hodnotu
)

I—gq
a tedy celkovy odhad

1 26
< ——=— =1,04.
P =1L 7 %5
Hodnotu po5; mizeme odhadnout zdola jednoduse souc¢tem prvnich dvou

¢lent geometrické posloupnosti. Ziskame tak dolni odhad

1 L 27 1,038
D25 > +26_26_ ,Uas.
Vidime, ze skutecné vysSe uspofenych penéz pss se podstatné lisi od vy-
sledktl, které dostaneme pomoci kalkulacky mobilu nebo kalkulacky po-
¢itace. Paradoxni je, Ze i kdyz napft. displeje riiznych mobilt umoznuji
pracovat se stejnym poctem platnych mist, miazeme dostat rtzné vy-
sledky (zkuste si vypocet pas i s mobily svych spoluzdkt). Jak je to
mozné? Mizeme vibec davérovat vysledkim, které dostaneme pomoci
vypocetni techniky?

Prvnim krokem k pochopeni zdanlivého paradoxu je zjiSténi, ze zabu-
dované programy pro nasobeni a s¢itani jsou rtizné. Mohou se lisit v tom,
jak a kdy zaokrouhluji — zda pred prevodem do dvojkové soustavy, ve
které vétsina algoritmti pracuje, nebo az po tomto pievodu. Vyskytuji
se i kalkulacky, které pracuji pouze v desitkové soustavé. Pfi vypoctu
mohou déle pouzivat vice platnych cifer, nez kolik se jich nakonec ukaze
na displeji, atp. Zjistit, jakou zaokrouhlovaci taktiku vlastné vas pocitac
pouziva, je témér nemozné.

I naseho ¢tenafre jisté napadne, ze v predchozim pfikladu by k vyfte-
Seni celé zahady mohlo pomoci pouziti algoritmu, ktery by pocital prosté
na vice platnych cifer. P¥i praci v pohyblivé desetinné ¢arce dnes samo-
ziejmé existuje moznost ménit pfesnost vypocti velmi snadno. Pro nase
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potieby jsme proto pouzili program Maple, ktery byl vyvinut na uni-
verzité v kanadském Waterloo (proto ndzev javorovy list — v angli¢ting
maple leaf). V néasledujici tabulce znamena symbol D pocet platnych
mist, které jsme programu Maple predepsali pro provedeni vypoctu:

D D25 D D25 D D25

17 | —0,54848 - 10° 22 | —4457.9 || 27 | 1,0189
18 0,71967 - 108 23 195,37 28 | 1,0344
19 | —0,55884-107 || 24 | 40262 || 29 | 1,0406
20 615990 25 | —6,2713 || 30 | 1,0399
21 —4457.9 26 | 14842 | 31| 1,0399

Z hodnot pss napocitanych Maplem uvadime v tabulce pouze prvnich
pét platnych mist*).

P1i pohledu na nasi tabulku se musime zeptat: Podle jakého obecného
pravidla méme tedy predem zvolit pocet platnych mist pro vypocet,
abychom se vyvarovali velkych chyb? Nebo naopak: Co se nam pii dané
presnosti vypoctu vlastné na displeji pocitace ukazuje, kdyz ne spravné
hodnoty?

Oznacme tyto hodnoty z displeje p1, P2, D3, - . ., P25 a zkusme odvodit,
s jakou presnosti by musel pocitac¢ pracovat, aby se zobrazena ¢astka pos
lisila od skutecné pss 0o méné nez korunu. Odchylku vysledku operace
provadéné pocitacem od vysledku operace, ktery bychom dostali pfi ab-
solutné presnych vypoctech, budeme oznacovat pismenem ¢ a to bude
mit v indexu potfadové ¢islo prislusné operace. Odchylka ¢, mize byt
kladnéd nebo zaporna podle toho, zda se zaokrouhli nahoru nebo dolf.
Tedy:

pr=e—1l+4e1=p1+e;

P2=2(p1 — 1) +e2=2(p1 +e1— 1) +e2=p2+ 21 + &2

Pp3 = 3(P2—1)+e3 =3(p2+2e1+e3—1)+e3 = p3+3-21 + 32 +e3
Pa=4(Ps —1)+e4=ps+4-3-261+4-3e9+4e3+ ¢4

Das = 25(Paa — 1) + €95 =

*) Na prvni pohled piekvapi, Ze pro volbu pfesnosti vypoctu D = 21 a D = 22
dostaneme stejnou (a presto nespravnou) hodnotu pas. Ctenai si snad vysvétli
tento jev, kdyz se podiva na 21. ¢islici za desetinnou ¢arkou v zapisu disla e.
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+ 25le +2—5'6+25l +275!€+ +e
= P25 1 9 2 23 2.3.44 25

Rozdil mezi skute¢nou hodnotou ps5 a vypocitanou hodnotou pos je
hyba = 25! ( + 1€ + —¢€ + 4+ —€
¢ a ! .
y 1 2 30 3 25| 25

Kdybychom méli zaruéeno, ze velikosti € nepfesdhnou hodnotu 10~V
(to lze docilit tim, Ze budeme zaokrouhlovat na N platngch desetinnych
mist), bude chyba v absolutni hodnoté:

1 1 1 1
|chyba| < 25! (1 +5+t 5 o + + .+ 2—5‘> 107N < 251107V
Bude-li tedy IV aspon tak velké, ze
25!-107 Ve < 1,

budeme mit zaruceno, ze chyba vysledku je mensi nez jedna. Nejmensi
takové N je 26. Tedy pro nasi ulohu je tfeba pocitat s 26 misty za
desetinnou ¢arkou.

A co dodat nakonec? Nase tloha byla velice jednoduché, v podstaté se
v ni 25krat nasobilo. Skutecné tlohy z praxe konstruktéru letadel nebo
jadernych elektréren tvﬁrcﬁ modelu pro pfedpovédi pocasi nebo pro
operaci neni nijak neobvykly pocet. Proto dusledna analyza numerickych
chyb je nezbytnou soucasti kazdého $pickového softwarového produktu.
Komeréné nabizené programy nam velice usnadnuji praci, musime si vSak
byt védomi i jejich — ne vZdy na prvni pohled zfejmych — omezeni.

Traduje se, ze veéhlasny matematik Householder — zakladatel oboru
numerickd matematika — nikdy necestoval letadlem. Pry si byl az moc
dobie védom, kde vsude mohlo pti vypoctech spojenych s konstrukei
letadel dojit k chybé.
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