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MATEMATIKA

O jedné vlastnosti stran a Ghld v trojldhelniku

Emil Calda, MFF UK Praha
Jaromir Simsa, PrF MU Brno

Abstract. The article considers in detail a relatively unknown inequality taken
from the books [1], [2] and [3]. The inequality is interesting as it involves
lengths of the sides of a triangle as well as its interior angles (not their trigo-
nometric values).

O délkach stran a velikostech thla v trojahelniku plati celd fada tvr-
zeni. Trojihelnikové nerovnosti, vétu o souc¢tu vnitinich thlt i vétu o po-
rovnani dvou stran a protilehljch vnitinich thla znate jiz ze zakladni
skoly. V tomto ¢lanku dokéazeme vétu, ktera sice tak dilezita jako pred-
chozi poucky neni, sama o sobé je vsak pomérné zajimava.

Utvorime-li pro libovolny trojuhelnik zlomek, v jehoz citateli je soucet
soucint délky kazdé jeho strany a velikosti protéjsiho thlu (v radidnech)
a v jehoZ jmenovateli je soucet délek jeho stran, dostaneme ¢islo p leZici
v intervalu <%TE, %TE)

P1i obvyklém oznaceni stran a hld trojahelniku ABC zapiSeme nase
tvrzeni dvojici nerovnosti (napt. [3, s. 33])
a-a+b-B+c-y

kde p = . 1
, kdep P (1)

Sp<

wlAa
N A

Nez pristoupime k dikazu uvedené véty, ovérime ji pro ilustraci na spe-
cidlnich trojahelnicich. V pfipadé rovnostranného trojuhelniku o strané
délky a dostaneme

1 1 1
a~§n+a~§n+a~§n_n

a+a+a 3

V pripadé pravouhlého rovnoramenného trojuhelniku s odvésnou délky a
plati
a-int+a-gm+av2-3m V2-m

a+a+aV2 4 7
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takze nerovnosti (1) plynou z odhadii
2 1
<2l
4 2

Wl

Dokazme nyni nerovnost p = %n pro obecny trojuhelnik ABC. Pro-
toze proti shodnym strandm trojihelniku lezi shodné vnitini hly a proti
delsi strané lezi vétsi thel, plati

(@a=b)(a=p) 20, (b-c)(f=7)20, (c—a)y—a)z0. (2
Sectenim vSech t¥i nerovnosti dostaneme po upravé
aa—pB—7)+b28—v—a)+c(2y—a—-p5) 20,
odkud po trojim uziti vztahu o + 8 + v = © obdrzime
a(Ba—1)+b(38—n)+c(3y—n) =0,
neboli
3a-a+b-B+c-y)=2(a+b+c) m

Po vydéleni obou stran kladnym vyrazem 3(a+b+c) jiz dostaneme kyze-
nou nerovnost p = %n. Zaroven jsme zjistili, Ze rovnost p = %n nastane,
pravé kdyz budou platit rovnosti ve vSech tfech vztazich (2), tj. jediné
kdyz trojuhelnik ABC bude rovnostranny.

Prejdéme nyni k ditkazu nerovnosti p < 1r. Protoze soucet délek
dvou stran trojuhelniku je vétsi nez délka strany tieti, v libovolném
trojuhelniku ABC' plati

a+b—c>0, b+c—a>0, c+a—>b>0. (3)

Vynésobime-li prvni nerovnost kladnym ¢islem ~, druhou kladnym ¢&is-
lem «, tieti kladnym cislem § a pak je seCteme, dostaneme po tupraveé
nerovnost

a(f+v—a)+b(y+a—p)+c(a+—7v) >0.
Odtud po trojim uziti vztahu o 4+ 8 + v = 1 obdrzime postupné
a(r — 2a) + b(x — 28) + ¢(n — 2a) > 0,

(a+b+c) - n>2(a-a+b-f+c-v),
n>a-o<+b~ﬁ—|—c-”y_

2 at+b+ec
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Tim je dokazana nerovnost p < %n, a tedy 1 celd nase véta. Stoji za po-
vSimnuti, Ze k jejimu dikazu jsme potfebovali pouze elementarni poucky
o trojuhelniku, které jsme zminili ivodem ¢lanku.

Podivejme se nyni na odvozeny vysledek jesté z jednoho hlediska. Za-
timco trojuhelniky s hodnotou p = %n existuji (jak vime, jsou to pravé
ty, jez jsou rovnostranné), dokdzané ostrd nerovnost p < %n vyvolava
otazku, zda ji nelze obecné ,vylep$it“ do tvaru p < kn s nékterou kon-
stantou k < % Zapornéa odpovéd na takovou otédzku vyplyne, kdyZ na-
jdeme trojuhelniky, pro které pfislusné hodnoty p budou mit od (vétsiho)
¢isla %n libovolné malé odchylky.

Vezméme rovnoramenny trojihelnik ABC se zdkladnou AB. Vzhle-
dem k rovnostem b = a, § = «, v = 1 — 2a a ¢ = 2a cos « pro podil p
u takového trojuhelniku plati

_2a-a+2acosa-(n—20)  a+(n—2a)cosa
p= a+ a+ 2acosa o 1+ cosa '

Na hodnotu p muZeme pohliZet jako na funkci proménné o

a+ (T — 2a) cosa

pla) =

1+ cosa ’ “
pritom « jakozto velikost vnitiniho hlu pii zakladné rovnoramenného
trojuhelniku probih4 interval (0,1r). Jak plyne z dokézané véty, pro
kazdé takové a musi platit p(a) < %n. Vsimnéme si vSak, Ze obé , nepii-
pustné“ krajni hodnoty o = 0 a o = 37 lze do vzorce (4) dosadit, a to
se zajimavym vysledkem

O+m-1 T

0 = - = —
PO =77 =35
%TE+0_TE

P37 =450 ~ 2

Protoze pro proménnou o € (0, %TE), kterd se bude zmensovat a bliZit
nule, se budou hodnoty n—2« a cos « blizit po fadé hodnotam n a 1, bude
se hodnota p(a) podle vzorce (4) bliZit hodnoté p(0) rovné $m. Podobné
pro proménnou a € (0, %n), ktera se bude zvétsovat a blizit ¢islu %n,
obé hodnoty n — 2« a cos a se budou blizit hodnoté€ 0, takze se hodnota
p(a) podle vzorce (4) bude blizit hodnoté p (37), tedy rovnéz ¢islu 3.
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Ctenafi znali zakladfi matematické analyzy védi, Ze takova vyjadfeni
muzeme s pouzitim jednostrannych limit zapsat rovnostmi

lim p(a)= lim p(a)= T

a—0+ a—in— 2’

které znamenaji, ze ,limita pro « jdouci k nule zprava“ a ,limita pro «
jdouci k %n zleva“ se rovnaji, a to témuz cislu %n.

Zjistili jsme, ze zkoumand hodnota p(a)) nabyvéa hodnot libovolné bliz-
kych ¢islu %n naptiklad pro rovnoramenné trojuhelniky, které jsou bud
»velmi placaté” (jejich thly pfi zdkladné jsou blizké thlu nulovému),
nebo ,, velmi §pi¢até“ (jejich thly pti zdkladné jsou blizké thlu pravému).
Slovo napriklad v posledni vété znamend, Ze mohou existovat i ruzno-
stranné trojuhelniky s hodnotami p libovolné blizkymi ¢islu %n. Ty vsak
hledat nemusime; uz totiz mame jistotu, Ze nerovnost p < %Tt nelze vyse
naznacenym zpusobem obecné vylepsit.

V posledni ¢asti ¢lanku nabidneme jesté jeden pohled na dokazané
nerovnosti (1). Zkoumand hodnota p pfifazend libovolnému trojihelniku
ABC se da zapsat ve tvaru

a n b P c
e — .« . =Y.
p a+b+c a+b+c a+b+c 7
Zavedeme-li proto tzv. normované vihové koeficienty
a b c
AT axb+e TP T at+bre 9T atb+e (5)

muzeme Tici, ze hodnota p = Aaa + ApfS + A¢y je vdZeny aritmeticky
priamér trojice éisel a, B, v.*) VSimnéme si, Ze obycejny (tj. nevazeny)
aritmeticky primeér trojice velikosti vnit¥nich thlt ma pro vsechny troj-
uhelniky stejnou hodnotu

a+pB+y w

3 3

Jak z tohoto pohledu vysvétlit nasi vétu? Pri pfechodu od obyc¢ejného
k vdZenému priaméru se jeho hodnota pro trojici ¢isel «, 3, v samoziejmé

*) Kazdy skoldk dobfe vi, Ze vyslednd pololetni znamka (nejen z matematiky) je ¢asto
vazenym prameérem vSech znamek dosazenych z pisemek riaznych druht, tstnich
zkouseni apod. Vahové koeficienty pfitom uvazlivé voli vyucujici.
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zméni, protoze se , posili“ role thlu s nejvétsim vahovym koeficientem.
Ze zlomk (5) vidime, Ze nejvétsi vahovy koeficient bude mit ten vnitini
thel, proti némuz lezi nejvétsi strana, tedy nejvétsi ze t¥i thla trojuhel-
niku. Nasim vazenim se tedy prumér hodnot «, 3, v ,,posune“ k vétsi
hodnoté. Tak jsme volné&jsi ivahou odiivodnili nerovnost p 2> %n; presny
dikaz to vSak neni, ten jste si pfedetli v ¢asti ¢lanku s nerovnostmi (2).

Zato diikaz nerovnosti p < %n Ize v novém svétle podat velmi presné
a elegantné. Znamé a diive uvedené trojuhelnikové nerovnosti (3) totiz
okamzité vedou k zavéru, ze kazdy z vahovych koeficientt A4, A, Ac
uréenych vztahy (5) je mensi nez ¢islo % Proto pro zkoumany véazeny
prumér p plati

1 1 1 a+B+y =«
:)\ >\ )\ — — — = = —,
p=Aaa+ ApSB+ c’y<2a+25+2’y 5 5

Ctenéafe, které nase téma zaujalo, vybizime k tomu, aby sami zkoumali,
jak na mnoZiné vSech trojuhelniki ABC (pfi obvyklém oznadeni jeho
prvki) vypada interval hodnot vaZeného priméru p = Aaa+AgB8+ Aoy
s nékterou jinou trojici vdhovych koeficientti. Za koeficient A 4 mizeme
napiiklad volit jeden ze zlomkt

ta Vp + Ve a?

tat+ty+t.  2(ve +vp+v.) a2+ b2+ 2

a podobné (fantazii se meze nekladou), dvojici koeficienttt A, A¢ vzdy
zadame cyklicky analogickymi vzorci. Lze rovnéz hledat mozné hodnoty
vazenych priméra s narusenou symetrii vahovych koeficientii, napiiklad
zvolit >\A = % a >\B = >\C = i
Posledni tkol byste méli rychle zvladnout, nemylime se?
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