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MATEMATIKA

Spiraly a jejich vyznam v praxi

Miroslava Jaresovd, SSPST a VOS Chrudim

Jaroslav Zhouf, PedF UK Praha

Abstract. First, the article describes the occurrences of spiral curves in nature
and in human artefacts. Then, it studies the description of spirals by means
of mathematical formulas.

1. Historie a uziti

Se spirdlami je mozno se setkat prakticky vSude. Jednim z prvnich,
kdo pted 2300 lety popsal tuto kiivku, byl Archimédes. Tzv. Archimé-
dova spirdla se vyskytuje napt. jako trajektorie bodu, ktery se pohybuje
po polopfimce od jejiho pocateéniho bodu v pélu O konstantni rychlosti,
zatimco polopfimka se sama otaci kolem pdlu pfi konstantni thlové rych-
losti (tento pohyb se miize vyskytnout napf¥. pfi pohybu mouchy lezouci
po hodinové ruéiéce od stiedu hodin na jeji druhy konec).

Ve vyse popsané situaci jsme uvazovali pfipad, kdy spirdla je kiivka
lezici v roviné. V praktickém zivoté se vSak také mizeme setkat s kiiv-
kami v prostoru, kdy mtuzeme fici, ze praumét této prostorové kiivky do
roviny kolmé na jeji podélnou osu rovnéz tvoii spirdlu, jak je uvedeno

v nize popsanych piikladech. Archimé-
dova spirala se také vyskytuje v ruz-
nych mechanismech ve strojnictvi jako
tzv. Archimédiv Sroub (technicky se této
kiivce ik zavitnice). Na jejim principu
pracuji napf. vrtdky a Srouby (obr. 1).
Tvaru spiraly se fika heliz a prave takové
spiraly se asi nejcastéji vyskytuji v tech-
nické praxi. Také popinavé rostliny, jako
je napft. svlacec (obr. 2), $plhaji ke Slunci
se zavity tvaru helix tak, jak tuto spiralu
Obr. 1 popsal Archimédes.
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Logaritmickd spirdla je kiivka, u niz vzdalenost bodu od pdlu roste
exponencialné s velikosti ahlu. Prvni, kdo se zabyval problémem loga-
ritmické spirdly, byl René Descartes priblizné kolem roku 1638. Ne-
zéavisle na Descartovi zkoumal logaritmickou spirdlu FEvangelista Tor-
ricelli, ktery zaroven stanovil vzorec pro vypocet délky kiivky. Tato
spirala sehrala svoji roli také v zivoté Jacoba Bernoulliho, ktery ji nej-
spis zkoumal natolik, Ze si nakonec nechal vytesat na svou hrobku napis
EADEM MUTATA RESURGO, co# znamena asi AC ZMENEN, STALE
ZUSTAVA STEJNY. Tento text také dost vystizné charakterizuje kiivku
samotnou — mluvime o tzv. evolucéni vlastnosti spirdly.

Dalsi vystizné nazvy pro tuto k¥ivku jsou Fibonacciho spirdla, ekvalin-
guldrni spirdla, ristovd spirdla, Bernoulliho spirdla nebo spira mirabilis.

Vsimnéme si, kde vSude se s touto spirdlou mizeme setkat. Zajimavé
je napf. uspotradani semen sluneénice [6], z nichz ¢4st je ve spiralach
ve sméru hodinovych rucicek a ¢ast ve spiralach vinoucich se opac¢nym
smérem. Podobné je tomu i u nékterych jinych rostlin, jako jsou napft.
tfapatka (obr. 3) nebo borové 8isky (obr. 4).

Obr. 3 Obr. 4

Tvar logaritmické spirdly ma veétSina nezivych ¢asti Zivych orga-
nismil — ulity mékkysa (obr. 5), rohy, drapy, sloni kly. Také pavoudi sité
jsou tkany v podobé logaritmické spiraly. Zustaneme-li jesté u hmyzu,
pak i moucha, kdyz leti napt. ke zdroji svétla, leti v takovém sméru, aby
sviral stéle stejny thel se smérem paprskli (v praxi to ale pozorujeme
méné, protoze cil je obvykle hodné vzdaleny a my pak pohyb vniméame
spi§ jako piimocary). Tvar logaritmické spirdly ma také napf. feznd
¢4st noze na plech (obr. 6), aby byla vyuzita ta jeji vlastnost, Ze te¢na
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v libovolném bodé britu svird konstantni tthel s vektorem poloméru kii-
vosti v témze bodé.

Obr. 5 Obr. 6

Asi nejnic¢ivéjsimi logaritmickymi spirdlami o prameéru nékolika set ki-
lometrt jsou hurikany. Podobné spiraly vytvareji i proudy nizkého tlaku
vzduchu — severné od rovniku rotuji ve sméru hodinovych rucicek, za-
timco na jizni polokouli se otaceji opacné. Uz viktoridnsti astronomové
popsali vyjimecnou trajektorii Merkuru — obézna draha ma tvar obrovité
spirdly. Vime také, ze existuji spiralni galaxie.

O dalsich spirdlach se v této Gvodni ¢asti zminime jen stru¢né, po-
drobnéji si o nich fekneme v hlavni ¢asti tohoto ¢lanku.

Hyperbolickou spirdlu objevil Piere Varignon v roce 1704. Dale ji pak
studoval Johann Bernoulli v letech 1710-1713 a téz Roger Cotes.

Fermatovu spirdlu navrhl Pierre de Fermat (1601-1665) v roce 1636.

Lituuovu spirdlu navrhl Roger Cotes. Colin Maclaurin pouzil tento
vyraz v knize Harmonia Mensurarumin v roce 1722. Lituus znamend
hacek. S touto spirdlou se muzeme setkat napt. u historickych paméatek
(obr. 7 — Varhanni fontdna v Rimé) nebo také u zakonéeni strunnych
hudebnich néstroju (obr. 8).
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Obr. 8 Obr. 9

Poznamka: Je jisté zajimavé, ze jedna z prvnich spirdl zfejmé vznikla
v dobé i6nského fadu (6. stol. pf. n. L.), kdy vznikaly tzv. i6nské sloupy.
Hlavice i6nského sloupu (obr. 9) je spirdlovité zakoncéena pomoci kruz-
nicovych obloukii, které na sebe navazuji (obdoba tzv. zlaté spirdly).

2. Matematické vyjadieni spiral

Jesté nez se zacneme zabyvat matematickym popisem spiral, ukazeme,
jakym zptsobem jsou zavedeny tzv. poldrni souradnice, které se velmi
casto k matematickému vyjadfeni spiral pouzivaji. Polarni souradnice
jsou urceny pomoci vzdalenosti bodu » > 0 od poc¢atku O a polarnim
thlem ¢ > 0, ktery od¢itame od dané poloosy = vychazejici z pocatku
proti sméru chodu hodinovych ruéi¢ek (obr. 10).

Obr. 10

Mezi kartézskymi a polarnimi soufadnicemi plati vztahy

T = T1COosp, Yy = rsingp, 22 4+ y% =72

Kladnou poloosu z, tvofenou body s polarnimi thly ¢ = 2kr, kde k € Z,
budeme nazjvat poldrni osou, pocatek O pdlem. Useéce OP budeme
fikat pravodi¢ bodu P.

Po zavedeni polarnich soutradnic se jiz budeme zabyvat matematickym
popisem jednotlivych kiivek.

8 Rozhledy matematicko-fyzikalni



MATEMATIKA

2.1 Archimédova spirdla

Jeji rovnice ma v polarnich soutfadnicich r, ¢ tvar

r = ap, (1)

kde a je danad kladné konstanta a tihel ¢ probihd mnozinu vSech nezéa-
pornych cisel.

Podle rovnice spiraly nakreslime jeji pfiblizny tvar. Uhel 2x s vrcho-
lem O rozdélime na nékolik stejnych ¢asti, v nasem pripadé zvolime
12 ¢asti. Z bodu O pak provedeme 12 délicich polopfimek (obr. 11).

Obr. 11
Tyto poloprimky budou svirat s polarni osou po radé thly

2 = 90 = 9 2 ©

90171276’ P2 = 201 = 123
7 rovnice kiivky nalezneme pfislusné délky pravodict

T T

T = ga, re =211 = ga,
K sestrojeni bodu spiraly, které lezi na zvolenych polopfimkach, zbyva
uz jen nanést na tyto polopfimky od pdlu délky ri, ro, r3 atd. Timto
zpusobem dostaneme body spiraly A1, Ay, Az atd., kterymi je na obr. 11
proloZzena plynulé ¢ara — vysledné spirala.
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Abychom sestrojili body, které odpovidaji hodnotam ¢ > 2x, prove-
deme nésledujici ivahu. Necht @13 = ?—’2‘ + 2r, prislusna hodnota privo-
dice pak bude

_ 2n+2 _27t 49
Tz =a 12 T —12a na.

Tato hodnota se lisi od hodnoty r; prislusejici prvnimu bodu, ktery lezi
na vySetfované poloptimce, o 2rna. Naneseme-li na ni od bodu A; uz diive
sestrojeného, usecku délky 2na, dostaneme dal$i bod A;3 nasi spiraly.
Stejné muzeme sestrojit i body na ostatnich poloptimkach; nové hodnoty
thlu ¢ se budou lisit od hodnot ¢ pro body dfive sestrojené pokazdé o 2.

Archimédovu spiralu je také mozno modelovat na pocitaci. K tomu je
vhodné prejit od polarnich soutadnic k parametrickému vyjadfeni v kar-
tézskych souradnicich. V tomto pfipadé mame

T=TCOSQ =apcosy, Y =rsinp = apsinyp,
kde ¢ je parametr, ¢ > 0.

2.2 Logaritmickd spirdla

Rovnice logaritmické spiraly v polarnich soufadnicich 7, ¢ mé tvar
r = ae’®,

kde a > 0, b > 0 jsou konstantni parametry, tthel ¢ probiha interval
(0; +00)*). Pokud zlogaritmujeme obé strany rovnosti, dostaneme
r

In — = byp.
a

7 tohoto vztahu vznikl nazev logaritmickd spirdla.

Konstrukce logaritmické spirdly:

Budeme-li postupné polarnimu thlu pfifazovat hodnoty, které tvofi
aritmetickou posloupnost, bude polarni polomér nabyvat hodnot, které
tvofi geometrickou posloupnost, tj. napf. pfi pevném ¢; > 0 budeme
volit

wo=0, ©1=0p1, p2=201, ©3=3p1, ...,

*) Pokud by thel ¢ probihal interval (—oo;0), pak by spirdla sméfovala i na ,druhou*
stranu a stacela by se k pocatku.
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odkud je

2
ro = ae’® =a, 1 =ae’®, ry=ae’?? =q (eb%) ,

3
ry = e’ =a (eb‘pl) ) e
Abychom napt. dostali osm riznych polopfimek, zvolime

2 3n 8n

Y2 = — Y3 = —( ...,@8:—:2K

wo=0, 1= 1

T
4 )
a vypocteme prislusné hodnoty pruvodice, tj.

b

ro=a, 1 =ae’i, ra =a(e )’ s =a(efT)

Kdyz tedy rozdélime thel ¢ = 2n na osm stejnych Casti a naneseme
na prislusné polopfimky tsecky odpovidajici hodnotam privodice, do-
staneme prvnich devét bodt spirdly (obr. 12).

Konstrukci dalsich bodi 1ze provést geometricky. VSimnéte si, Ze napt.
r3 = ror4, tj. polomér, ktery odpovida thlu g = 5, je geomet{ickym
pramérem poloméri g a r4, které odpovidaji thlim ¢qg a ¢4 = . Usecky
ApAs a As Ay jsou tedy (podle Euklidovy véty o vysce) navzajem kolmé.

Analogicky bychom mohli postupovat i v dal§im piipadé, kdy r? =
= rarg, neboli 74 je geometrickym primérem hodnot 73, r¢, které odpo-
vidaji ahlim ps = 5 a pg = 37“ Na zakladé této tivahy muzeme opét
Fici, Ze bod Ag dostaneme jako priisecik piimky OAs a kolmice vedené
bodem A, na tsecku Ay Ay.

Pomoci stejnych ivah zjistime, Ze piimky A1 Az a A3As jsou vzdjemné
kolmé, primky A3As a As A7 jsou vzajemné kolmé atd.

Pokud timto zpusobem budeme pokracovat dal, mizeme sestrojit li-
bovolny pocet bodu spiraly lezicich na vzajemné kolmych primkach. Pro
presnéjsi zakresleni spirdly je vSak tfeba jesté sestrojit fadu bodu, které
budou lezet mezi dosud sestrojenymi body. Sestrojime-li jich dostate¢né
mnozstvi a spojime je plynulou c¢arou, dostaneme kiivku odpovidajici
logaritmické spirdle, jak je zndzornéna na obr. 12.

Roénik 84 (2009), ¢islo 3 11
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N O\ Ao As

A5 \\\\
A A
Obr. 12

Jind konstrukce logaritmické spirdly:

Rovnici logaritmické spiraly je mozno také zapsat v kartézskych sou-
fadnicich s parametrem ¢

x = 1rcosy = ae’® cos y,

y = rsin p = ae’® sin @,

coz je tvar vhodny pro vykreslovani spiraly pomoci pocitace.
Pro hodnoty b — 0 se bude ,,prvni zavit“ spiraly blizit kruznici (pro
b = 0 vznikne kruznice). Zménu polarniho poloméru lze vyjadfit derivaci

d
S — abe? = br.

de
7Z toho vyplyva, ze rychlost rozsifovani zavisi pouze na hodnoté b, hod-
nota a uréuje vzdalenost pocatku spirdly od jejiho pdlu (ro = a pro

¢o = 0).

12 Rozhledy matematicko-fyzikalni
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2.8 Hyperbolickd spirdla
Hyperbolicka spirdla ma v polarnich soufadnicich rovnici

r= 27 (a =konst. > 0, ¢ € (0;400)).
¥

Bude-li se tihel ¢ blizit k nule, délka privodice neomezené poroste. Pro
¢ =mjery =%, pro ¢ = 2r je privodi¢ poloviéni r = - = 2, pro
¢ =3njer =" atd.

Pfi neomezeném vzristu thlu ¢ se hodnoty poloméru r blizi k nule, ale
nikdy ji nedosdhnou. To znamen4, Ze kiivka se neomezené blizi k pdlu O,
ovine se kolem néj, ale nikdy ho nedosdhne (obr. 13). Takovy bod nazy-

vame asyptotickym bodem kiivky.

&

Konstrukce hyperbolické spirdly:

Obr. 13

Abychom sestrojili danou kiivku, pfepiSeme jeji rovnici na tvar
a = rop.

7 faktu, ze
re = konst.,

vyplyva zpusob konstrukce spiraly, ktery nyni popiseme.

Sestrojime fadu soustfednych kruZnic se stfedem v pdlu a na kazdé
z nich odméfime od jejiho priseciku s polarni osou oblouk délky a. Délka
kazdého oblouku se rovna soucinu pfislusného thlu ¢ s polomérem r
kruznice, tj. rp. Krajni bod kazdého oblouku, ktery tak obdrzime, tedy
bude bod, ktery nélezi dané spirdle s rovnici r¢ = a (obr. 13)*).

*) Toto muzeme ovSem provést pouze myslenkové, prakticky toto lze provést jen pri-
blizné (jednalo by se o rektifikaci kruznice).

Roénik 84 (2009), ¢islo 3 13
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V zavislosti na tom se poloméry uvazovanych kruznic zvétsuji, ob-
louky se neustéale ,narovnavaji“ a blizi se tvaru tsecek, které jsou kolmé
k polarni ose. To ukazuje, zZe body spirdly se pfi priblizovani dhlu ¢
k 0 blizi pfimce, ktera je rovnobézné s polarni osou a prochazi od ni ve
vzdélenosti a (diikaz dale). Vzdalenost bodi spirdly od této ptimky se
stale zmensuje, nikdy vSak nepfejde v nulu. V tomto pripadé fikdme, Ze
se spirdla asymptoticky blizi ke zminéné primce.

Pokud bychom chtéli znazornit hyperbolickou spiralu graficky pomoci
pocitace, je vyhodné prejit k parametrickému vyjadieni v kartézskych
soufadnicich, tj.

a a .
rT=—cosp, Y= —singp.
¥ ¥

Pomoci tohoto vyjadreni se da dokazat, ze pfi ¢ — 0 se spirala pfiblizuje
primce, ktera je rovnobézna s polarni osou. Plati totiz
singp

lim y = lim a a,
»—0 »—0 ©

nebot )
sin

lim Y _
=0 @

1.

Dalsi spiraly, se kterymi je mozno se v praxi také setkat, nyni popiseme
uz ponékud struc¢néji.
2.4 Fermatova spirdla

Fermatova spirala je spirala, ktera je pomoci polarnich souradnic po-

psana rovnici

r? = d?p,

kde a = konst. > 0, ¢ € (0;+00). Po odmocnéni dostaneme rovnici

= a./p.

Spirala popsana touto rovnici je na obr. 14.
Pokud bychom ji chtéli znazornit na pocitaci, je opét vhodné napsat
jejl parametrické vyjadreni v kartézskych soufadnicich

T =a\/pcosp, y=a/psingp, kdep >0.
Pokud bychom pfipustili i » < 0, pak z rovnice 7> = a%p dostaneme

vedle r = a,/¢ jesté druhou hodnotu r = —a, /¢ pro danou hodnotu ¢.

14 Rozhledy matematicko-fyzikalni
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Vznikne tak spirdla, kterd je stfedové soumérna podle pdlu (obr. 15) a
je také nazyvana Fermatova spirala.

Obr. 14

2.5 Lituuova spirdla

Lituuova spirala je spirala o rovnici v polarnich souradnicich r, ¢ tvaru

r= ,  kde a = konst. >0, ¢ > 0.

Ve

Obr. 16

Pokud bychom chtéli tuto spirdlu zndzornit pomoci pocitace (obr. 16),
je opét vhodné ji vyjadrit parametricky v kartézskych souradnicich

a a .
T =—=cosy, Yy=—=sinp, ¢>0.

Ve Ve

Shrnuti:

Pokud napiSeme rovnici spirdly pomoci polarnich soufadnic r, ¢
v obecnéj$im tvaru

r= agob, a = konst. > 0, b = konst. € R,

Roénik 84 (2009), ¢islo 3 15
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potom dostaneme

e pro b =1 Archimédovu spiralu o rovnici r = ay,
e pro b = —1 hyperbolickou spirdlu o rovnici r = %,
e pro b = 1 Fermatovu spirdlu o rovnici r = a,/@,

e pro b= —% Lituuovu spirdlu o rovnici r = -2

a

2.6 Sinovd spirdla
Touto spiralou se poprvé zabyval Maclaurin. Sinovou spiralu lze v po-
larnich souradnicich popsat rovnici

r™ = a"™ sin(me),
kde a, m jsou konstanty, a > 0, m je racionalni ¢islo. Po otoceni soustavy
soufadnic o tihel 5 je moZno psat

r’™ = a" cos(mp).
Shriime si nyni struéné pfipady sinové spiraly, se kterymi se muizeme
setkat (i kdyZz uZ to nejsou spirdly v pravém slova smyslu).
1. Pro m =1 je r = acosy. Zde staci brat ¢ € (0;2n), nebot kiivka se

pro ¢ > 2n ,namotava“ sama na sebe. Dostaneme rovnici kruznice

z? +y2 = ax.

Toto se d& velmi snadno ukazat napi. tak, Ze rovnici r = acosyp
vynasobime r, takze dostaneme 2 = ar cos @, coz pfevedeme na tvar
22 + y? = arcos p = ax. Toto je stiedovy tvar rovnice kruznice

(-5 +=(3)"

2. Pro m = 2 je 2> = a®?cos2p. Z podminky cos2p > 0 dostaneme
¢ € (=% %) U (3n;2n). Obdrzime rovnici Bernoulliho lemniskéty
(obr. 17) v polarnich soufadnicich tak, jak ji popsal Jacob Bernoulli
v roce 1694.

2
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3. Prom=—-1jer= e 7 , kde ¢ € ( 55 2) Vznikne pfimka o rovnici
T = a, coz opét ukazeme velmi snadno. Sta¢i pfepsat vysSe uvedenou
rovnici na tvar r cos ¢ = a a uvédomit si, ze x = rcosp = a.

4. Prom = —2jer? = 2 24)’ kde <p € (—%;2). Dostaneme rovnoosou

hyperbolu o rovnici 22 — y?> = a%. K tomu, abychom to ukazali, je

2 2
- 002290

souctovy vzorec cos2p = cos® ¢ — sin® ¢, ktery po dosazeni prevede

rovnici do tvaru r2(cos? ¢ — sin® ¢) = a?. Odtud jiz obdrzime vise

uvedenou rovnici rovnoosé hyperboly z2 — y? = a?. Zde je ale opét

nutné pripustit r» < 0.

nutno v rovnici r nejprve odstranit zlomek, déale pak pouzit

5. Pro m = f% jer = kde ¢ € (—=;7). Dostaneme parabolu

0052 _.“1 K
o} rovnici y2 = 4a(a m) A% tomto prlpadé je pfechod od rovnice v po—
v predchozich pfipadech. Jedna z moznosti je nerrve pouzit vzorec

2 ¢ __ l4cosp % . . )
C(.)S 5 = — 5 = aprepsat I‘OV.IIICI na tvar r = —1 Teosp? potom odstra
nit zlomek, levou stranu rovnice piepsat na tvar r +rcosp =r +x
a takto vzniklou rovnici pfepsat na tvar » = 2a—x, umocnit na druhou
a za 2 dosadit 72 = x2 4 y2. Dostaneme 2 +y? = z? — 4dax +4a>. Po
upraveé takto vzniklé rovnice jiz dostaneme kyzenou rovnici paraboly
y? = 4a(a — x) v kartézské soustavé souradnic.

6. Pro m = 1 jer = acos®£, ¢ € (0;2rn). Vznikne kardioida

= 2b(1 + cos ), kde a = 4b (obr. 18). V tomto piipadé pfi pre-
chodu z prvniho do druhého tvaru rovnice opét stac¢i pouzit vzorec
cos? £ = 1X95¢ Po dosazeni dostaneme r = a1 t€ = 2p(1+cos ).

Obr. 18

Roénik 84 (2009), ¢islo 3 17



MATEMATIKA

Jak jiz bylo feceno v tivodni ¢asti, se spiralami se v praktickém zivoté
setkavame téméi vsude, coz lze ilustrovat i dalsimi obrazky. Obr. 19
a obr. 20 jsou astronomické snimky ze dne 25. zari 2003, obr. 19 pfed-
stavuje fotografii logaritmické spiraly hurikdnu Isabel, obr. 20 je logarit-
mické spirala galaxie Mb1. I s dalsimi spirdlami je mozno se setkat ve

vesmiru, fada fotografii je uvedena napf. na Internetu na strankach [7].

Obr. 19

Obr. 20
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MATEMATIKA

Pokud bychom ve svém okoli zacali hledat dalsi spiraly, staci se zahle-
dét napt. na lidské vlasy (obr. 21), pavoudi sité, ale i nap¥. rtizné ozdobné
miize. Kuriézni je napft. i pohyb kiidel letici mouchy. Jeji kiidla neko-
naji jednoduché kmity, jak by se obecné dalo predpokladat, ale opisuji
osmicku ve tvaru lemniskdty (obr. 17). Na z&vér jedna zajimavost: zkuste
se podivat na pruzinu (coZ je prostorova spirdla) kolmo na smér podélné
osy — neuvidite sice spiralu, ale jinou velice zajimavou kfivku — cykloidu.
Kdo se vice zabyva deskriptivni geometrii, tak vi, ze cykloida mize také
vzniknout jako axonometricky priamét jiné k¥ivky — Sroubovice, coz je
prostorova spirala.
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