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PRO ZAKY ZAKLADNICH SKOL

Umite scitat prirozena Cisla?

Emil Calda, MFF UK Praha

Abstract. In this article, the formula of the sum of the first n natural numbers
is derived and then it is used in several examples which can be interesting not
only for the pupils of basic school.

Co je to za otdzku, rikate si patrné, vzdyt piirozend éisla uméji sci-
tat uz déti v prvni t¥idé! Ano, dovedou, ale jen kdyZ pocet s¢itanct je
konkrétni prirozené ¢islo, napt. 2, 3, 4, 5 apod. Znate snad né&jakého prv-
naka, ktery umi urc¢it soucet prirozenych c¢isel, jejichz pocet konkrétni
prirozené ¢islo neni? Kolik je zackiu, kteri dovedou urcit soucet vSech
prirozenych cisel, kterd jsou vétsi nez k a mensi nez m, kde k, m jsou
pfirozend ¢isla, k < m? Asi velmi maélo, jsou-li viibec takovi. Protoze
v8ak vy uz mate prvni tfidu urcité za sebou, muizete se pokusit urcit
soucty tohoto typu v nasledujicich ptikladech.

Uloha 1. Urcete soucet prvnich n pfirozenych ¢sel, tj. soucet

Sn=142434+--+(n—-2)+(n—1)+n.

Reseni: Za tim téelem napiseme pod tento fadek soucet s,, jesté jednou,
ale v opacném poradi séitanci:

sn= 1 + 2 + 3 +-4+0-2)+n-1)4+ n
sp= n +nmn-1)+n-2)+---+ 3 + 2 + 1

Secteme-li s¢itance stojici nad sebou, dostaneme

2sp=(n+1)4+n+1)+n+1)+--+(n+1)+(n+1)+ (n+1),

neboli 2s, = n(n + 1), tj. s, = % Odvodili jsme tak, Ze plati
n(n+1)
1+2+3+---+(n—2)+(n—1)+n:T.
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Tento vzorec je zvlastni pripad obecného vzorce pro soucet prvnich
n Clend aritmetické posloupnosti, ktery si odvodite na stfedni skole.
Zde se také mozna dovite, Ze vySe popsanym zpisobem (bez pouziti
odvozeného vzorce) seCetl jako maly Zacek prvnich sto pfirozenych éisel
budouci slavny matematik Karl Friedrich Gauss (1777-1855).

Poznamka: Chcete-li napriklad urcit soucet prvnich 2n prirozenych ¢isel,
coZ budeme zanedlouho potfebovat, nemusite uvedeny postup opakovat!
Stacéi v odvozeném vzorci nahradit ¢islo n ¢islem 2n a pro hledany soucet

prvnich 2n pfirozenych ¢isel dostanete, Ze je roven % =n(2n+1).

Uloha 2. Urcete soucet prvnich n sudych pFirozenych éisel, tj. soucet
244464+ (2n—4)+ (2n —2) + 2n.

Reseni: 7 tohoto souc¢tu vytkneme ¢islo dvé a s pouzitim odvozeného
vzorce pro soucet prvnich n prirozenych ¢isel snadno dostaneme

2n(n+1)

2M+243+ -+ (=2 + (1) +n] = —

=n(n+1).
Tim jsme zjistili, ze plati
24+446+---+(2n—-4)+(2n—-2)+2n=n(n+1).

Uloha 3. Urcete soucet prvnich n lichjch pfirozenych &sel, tj. soucet
14345+---+2n—-5)+2n—-3)+(2n—1).

Reseni: Hledany soucet uréime tak, Ze od souc¢tu prvnich 2n piirozenych
¢isel odecteme soucet prvnich n ¢isel sudych:

143+54+---+2n—-5)+2n—-3)+(2n—-1) =
=[14243+445+--+(2n—4)+(2n—3) + (2n—2) + (2n— 1)+ 2n]—
244+ +2n—4)+ (2n—2)+2n| =
=n2n+1)—nn+1)=n?

Odvodili jsme zajimavy vysledek: Soucet prvnich n lichych pfiroze-
nych &isel je roven é&slu n2.
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Uloha 4. Ukazte, Ze zlomek, v jeho# ¢itateli je soucet prvnich n lichjch
prirozenych cisel a ve jmenovateli soucet n lichych prirozenych cisel,
ktera nasleduji po poslednim cisle Citatele, je pro vSechna n roven jedné
tretiné.

Reseni: Ovéfme si nejprve toto tvrzeni napf. pro n = 4. Utvoiime-li
uvedeny zlomek, dostaneme

1+3+5+7 16 1

9+11+13+15 48 3

UkéZeme, Ze tento vysledek plati pro libovolné piirozené ¢islo n. Citatele
zkoumaného zlomku uz znate, je to ¢islo

14345+--+2n—-3)+(2n—1) =n?

Urcime nyni jeho jmenovatele, kterym je soucet n lichych pfirozenjych
¢isel nasledujicich po ¢islu 2n — 1. Jaky séitanec tohoto souctu bude
posledni, tj. n-ty? ProtoZze prvni s¢itanec je ¢islo 2n + 1, druhy je ¢islo
2n + 3, tieti 2n + 5 atd., bude n-tym s¢itancem ¢&islo 2n + (2n — 1). Ve
jmenovateli uvazovaného zlomku bude tedy soucet

Cn+1)+(2n+3)+(2n+5)+ -+ [2n+ (2n—1)] =
=2n+2n+2n+---+2n)+[1+3+5+---+(2n—1)].

Uvédomte si déle, Ze ¢islo 2n se v sou¢tu pired hranatou zavorkou vy-
skytuje celkem n-krat (nebot séitdme n séitancit) a ze soucet n stejnych
s¢itancti rovnych 2n je m - 2n = 2n2. Snadno tak zjistite, ze hledany
jmenovatel zlomku je

20 +[1+3+5+ -+ (2n—1)] = 2n® + n? = 3n%

. a1 . v v 7 7 2 v v
Zjistili jsme tak, Ze uvazovany zlomek méa tvar 5, takZe pro vsechna
1

pfirozena cisla n je vskutku roven 3.

Uloha 5. Uréete soucet viech p¥irozenych &isel n, pro ktera plati n > k
a zaroven n < m, kde k, m jsou pfirozena cisla, k < m.

Reseni: Hledanou hodnotu s uréime jako rozdil dvou souéti, ktery jsme
pocitali v tloze 1, tedy

s=k+(k+1)+--+m= (142434 +m)—[14+2+43+- -+ (k—1)] =

= Sm — Sk—1,
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kde s, je soucet vSech prirozenych ¢isel mensich nebo rovnych ¢islu m a
Sk—1 je soucet vsech pfirozenych ¢isel mensich nebo rovnych ¢islu k£ — 1.
Pro hledany soucet s tak dostaneme

mm+1)—(k—1k m?2—k>+ (m+k)
S = Sm — Sk_1= 5 = 5 =

(m4+k)(m—k)+ (m+Ek) (m—l—k)(m—k—l—l).

2 2

Ovérme tento vysledek napt. pro k = 5, m = 10. Soucet ¢isel 5, 6, 7,
8,9, 10 ma byt LWHAO=3HD — 45 coz plati: 546+ 7+8+9+10 = 45.

Uloha 6. Z &isel 12, 22, ..., n? jsme sestavili vyraz
1222432 42452 ...

Urcete jeho hodnotu pro a) n liché, b) n sudé.

Reseni: a) Je-li n liché, méa dany vyraz tvar

12-22 432 42452 ... —(n—1)2+n?=
=n?—(n—1)2+.. +52 42132 22112

Tento vyraz upravime tak, Ze ze sousednich ¢lentt vytvofime dvojice, a
protoze n je liché, ziistane po jejich vytvofeni ,,osamoceny* &len 12:

n? —(n—1)2] + -+ (5> —4%) + (32 — 22) + 17
Po dalsich apravach dostaneme

m—m-Dln+nr-D]+---+5-4)5+4)+B-2)3+2)+1=

1
=n+(n—1)—|—---—|—5+4—|—3+2—|—1:@.
Zjistili jsme, ze pro vsechna licha n plati
12—22+32—42+52—~-~—(n—1)2—|—n2:n(n+1)
—

Ovérme tento vysledek napt. pro n = T7: @ =28
122243242452 -624+72=1-4+9—-16+25— 36 +49 = 28.
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b) Je-li n sudé, mé dany vyraz tvar

1222432 4245~ .4 (n—-1)2—n?=
=P+ -2+ -4+ +[(n—1)> - (n—2)*] —n>

Jeho dalsimi tpravami dostaneme

P+ (3-2)B+2)+(B-4)6+4) +-+
+in—1) = (n=2)(n-1)+(n-2)]-n*=
=1+0B+2)+6+4)+-+[(n—-1)+n-2)]-n’=
=[1+243+4+45+ - +(n—2)+(n—-1)]—-n’=
nn 1) _n(nt1)

2 2
Zjistili jsme tak, Ze pro vSechna suda n plati

_n(n+ 1)'

12-22 432 42457 —... 4 (n—-1)2-n?= 5

_8B+) _ 34

Ovérme tento vysledek napt. pro n = 8: 5
= —36.

12-22432-42452 62472 -82=28—64

Na zavér ¢lanku vam pfedklddame problém na rozmyslenou. Podoty-
kame, Ze to neni tloha jednoduché. Pokud bude vase poc¢inani tispésné,
budeme radi, kdyz nam do redakce zaslete néjaky clanek na toto téma.

Uloha 8. Vétsina piirozengch ¢isel je souétem dvou nebo vice po sobé
jdoucich prirozenych ¢isel, napriklad 24 = 74+ 8 + 9 nebo 51 = 25 + 26.
Cislo 16 tuto vlastnost nemé. Ktera dalsi ¢isla ji rovnéz nemaji?
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