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MATEMATIKA

Odmocniny z pfirozenych Cisel

Jaromir Simsa, PrF MU Brno

Abstract. The article deals with the irrationality of square roots of integers.
Linear independence of these values over the field of rationals is discussed from
an elementary point of view. Finally, a set of five problems with answers and
solutions is presented.

Cisla v/2, v/3, v/5 apod. jste poznali jiz na zakladni skole. Potfebujeme
je zejména pri geometrickych vypoctech. Tak napriklad ¢tverec o strané
délky 1 cm mé thlopficku dlouhou v/2 cm. Zapsat presné ¢islo v/2 v de-
sitkové soustavé je prakticky nemozné, protoze jeho zapis

V2 =1,414213 562 373 095 048 801 688 724 . . .

maé za desetinnou ¢arkou nekonec¢né mnoho nenulovych éislic, které se
od zadného mista periodicky neopakuji. Takovym ¢islim fikdme iracio-
nadlnt; jejich ,nevyjadritelnost nam vsSak pri praktickych uzitich mate-
matiky tolik nevadi. Pro situace, ve kterych s nimi po¢itdme (rozméry
fyzickych objektl, jejich vzdalenosti, ¢asové udaje apod.), totiz vysta-
¢ime (pfi zvolenych jednotkach) s pfibliznymi hodnotami na nékolik mélo
platnych ¢islic. Presto je zajimavé a uzitecné o téchto ¢islech rozvijet ma-
tematickou teorii vypocti. V ni iracionalni éisla (nikoliv pouze hodnoty
odmocnin) popisujeme jako ta redlnd ¢isla z, kterd nelze vyjddiit zlom-
kem, presnéji zapsat jako podil

T = -
b

celého cisla a a pfirozeného cCisla b. Zduraznéme, Ze takové negativni

vymezeni ma pouze teoreticky vyznam bez moznosti praktického testo-

véani. Napfiklad na vétsiné obycejnych kalkulacek (vyzkousejte, méate-li

néjakou po ruce) se hodnota /2 rovna hodnoté zlomku

665 857
470832

=1,414213562374 ...

(podtrzeny jsou é&islice shodné s &islicemi éisla v/2). Uvedeny zlomek patii
do (nekone¢né) skupiny zlomki, které hodnotu V2 piiblizuji opravdu
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vyjimecné dobre. Pii takovém hodnoceni zlomkd pfirozené porovnavame
pocet cislic jejich jmenovatele s poc¢tem platnych cislic vysledku; pro
zajimavost uvedme jesté nejlepsi piiblizeni &isla v/2 zlomkem s deseti-
mistnym jmenovatelem:

10812186 007

o = 1,414213 562 4
7645370 045 ) 3562373095 048 795

Matematikové jiz ve stfedoveéku vymysleli postup, jak takové zlomky
efektivné vyhledavat. Nebudeme se ovsem touto otazkou, kterda méla
velky vyznam pri navrhovani ozubenych soukoli pro mechanismy orlojt,
dale v tomto ¢lanku zabyvat.)

I bez hledani podtrzené skupiny ¢islic je hned jasné, pro¢ nemuze
platit (pfesnd) rovnost

10812186 007
7645370045 V2.

7 ni bychom totiz po umocnéni a odstranéni zlomku dostali rovnost dvou
prirozenych cisel

108121860072 = 2 - 7645370 0452,

ktera ziejmé neplati. Na jeji levé strané totiz stoji liché ¢islo, zatimco
¢islo na pravé strané je sudé. Mozna jste si pfi této ivaze vzpomnéli, ze
né&jak podobné jste ve skole kdysi dokazovali, Ze &islo v/2 je skuteéné iraci-
onalni. Zobecnime to néasledujicim zakladnim poznatkem, ktery bychom
si méli zapamatovat.

Tvrzeni 1 Kromé hodnot /1, V4, V9, V16, v/25 atd., coZ jsou celd ¢isla,
pro ostatni prirozend n jsou hodnoty \/n iraciondlni ¢isla. Jinak veceno:
odmocnina z prirozeného Cisla je bud ¢islo piirozené, nebo iraciondlnd.?)

Abychom uvedené tvrzeni dokézali, predpokladejme, Ze pro néjaké

7 w7

prirozené ¢islo n existuji celéd Cisla a a b spliujici rovnost

vi="%. M

1) Zvidavy Ctenaf nalezne pouceni v brozufe z fady kdysi vydéavané Skoly mladyjch
matematiku P. Vit: Retézové zlomky, Mlada fronta, Praha 1982.
2) Pfirozenymi ¢isly minime pouze celd kladnd éisla, tedy nikoliv ¢islo 0.
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ProtoZe hodnota /n je kladnd, maji ¢isla a a b stejné znaménko, takze
muzeme predpokladat, Ze jsou to dvé kladna ¢isla. Nasim cilem je ukazat,
ze zlomek ¢ lze zkratit na celé ¢islo, které se pak rovna \/n, takZe samo n
je rovno jednomu z ¢isel 1, 4, 9, 25, ... . Muzeme jisté od zacatku
predpokladat, ze zlomek v rovnosti (1) je v zékladnim tvaru, a vysvétlit
jen, pro¢ potom b = 1. K tomu rovnost (1) upravime do tvaru rovnosti
dvou prirozenych cisel

n-b* =a® (2)

a provedeme tuto uvahu: kdyby se ¢islo b nerovnalo 1, bylo by délitelné
nékterym prvocislem p, takze ¢islo na levé strané (2) by bylo délitelné
¢islem p?. Pak by i &islo a® z pravé strany (2) bylo délitelné &islem p?,
takze samo ¢&slo a by bylo délitelné &islem p.®) To by ovSem znamenalo,
ze zlomek v rovnosti (1) je mozné jesté zkratit prvocéislem p. My jsme
vsak uz od zacatku vzali zlomek v zakladnim tvaru. Musi tedy platit
b =1 a dikaz je hotov.

Nyni prejdeme k nékterym rovnostem, ve kterych vystupuji iracionalni
hodnoty odmocnin z ptirozenych ¢isel. Pfikladem je rovnost

V124 V27T - V75 =0.

Jisté chépete, pro¢ numericky test na kalkulac¢ce nam v takovych pti-
padech nezarudi jistotu absolutné presné rovnosti. Misto toho muzeme
zadany vyraz snadno upravit ¢asteénym odmocnénim

V124 V27— V75 =2V3+3V3-5V3=0

a rovnost tim mame ovéfenou. Podobné rovnosti mizete sestavovat jako
na bézicim pasu, vznika ovSem zajimava otazka, zda néktera , vzhledové
podobna“ rovnost neméa hloubéji skrytou pricinu, takze ji nelze dokazat
uvedenym jednoduchym postupem. Zabyvejme se timto problémem ve
zbytku prispévku.

Nez popiseme obecny pfipad, vyresme jeden konkrétni tikol: urcime,
pro ktera cela cisla a, b, ¢ je splnéna rovnost

av2+bvV6+c = 0. (3)

3) Toto klicové misto ditkazu vysvétlime podrobnéji: kdyby prvocislo p nevystupovalo
v rozkladu na prvocinitele ¢isla a, nevystupovalo by ani v rozkladu na prvocinitele
&isla a2, ktery dostaneme tak, Ze za sebou dvakrat napiSeme stejny rozklad &isla a.
Pomoci rozkladu na prvocinitele 1ze zdtivodnit rovnéz i kratsi dukaz celého tvrzeni
plynouci z rovnosti (2): protoze b?|a2, plati i b|a, takie zlomek v (1) je roven
celému ¢islu.
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Je tomu tak pouze v trividlnim pfipadé a = b = ¢ = 0?7 Zkoumanou
rovnost upravime nejprve tak, ze osamostatnime jednu z odmocnin na
jedné strané rovnice a pak se ji zbavime umocnénim:

aVvV2=—c—-b/6 = 2a*®=c*+2bcV6 + 6b°.

Nyni uz méiZzeme uplatnit, co zndme: musi byt 2bc = 0, jinak by ¢islo V6
slo zapsat ve tvaru
2a% — % — 62

V6= 2bc ’

takze by bylo raciondlni. Proto plati rovnost 2bc = 0, jez znamena, ze
b = 0 nebo ¢ = 0. V piipadé b = 0 by ptavodni rovnost (3) pfesla do
tvaru av/2 + ¢ = 0, a tak by bylo a = ¢ = 0, nebot /2 je iracionalni.
V piipadé ¢ = 0 bychom méli av/2 + bv/6 = 0, neboli 2a = 6b%, tedy
a? = 3b%. Kdyby neplatilo @ = b = 0, v rozkladu &isla 3b% na prvocinitele
by bylo prvoéislo 3 zastoupeno v lichém poétu, zatimco v &isle a? v sudém
poétu, takze by rovnost a? = 3b? platit nemohla. Zjistili jsme, Ze zadna
,hluboka® rovnost (3) s celymi éisly a, b, ¢ neexistuje, pouze trivialita
a=b=c=0.

Mate-1i chut néco vyzkouSet sami, muZete se pokusit pfedchozi po-
stup zobecnit na hleddni rovnosti s vétsim poctem odmocnin, jako je

naptiklad rovnost
aV2+bV3+cevV6+d=0

s neznamymi celymi ¢isly a, b, ¢, d. Zjistite patrné, Ze upravit predchozi
postup je velmi nesnadné a pro rovnosti s jesté vétsim poctem odmocnin
zadné primocaré zobecnéni neexistuje. Budete vsak dobfe pfipraveni ke
¢teni toho, co bude nasledovat.

Predpokladejme, ze pro néjakd prirozend cisla ni,ns,...,n, a cela
¢isla ay,asq, ..., ak, ax4+1 plati rovnost

ai\/ny + ag\/no + - + ap/Ng + a1 =0 (4)

a 7e za4dna zjednodusujici Gprava vyrazu (¢asteéné odmocnéni nékterého
Cisla nebo secteni ¢lentl se stejnou odmocninou) neexistuje. I v takové
obecné situaci plati nasledujici vysledek.

Tvrzeni 2 Predpoklidejme, Ze ptirozend ¢isla ni,na,...,n; jsou na-
vzdjem ruznd a Zdadné z nich nelze ani cdstecné odmocnit. Pak pro
celd cisla ay,as,...,ak,apr1 plati rovnost (4) jediné v pfipadé, kdy
a1:a2:...:ak:ak+1:0.
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Poznamenejme, ze zadny jednoduchy dikaz uvedeného tvrzeni patrné
neni znam. Jeho platnost vyplyva ze slozité tzv. Kummerovy teorie po-
pisujici Galoisovy grupy rozsifeni &iselnych téles.®) Jeji vyklad bohuzel
v z4dné elementarnéjsi literatuie patrné nenajdete. Misto toho vam ted
nabizime k samostatné praci nékolik zajimavych tloh o odmocninéch,
které lze Tesit bez slozitych teorii. Jejich TeSeni naleznete na str. 64.

1. Najdéte vSechny dvojice prirozenych ¢isel a, b, pro néz plati

bva —3v/a —4b+12 = 0.

2. Jsou-li a,b,\/a + v/b t¥i piirozena ¢isla, pak i &sla \/a a Vb jsou
prirozena. Dokazte.
3. Najdéte vSechny trojice celych ¢isel a, b, ¢, pro néz

a+bVv5
a+C\/g

je racionalni ¢islo.
4. Urcete v8echny dvojice (a,b) pfirozenych ¢isel, pro néz plati

a+5vVb=b+5va.

(MO 55, C-I-1)
5*. Dokazte, ze pro kazdé prirozené ¢islo n

a) ¢islo (7 4+ v/48)™ + (7 — v/48)™ je celé a pro liché n je délitelné 14,

¢islo {/\/g +v2+ V\/_ — /2 je iracionalni.

b

~
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4) Francouz Evariste Galois (1811-1832) a Némec Ernst Kummer (1810-1893) patii
k zakladatelim algebraické teorie Cisel, do které posuzovand otazka patii. Galois
zejména proslul vyfesenim otazky, které algebraické rovnice maji kofeny vyjadri-
telné ze svych koeficient pomoci aritmetickych operaci a operace odmociiovani,
Kummer naptiklad dokazal tzv. velkou Fermatovu vétu o rovnici z"™ + y” = 2"
pro vSechny exponenty n < 100.
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