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MATEMATIKA

Linearni funkce a rekurentné zadané posloupnosti

Pavel Prazdik, FIM UHK, Hradec Krdlové

Abstract. The paper demonstrates a way how to find a formula for the nth
term of a sequence that is given recursively. We concentrate only on a special
case when the sequence is given by a linear recurrence relations of the first
order with constant coefficients. There are given two applications of the derived
formula at the end of the paper. Particularly we formulate and solve a problem
of mortgage of loans and a problem of Towers of Benares which is also known
as a problem of Towers of Hanoi.

Uvod

Jeden z prvnich poznatkt studentt stfednich skol o posloupnostech je,
ze posloupnost lze zadat bud pfedpisem pro n-ty ¢len posloupnosti nebo
rekurentné, viz napt. [3]. Vyznamnymi piiklady rekurentniho zad4ni po-
sloupnosti jsou definice aritmetické a geometrické posloupnosti. V nékte-
rych pripadech je mozné zadat posloupnost obéma zpusoby. Také tato
skutecnost je studenttiim stfednich skol demonstrovana na piikladech
aritmetické posloupnosti a geometrické posloupnosti. Ve sbirce [5, str. 66]
je uvedeno nékolik tloh, které pozaduji, aby se na zakladé znalosti reku-
rentniho zadani posloupnosti, pfipadné znalosti kone¢ného poc¢tu poca-
tecnich ¢lenti posloupnosti, odhadl predpis pro n-ty ¢len dané posloup-
nosti; podobné ulohy i s ukazkou mozného feSeni lze nalézt v ucebnici
[3, str. 15 a 16]. Vice se v soucasnych ucebnicich matematiky o mozném
vztahu vzorce pro n-ty ¢len posloupnosti a jeho rekurentniho zadani ne-
pise. Radi bychom se proto v tomto ¢lanku vénovali urcité t¥idé tuloh,
pro kterou lze z rekurentniho zadani posloupnosti stanovit predpis pro
n-ty ¢len této posloupnosti. Budeme uvazovat pouze rekurentné zadané
posloupnosti v nasledujicim tvaru: Nechf f je redlnd funkce redlné pro-
meénné a (y,)52 ; je posloupnost; je-li dan prvni ¢len y; této posloupnosti
a predpis

Yn+1 = f(yn)a n €N, (1)

budeme fikat, Ze je posloupnost (y,)%2; zadéna rekurentné. Uvedme
vsak, ze takto lze charakterizovat pouze nékteré rekurentné zadané po-
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sloupnosti. Napf. zndmé rekurentni zadani Fibonacciho posloupnosti, viz
napt. [1], uvedené charakteristice nevyhovuje.

Piiklad 1. Je-lib € Ra f: y = x+b, je pfedpisem (1) urcena aritmetickd
posloupnost s diferenci b, tj. je dano y; a plati y,,41 =y +0, n € N.

Piiklad 2. Je-lia € Ra f: y = a-x, je pfedpisem (1) uréena geometricka
posloupnost s kvocientem a, tj. je dano y; a plati y,41 = a - yn, n € N.
Funkce, které jsme pouzili v predchozich dvou ptikladech, jsou spe-
cidlnimi pripady linearni funkce f:y = az + b s koeficienty a € R a
b € R. U linearni funkce se navic pozaduje, aby a # 0, pak tato funkce
neni konstantni. Pomoci linearni funkce lze ziskat rekurentni predpis po-

sloupnosti ve tvaru
Ynt+1 = Q" Yn + b, (2)

kde a € R\ {0} a b € R. Uvazujme déle. Vzorce pro n-ty ¢len aritmetické
i geometrické posloupnosti, tj. pro specidlni pfipady zadani (2), jsou
dobfe zndmy, viz napf. [3]. Okamzité se tedy nabizi také otdzka, jak
vypada predpis pro n-ty ¢len posloupnosti, ktera je zadana rekurentnim
predpisem (2).

Prozatim jsme korektné nezdtvodnili, Ze rekurentni pfedpis opravdu
urcuje posloupnost. Zodpovézme tedy nejdfive otazku, zda posloupnost
zadand rekurentné pomoci vztahu (2) existuje a zda je urena jedno-
znacné. Je-li predpisem urcena pravé jedna posloupnost, jsou jedno-
znacné urceny hodnoty jednotlivych clenti této posloupnosti. Téchto
¢lent je nekone¢né mnoho, takze pouzijeme matematickou indukci. Poc¢a-
te¢ni ¢len y; rekurentné zadané posloupnosti (2) je jednoznacné zadan,
tedy tvrzeni o existenci a jednoznacnosti plati pro n = 1. Pfedpokla-
dejme déle, Ze v posloupnosti je jednoznac¢né urcen ¢len pro n = k,
tj. €len yi. Pouzijeme-li nyni pfedpis (2), je funkcl f:y = ax + b, kde
a € R\ {0} abe R, jednoznacné urcen i ¢len yi41, takZe tvrzeni o exis-
tenci a jednoznacnosti plati i pro n = k 4+ 1. Oba kroky matematické
indukce jsou splnény, tedy (2) uréuje pravé jednu posloupnost a tloha
hledat predpis pro jeji n-ty ¢len je opodstatnéna.

Linearni rekurentni rovnice prvniho fadu
s konstantnimi koeficienty

Dfive neZ se pustime do feSeni formulované tlohy, podivejme se na re-
kurentni zadani posloupnosti jinym zpiisobem. Vztah (2) lze povazovat
za rovnici, v niz jako neznam4 figuruje posloupnost (y, )%, jejiz predpis
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pro n-ty ¢len je tfeba nalézt. Popisme tuto situaci podrobnéji. Abychom
mohli v zavéru uvést nékteré aplikace rekurentnich posloupnosti, je uzi-
teéné rozsifit defini¢ni obor posloupnosti. Ozna¢me Ny = N U {0} a
libovolnou funkci n — v, kde n € Ny, a y,, € R nazyvejme posloupnost
s pocatecnim c¢lenem yg. Je-li p € R, pak vztah

yn+1:a'yn+bv Yo = D, ’I’LENO, (3)

nazyvame linedrni rekurentni rovnice pruvniho rddu s konstantnimi koe-
ficienty a € R\ {0} a b € R. Prvek p nazyvadme pocdtecni hodnota
rekurentni rovnice. Resenim této rovnice je jakakoliv posloupnost s po-
¢atecnim Elenem yg, pro kterou plati (3). Popsanou terminologii budeme
pouzivat.

Reseni problému

Hledejme predpis pro n-ty ¢len posloupnosti, ktera fesi linearni reku-
rentni rovnici (3). ProtoZze yo je v zdpisu (3) déno, 1ze pouzit rekurentni
predpis a urcit ¢len yi, pro ktery plati

y1=a-yo+0.

Zmame-li ¢len y1, lze opét pomoci rekurentniho vztahu urcit ¢len ys, pro
ktery ziskame

vo=a-y1+b=a-(a-yo+b)+b=a’yo+b-(a+1).

Clen y; je tedy znamy, takze lze analogickym zptsobem uréit i ¢len ys,
pro ktery
ys=a-ya+b=a’-yo+0b-(a®+a+1)

Na zékladé uvedenych pozorovani lze pro n-ty ¢len posloupnosti, kde
n € Ny, navrhnout vztah

Yn = a"yo + bt +a" 2. 1), (4)

Takovy vztah neni prilis prehledny, ale zapis lze zkratit. VSimnéme si,
7e soucet v zavorce lze zapsat pomoci vztahu pro soucet prvnich n ¢lent
geometrické posloupnosti s prvnim ¢lenem 1 a kvocientem a, viz napft.
[3, str. 52]. Ziskdme tak

1—a” T
, jellia#1,
l+a+a?+--+a" 1= 1-a ‘] ] 7
n, je-lia = 1.
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Pomoci tohoto vztahu lze (4) pfepsat ve tvaru

ayo+b- 1__‘1;, je-lia # 1,
o = { 1 (5)

Yo + bn, je-lia = 1.

Vsimnéme si, ze pro a = 1 ziskdme vztah pro n-ty ¢len aritmetické
posloupnosti s poc¢ateénim c¢lenem yg. Polozime-li déle b = 0, ziskdme
vztah pro n-ty ¢len geometrické posloupnosti s pocateénim clenem .
Vztah (4) jsme viceméné uhodli a bude tfeba ukéazat, Ze upravena verze
tohoto vztahu, tj. (5), je skute¢né feseni linedrni rekurentni rovnice (3).
Diive nez to udéldme, uvedme alespon dva piiklady.

Priklad 3. Pro rekurentni posloupnost y,+1 = 3y, + 2, yo = 1, kde
n € Ny, je
1-3"

= —1+2-3"
1-3 *

Priklad 4. Pro rekurentni posloupnost 3,411 = yn + log2, yo = 0, kde
n € Ny, je
Yn =0+ n-log2 =log2".

Dukaz

Chceme ukézat, ze posloupnost (y, )22, zadana predpisem (5) je jedi-
nym FeSenim linedrni rekurentni rovnice (3). To, Ze existuje pravé jedna
posloupnost, kterd spliiuje rekurentni vztah, jsme ukazali jiz v tvodu.
Soustfedime se tedy pouze na to, Ze predpisem (5) je skuteéné urceno
hledané feseni rovnice (3). Dikaz provedeme pro piipad a # 1, pfipad
a =1 je snazsi a provadi se analogicky.

Jak ukazat, ze (5) spliiuje rovnici (3)? Staci, kdyz ukdzeme, Ze pro
kazdé n € Ny je ¢len y,4+1 rovny hodnoté ay, + b. Pocitejme tedy.
Pouzijeme-li (5), pak pro kazdé n € Ny plati

o

a 1—a"
a'yn+b=a(anyo+b- 1_a>+b=a”+1y0+b(a- . —|—1> =

a—a"tt+1—a
1—a

CLn+1

1—
=a""yo+b- T1_gq Yt

=a" My +b- 1

takze posloupnost spliiuje pozadovany rekurentni vztah a jsme hotovi.

Roénik 84 (2009), ¢islo 1 9



MATEMATIKA

Aplikace

Rekurentni zadani posloupnosti 1ze vyhodné vyuzit pro reseni nékte-
rych problému. Nejdfive ukdZeme jednu aplikaci z finanéni matematiky,
srv. téz [6].

Priklad 5. Banky nebo rizné finan¢ni spole¢nosti poskytuji pujcky, aby
svym klientim umoznily nakup finan¢né nakladného zbozi. Predpokla-
dejme, ze hodnota ptjcky je D a sjednana doba, za kterou je tfeba ptijcku
splatit, je T € N jednotkovych obdobi. Oznac¢ime-li D; hodnotu pijcky
v case t € {0,1,2,...,T}, je Do = D a Dy = 0. Necht trokovd mira,
za kterou banka pujcku poskytne, je r € (0,1), tj. napf. r = 0,08 zna-
mené 8% turok, a prepoklddejme, Ze banka si pripisuje tGroky z dluzné
castky D; vzdy na konci kazdého tirokovaciho obdobi. Dale uvazujme,
ze klient splaci sviij dluh tempem s. Toto tempo je tfeba urcit. Jako
jednotku tempa splatek lze uvazovat napt. K¢ za mésic.

Na konci ¢asového intervalu (t,t + 1) se dluznd ¢astka D; zmensi
o splatku s a zvétsi se o pripsané troky r - D; z dluzné céastky D;. To
muze byt vyjadieno vztahem Dy 1 = Dy — s+ 1 - Dy, viz téZ obr. 1.

t
t t+1
Obr. 1. Splaceni pujcky

Upravime-li ziskany vztah, obdrzime linearni rekurentni rovnici
Dt+1 = (1 + T)Dt — S, D() = D7 DT =0. (6)

Jak uvidime, koncovou podminku D7 = 0 bude tfeba pouzit pro stano-
veni hledaného tempa splatek s. Protoze (14 r) # 1, je podle (5)

.1—(1—|—7“)t 1—(1—|—7‘)t.

Di=(1+7)"D-s S

=(1+7)"-D+s-
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Pouzijeme-li koncovou podminku Dy = 0, tj. dosadime-li do predchoziho
vztahu ¢t = T, ziskdme rovnici

1—(1+4r)7

A4+nT-D+s- =0

s nezndmou hodnotou tempa splatek s. Jejim feSenim ziskdme odpovéd

na poloZzenou otazku ve tvaru

1+r)TD
(1+rT -1

V dalsi ukazce se seznamime s problémem, ktery v roce 1883 formu-
loval francouzsky matematik Edouard Lucas. Pouzil k tomu vymyslenou
baji, viz [2].

Priklad 6. Pod kupoli nejvétsi svatyné ve mésté Benares, kterd pred-
stavuje stted svéta, je umisténa bronzova deska se tfemi diamantovymi
jehlicemi. Pfi stvofeni svéta navlékl Biih na jednu z jehlic 64 diski z ¢is-
tého zlata. Nejvétsi je dolni disk a nejmensi je horni. Pramér diski
se rovnomeérné zmensuje od dolniho k hornimu. To je Brahmova véz.
Dnem i noci knézi premistuji disky z jedné diamantové jehlice na druhou
podle zakoni, které Bith stanovil: (1) je moZno prendset vidy jeden disk,
(2) preneseny krouZek lze na jehlici umistit pouze tak, Ze mensi nesmi
lezet pod vétsim. Az knézi premisti vSech 64 diskd z jehlice, na kterou
je umistil Bih, na nékterou jinou jehlici a vytvofi novou véz, nastane
konec svéta. Kolik premisténi je tieba k vytvoreni véze na jiné jehlici?

Misto 64 diskti pfedpokladejme zpocatku, ze véz ma pouze 3 disky.
Nejdiive nejmensi disk pfemistime na nejvzdalenéjsi jehlici a disk pro-
stfedni velikosti pfemistime na prostfedni jehlici. Pak umistime nejmensi
disk na prostfedni jehlici. Nejvétsi disk pfeneseme na nejvzdalenéjsi jeh-
lici. Nyni lze pfemistit nejmensi disk na pocatecni jehlici a nésledné
prostredni disk na nejvzdalenéjsi jehlici. Pfeneseme-li nakonec nejmensi
disk na nejvzdélenéjsi jehlici, je kol splnén. VSimnéme si, Ze feSeni spo-
¢ivalo v tom, Ze se v urcité fazi 2 mensi disky ocitly na prostiedni jehlici
a vytvorily tak mensi véz. Toto pozorovani ndm umozni sestavit reku-
rentni vztah pro pocet premisténi dvou vézi diski, které se poctem lisi
o jeden disk.

Oznacme T, 1 pocet premisténi n+1 diskt z prvni jehlice na posledni.
Jak bylo uvedeno v predchozi iivaze, pro preneseni téchto n + 1 diskt je
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tfeba provést toto: nejdiive prenést n mensich diskd na prostiedni jeh-
lici — to je T, premisténi, pak prenést nejvétsi disk na posledni jehlici —
to je 1 premisténi a nakonec prenést vSechny mensi disky z prostfeni
jehlice na jehlici posledni — to je opét T, pfemisténi. Mezi pocty premis-
téni tedy plati vztah T, 11 = T;, + 1+ T,,. Pokud na jehlicich neni zadny
disk, neni tfeba provadét zadné premisténi, tj. Ty = 0. Celkem jsme tak
ziskali linearni rekurentni rovnici

Thir =2T, +1, Tp=0.

Pfipomenime, Ze v posloupnosti nas zajima ¢len Tg4. Pro feseni odvozené
rekurentni rovnice pouzijeme vztah (5), podle néhoz pro kazdé n € Ny
plati
1-2"
T,=2"-0+1- =2"—1.
" T

To znamena, ze
Tes = 264 — 1 = 18446 744073 709 551 615.

Pokud by premisténi jednoho disku trvalo pouze jednu sekundu, pak by
premisténi vsech 64 diskt podle stanovenych pravidel z jedné jehlice na
druhou trvalo vice nez 500 miliard let. Vzhledem k tomu, ze stari nasi
Zemé je asi 4,6 miliard let, nemusime se této baje zatim bat.

Poznamenejme na zavér, ze lze fesit i lineadrni rekurentni rovnice prv-
niho Fadu, které misto konstantnich koeficienti « € R\ {0} a b € R
obsahuji proménné koeficienty a, a b,. Nékteré z téchto tloh, véetné
jejich aplikaci, lze nalézt v [4].
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