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PRO ZAKY ZAKLADNICH SKOL

Pét prikladl o délitelnosti celych Cisel

Emil Calda, MFF UK Praha

V nasledujicich pfikladech si mizete nejen prohloubit znalosti o celych
c¢islech, ale také se seznamit se zpusoby, které se pouzivaji pii dokazovani
vét tykajicich se jejich délitelnosti.

Piiklad 1. Dokazte, %e pro vSechna celd &isla m je m® — 5m3 + 4m
délitelné ¢islem 120.

Reseni: K diikazu vét o délitelnosti celjch ¢isel je v nékterjch piipa-
dech uzite¢né rozlozit dany vyraz na soucin. Pokusime se o to i v tomto
piikladu a dany trojélen m® — 5m? 4 4m vyjadiime ve tvaru souéinu;
jednotlivé kroky nasledujiciho postupu jisté umite zdtvodnit sami:
m(m* — 5m? +4) =

m[(m* —1) = 5(m? —1)] =

m[(m? —1)(m* 4+ 1) — 5(m? - 1)] =
=m(m? —1)(m? —4) =

=(m—-2)(m—1)m(m+1)(m+2)

m® — 5m> + 4m

Vyuzijeme nyni toho, Ze pro kazdy soucin péti po sobé jdoucich celych
¢isel plati: Pravé jedno z téchto péti ¢isel je délitelné péti, aspon jedno je
délitelné tfemi a aspon dvé jsou suda. Protoze vSak mezi témito sudymi
¢isly jsou dvé suda cisla lisici se o dvé, je jedno z nich délitelné Ctyimi
(soucin sudych &isel je tedy délitelny 8). Odtud plyne, Ze tento soucin, a
tedy i dany trojclen, je délitelny cisly 5, 3 a 8, takze je délitelny i jejich
soucinem, tj. ¢islem 5 -3 -8 = 120.

Piiklad 2. Dokazte, ze pro zadné celé &islo m neni m? +3m+5 délitelné
¢islem 121.

Reseni: V tomto p¥ipadé se vam dany trojclen rozloZit na soucin nepo-
da¥i, nebot — jak néktefi vite — diskriminant p¥islusné kvadratické rovnice
je zaporny. Vétu dokazeme tak, ze uvazovany trojcélen zapiseme ve tvaru

(m+T7)(m —4)+ 33.
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Ptate se, pro¢ zrovna takto? Protoze v tomto vyjadfeni je ¢islo 33 déli-
telné jedenacti a plati

(m+7)—(m—4) =11

7Z této rovnosti totiz plyne, ze ¢isla m+7 a m —4 jsou délitelna jedenacti
bud obé dvé, anebo zadné. (Kdyby bylo délitelné jedenécti pouze jedno
z nich, nemohl by byt délitelny jedenacti jejich rozdil.)

Predpokladejme nyni, ze vyraz

(m+7)(m—4)+33

je délitelny cislem 121. Znamené to, Ze je délitelny také cislem 11, a
protoze 33 = 3 - 11, je délitelny jedenécti i souéin (m + 7)(m — 4), takze
jedenéacti je délitelny aspon jeden z téchto Ciniteld. Protoze vSak podle
predchoziho vime, Ze délitelni jedendcti jsou bud oba, nebo zadny, pak
z toho, ze délitelny jedenacti je aspon jeden z nich, plyne, ze délitelni
jedenacti jsou oba.

Odtud potom dostévame, ze soucin (m+ 7)(m — 4) je délitelny ¢islem
112 = 121, a protoze 33 neni &islem 121 délitelné, neni timto ¢islem
délitelny ani vyraz

(m+T7)(m —4) +33 =m? + 3m + 5.

Priklad 3. Dokazte, Ze soucin kazdych ¢tyf po sobé jdoucich celych éisel
zvétseny o jedna je druha mocnina celého éisla.

Reseni: Oznacéime tato celd &sla m — 1, m, m + 1, m + 2 a dokaZeme,
7e vyraz
(m—1)m(m+1)(m+2)+1

je druha mocnina celého ¢isla. Roznasobenim vsech ¢tyr ¢initeld daného
vyrazu a dalsimi Gpravami, které byste méli provést sami, bude platnost
dané véty dokazana:

(m—Dmm+1)(m+2)+1=m*+2m>—m? —2m +1=

=m*+m)? —2m?>+m)+1=(m?>+m—1)?2

Priklad 4. Dokazte, Ze soudet druhych mocnin zadnych péti po sobé
jdoucich celych ¢isel neni druha mocnina pfirozeného ¢isla.
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Reseni: Oznacdime tato celd ¢islam —2, m—1, m, m+1, m+2 a uréime
soucet jejich druhych mocnin. Presvédcte se sami, ze plati:

(m—2)2+ (m—1)> +m® + (m+1)> + (m + 2)* = 5(m* + 2)

Piedpokladejme nyni, Ze vyraz 5(m? + 2) je druh4 mocnina piiroze-
ného cisla, tj.
5(m?>+2)=k% keN

Aby tato rovnost platila, musi byt m?+2 nasobek péti, nebot jen v tomto
pifpadsé je 5(m?+2) ndsobkem &isla 25, a miize tak byt druhou mocninou
pfirozeného ¢isla. Je-li vSak ¢islo m? 4 2 nésobek péti, je jeho posledni
¢islice nula nebo pétka, coz znamena, ze posledni éislice ¢isla m? je trojka
nebo osmicka. To vSak neni mozné, nebot druhd mocnina kazdého celého
¢isla konéf jednou z ¢&islic 0, 1, 4, 9, 6 a 5. Cislo 5(m?2 +2) proto pro zadné
celé ¢islo m druhou mocninou prirozeného ¢isla neni.

Priklad 5. Dokazte, Zze druhé mocniny vSech prvodcisel vétsich nez tii
davaji pti déleni dvanéacti zbytek jedna.

Reseni: Uvédomite-li si, Ze pti déleni zadného celého &isla Sesti nedosta-
nete jiny zbytek nez jedno z cisel 0, 1, 2, 3, 4, 5, snadno usoudite, ze
kazdé celé ¢islo se d& vyjadrit pouze v jednom z téchto tvarid

6m, 6m+1, 6m+2, 6m+ 3, 6m +4, 6m + 5, kde m je celé ¢islo.

A protoze zadné z cisel 6m, 6m + 2, 6m + 3 a 6m + 4 prvocislem neni
(vysvétlete sami), maji vSechna prvocisla vétsi nez t¥i tvar 6m + 1 nebo
6m + 5. Vypocteme-li nyni druhé mocniny téchto ¢isel, dostaneme:

(6m +1)% =36m? +12m + 1 = 12(3m* + m) + 1
(6m + 5)? = 36m? + 60m + 25 = 12(3m? + 5m) + 1

Tim je dand véta dokazana: Druhd mocnina kazdého prvocisla, které
je vetsi nez tii, d4 pri déleni dvanacti zbytek rovny jedné.
Poznamka: V predchéazejicim piikladu bylo zdivodnéno, ze kazdé prvo-
Cislo vetsi nez tii lze vyjadrit ve tvaru 6m + 1 nebo 6m + 5. Nemyslete si
vSak, ze kazdé Cislo, které je mozno v tomto tvaru zapsat, je prvocislo!
Napiiklad ¢isla 49 ani 65 prvocisly nejsou, ale v tomto tvaru se napsat
daji: 49=6-8+1,65=6-10+5.
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