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MATEMATIKA

9. Zavér

Snazili jsme se ukéazat, ze sklddani osovych soumeérnosti ve dvou riz-
nych geometriich se v podstaté kryje v pfipadé riznobéznosti os a cesty
se rozchazeji, pokud se narazi na problém rovnobéznosti. Stale vSak plati,
ze ,shodné zobrazeni zistava shodnym zobrazenim®.

Pro uplnost jesté pridejme jednu otdzku. Kromé klasické eukleidovské
a Lobacevského geometrie existuje jesté tzv. Riemannova geometrie, ve
které neexistuji nertiznobézky, tzn. rtizné kolmice na danou pifimku se
vzdy protinaji. Jak je to se shodnymi zobrazenimi v tomto piipadé?

Vyvoj pojmi v algebre a matematicka olympiada

Antonin Jancéarik, PedF' UK Praha

1. Uvod

Matematika, jako jedna z nejstarsich védnich disciplin, prochézela
v pribéhu minulych stoleti a tisicileti slozitym vyvojem. Béhem sta-
leti nedochézelo jen k rozsifovani poznani a ziskavani novych védomosti,
ale také k vyvoji jednotlivych pojmt, jejich utvafeni a zobectiovani. Ma-
tematika byla Casto izce spjata s filozofii a teologii. Naptiklad chapani
a porozuméni pojmu nekone¢no neni pouze otazkou matematickou, ale
i filozofickou a teologickou. Také dokonaly svét geometrie vyZaduje pro
své pochopeni silnou miru abstrakce a dokonalost jeho objekti je velmi
zajimavéa i z pohledu filozofického.

Dnesni student ¢i zak matematiky se seznamuje pouze s vysledky,
derivaty tohoto vyvoje. Casovy rozsah, ktery lze vjuce matematiky vé-
novat, nam nedovoluje opakovat vSechny kroky a myslenkové postupy,
které k vytvareni jednotlivych pojmi vedly. Navic filozofické a teologické
konstrukce, které byly s jednotlivymi pojmy spjaté, jsou modernimu ¢lo-
véku Casto velmi vzdalené. Proto se nemtzeme divit, Ze zaci a studenti
maji problémy porozumét tomu, co je pfimka, bod ¢i nekonecno.

Piispévek byl vypracovan s podporou grantu GACR, 406/05/P561.
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MATEMATIKA

Tomuto tématu jiz bylo vénovano mnoho ¢lankd, knih a sborniku.
V nasem ¢lanku na jednom prikladu ukdzeme, jak neznalost historického
pozadi a prvotniho vyznamu pojmu ovliviiuje schopnost studenta fesit
»jednoduché* ulohy, a to i v tak , nefilozofické* discipling, jako je algebra.

2. Vyvoj algebry

Dnes nam nepfijde nic zvlastniho na tom, ze v matematice pracujeme
s vyrazy jako 3x3+22+1. Z historického pohledu vSak k tomu bylo t¥eba
provést nékolik intelektualnich skokt, z nichz kazdy byl ve své dobé pre-
vratny. Velmi dtlezité bylo (1) zavedeni proménné x, dale (2) zavedeni
mocnin a nakonec (3) umoznéni prace s riznymi mocninami dohromady.
Pravé u tohoto tfetiho bodu je dobré se zastavit, protoze z naseho dnes-
niho pohledu se ndm bude mozna zdat nepochopitelny.

Vsichni dobfe vime, Zze pfi poc¢itani nemiuzeme michat jablka s hrus-
kami. Pracovat mizeme pouze s objekty, které k sobé patii — jsou v né-
jakém smyslu stejné. Po staleti se algebra vyvijela jako nastroj pro popis
geometrickych objektt, teprve nasledné prekrocila svij stin a stala se
nastrojem, kterym dokéZeme fesit i tlohy v geometrii neresitelné. Na
samém pocatku ale algebra slouzila pro popis geometrickych atvari. Je
zcela pfirozené, Ze  reprezentovalo Gsecku, 22 plochu ¢tverce a 2 objem
krychle. Z tohoto pohledu davat dohromady tsecku a krychli bylo na-
prosto nesmyslné. Pokud chtéli matematici pracovat s « a 22, museli nej-
prve néjakym zpiisobem udélat z x reprezentaci prostorového objektu.
Uvahy, které tento postup provazely, zde nebudeme opakovat. Pouze
predvedeme vyhody tohoto , historického“ pfistupu na jedné tloze ma-
tematické olympiady.

3. Uloha z MO

V krajském kole 55. roéniku matematické olympiady kategorie B na
jafe roku 2006 se objevila nésledujici tloha:
Dokazte, Ze pro libovolnd redlnd ¢isla a, b, ¢ z intervalu (0, 1) plati:

1<a+b+c+2(ab+bc+ac)+3(1—a)(l—-0b)(1—c)<9
Tato tloha se stala kamenem tirazu pro naprostou vétSinu soutézicich.
S prvni nerovnosti se vyrovnalo cca 15 % TeSitelt, ob&é nerovnosti byly

nad sily 98 % nasich nejtalentovangjsich zdkti matematiky.
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MATEMATIKA

Ukazeme, jak jednoducha geometrické interpretace zadani umoznuje
okamzité feSeni prvni nerovnosti a pomérné rychlé a elegantni feseni i
druhé nerovnosti.

4. Dukaz prvni nerovnosti

Na prvni pohled je zfejmé, ze vSechny hodnoty v zadaném vyrazu jsou
kladné. Cilem naprosté vétsiny vsSech fesiteld bylo navzijem ,kompen-
zovat® prirtistky vzniklé a + b+ ¢ a 3(1 — a)(1 — b)(1 — ¢). Zde oviem
vétsinou nastal problém. Pokusme se mu vyhnout jednoduchou tvahou
zaloZenou pravé na myslence ,,nemichani jablek s hruskami“.

Vyraz (1 —a)(1 — b)(1 — ¢) zcela jasné reprezentuje objem kvadru
o rozmérech (1 —a), (1 —b) a (1 — ¢). Abychom jej mohli srovnévat s a,
bac, musiia,ba creprezentovat objem néjakého télesa. Nejjednodussi
zpusob je predstavit si, Ze a reprezentuje kvadr o rozmeérech a x 1 x 1,
b kvadr o rozmérech b x 1 x 1 a ¢ kvadr o rozmérech ¢ x 1 x 1 (obr. 1).

Obr. 1

Nyni jiz k dokazani prvni nerovnosti staci jednoduché tivaha. Pokud ke
kvadru o rozmérech (1—a) x (1—b) x (1 —c) pfilozime z pfislusnych stran
kvadry o rozmérech a x 1 x 1, bx1x 1, ¢x 1x 1, dostaneme jednotkovou
krychli a navic mozné dojde mezi kvadry o rozmérech a x 1 x 1, bx1x1,
¢ x 1 x 1 k ngjakym piekryvim. Objem téchto ¢tyf kvadri dohromady
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MATEMATIKA

je vSak vzdy minimélné 1 (nebotf pokryvaji jednotkovou krychli), a tim
je prvni nerovnost dokazana.

5. Diukaz druhé nerovnosti

Pro dtikaz druhé nerovnosti mtizeme také pouzit obdobné geometrické
uvahy. Diikaz nerovnosti bude proveden dvéma zptisoby.

5.1. Pristup intuitivné geometricky

Nejprve, obdobné jako v predchozi c¢asti diikazu, slozme dohromady
dvakrat kvadr o rozmérech (1—a) x (1—0) x (1—c¢) a kvadry o rozmérech
axbx1l,ax1xc 1xbxc Timto slozenim dostaneme dvé (mozna ne
kompletni) jednotkové krychle a navic étyfi kvadry o rozmérech a x b x ¢,
které lezi v pruniku kvadri o objemech a x b x 1, a x 1 x ¢, 1 X b X c.

Poté slozime dohromady jeden kvadr o rozmérech a X b X ¢ a vSechny
¢tyti kvadry pouzité v prvni nerovnosti. Timto sloZenim ziskame jednot-
kovou krychli a navic kvadry o rozmérech a x bx 1,ax1x¢, 1 xb X ¢,
lezici v praniku jednotlivych sestavovanych casti.

Tim jsme pouzili vSechny Casti v nerovnosti pouzité a obdrzeli tfi
(mozna necelé) jednotkové krychle, ti¥i kvadry o rozmérech a X b x ¢
(z nichz kazdy lze vlozit do jednotkové krychle) a t¥i kvadry o rozmérech
axbx1l,ax1xe 1xbxc (znichz kazdy lze opét vlozit do jednotkové
krychle). Shleddvéame, Ze vSechny kvadry lze, pfi vhodném preskladani,
vméstnat do deviti jednotkovych krychli, a proto je jejich objem mensi
neZ devét nebo roven deviti. A tim je dokézana i druhd nerovnost.

Tento pristup vyzaduje jistou miru prostorové predstavivosti. Uvadim
proto jesté jedno feSeni, které sice vychazi z geometrické predstavy, ale je
orientovano vice pocetné. Zaroven ukazuje, jak 1ze pomoci geometrickych
predstav upravovat algebraické vyrazy.

5.2. Pristup algebraicko-geometricky

Jednotkovou krychli lze, pomoci tii rovin, rozdélit na osm ¢asti s ob-
jemy abe, ab(l —¢), a(l —b)e, (1 —a)be, a(1 —b)(1 —c¢), (1 —a)b(1 —c),
(1 —=a)(l—="0b)e, (1 —a)(l—">b)(1—c). Z této uvahy pfimo dostavime
rovnost

abc+ab(l—¢)+a(l —b)e+ (1 —a)bc+a(l —b)(1—c)+
+(1—-a)bp(l—c)+(1—a)1—-bec+(1—a)(1l-01Q—-c)=1

pro v8echna redlnd &isla a, b, ¢ z intervalu (0, 1).
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Zaroven kazdy z kvadru pouzitych ve vysSetfovaném vyrazu lze po-
kryt jednim nebo vice kvadry z predchoziho rozdéleni krychle, staci
tedy spoditat, kolikrat ktery kvadr z rozdéleni musime pouzit (napii-
klad a = abc + a(l — b)e + ab(1l — ¢) + a(1 — b)(1 — ¢)) a dostavame

a+b+c+2(ab+bc+ac)+3(1—a)(l-0b)(1—c)=

= 9abc + 4ab(1 — ¢) + 4a(l — b)c+4(1 —a)bc+a(l —b)(1 —¢) +
(1 =a)bp(l=c)+ (1 —a)1-b)c+3(1-a)(1-b)(1-¢)<

< 9[abc+ ab(l —¢) +a(l —b)c+ (1 —a)bc+a(l —b)(1 —c)+
+(1-a)b(l—c)+(1—a)(1—=b)c+(1—a)(1-0)(1—-0¢)]=09,

¢imz je dokézana i druhé nerovnost.

Uvedeny piepis by §lo pouzit i pro dikaz prvni nerovnosti, nebot se
ve vyrazu vyskytuje kazda z Casti potiebnych pro sestaveni jednotkové
krychle alespori jednou.

6. Odhad extrému

Na zéavér jesté ukazeme, jak lze uvedené tvahy pouzit i pro zjisténi,
zda obé krajni feSeni jsou pro nékteré hodny a, b, ¢ mozné.

Zacneme hornim odhadem. Z geometrickych tivah vyplyva, ze kvadr
o objemu abc se vyskytuje ve vsech ,Castecné“ slozenych krychlich.
Volime-li za a, b, ¢ hodnotu 1, ma vyraz hodnotu devét, a tudiz nas
odhad je nejlepsi mozny.

Nyni pfistupme ke spodnimu odhadu. Pfi pouziti ¢tyt kvadrd, z pa-
vodnich dvanacti, na sestaveni jednotkové krychle musi byt objem vsech
zbylych osmi kvadri nulovy, musi tedy platit

ab+bc+ac=0 aziroven (1—a)(l-0)(1—c)=0.
Druhy vyraz je zjevné nulovy, kdyz alespon jedno z ¢isel je rovno jedné
a prvni vyraz je roven nule, kdyz alesponi dvé z ¢isel a, b, ¢ jsou rovna
nule. V takovém piipadé nedochézi v sestavené jednotkové krychli k pte-
kryvim a skutecné plati

a+b+c+2(ab+bc+ac) +3(1—a)(l—-0b)(1—c) =1.

Proto i spodni odhad vyjrazu je nejlepsi mozny.
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7. Zavér

Uvedenou ulohu lze fesit i jinymi zptsoby, a to jak za pomoci al-
gebraickych tprav, tak za pomoci teorie linedrnich funkci, ¢i parciél-
nich derivaci funkci vice proménnych. Se vzorovymi feSenimi se cte-
nar muze seznamit na webovych strankich matematické olympiddy
http://www.math.muni.cz/mo/.

Resitelé se o viechny tyto postupy v ramci soutézniho krajského kola
pokouseli. Mezi vice nez tfemi sty studenty se vSak nenasel nikdo, kdo
by byl schopen hodnotu a interpretovat jako objem kvadru o rozmeérech
a x 1 x 1 atim dlohu vyfesit.

Uvedena skute¢nost ukazuje, ze nedostatek kompetenci pouzivat veé-
domosti interdisciplinarné je problémem nejen mezipfedmétovym, ale je
problémem i mezi jednotlivymi matematickymi obory. Jsem presvédcen,
7e prevazna vétsina ucastnikl krajského kola matematické olympiady je
schopna uvedené geometrické feseni nejen pochopit, ale v pripadé, kdy
budou védeét, ze a mlze reprezentovat i objem kvadru o vhodnych stra-
nach, i nalézt. Jako hlavni pfi¢inu jejich netspéchu proto vidim fakt, ze
si neuvédomili, Ze nelze michat jablka s hruskami a ze vSechny hodnoty
je nutné v geometrickém vyjadfeni interpretovat stejné — jako objem —
a ze takové interpretace je moznd, nebot algebra z geometrie vychézi.

Vérim, ze tato a dalsi obdobné dlohy jsou vhodnym nastrojem, jak
zaky na propojeni mezi algebrou a geometrii upozornovat.

* % ok % ok

OBET VZDELANOSTI

Nobl hosté v restauraci Bellevue,
polévku dnes budou miti Zelevue.
Ze Zelvy, jeZ byla velmi vzdéland,
kterd podle aporie Zenona
usoudila, Ze ji nikdo nedohoni.
Pod poklickou hrnce nyni bycha honi.
Emil Calda®

*) Uvod do obecné teorie prostoru, Karolinum, Praha, 2003
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