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FYZIKA

GPS: Global Positioning System

Ondrej Pokorny, Gymnasium Gmiind

1. Z &eho se GPS sklada?

GPS tvoii systém 24 satelitti (obr. 1), které
krouz{ kolem Zemé po eliptickych (téméf kruho-
vych) drahdch v piiblizné vysce 20200 km nad
zemskym povrchem. Pritom se vzdy 4 satelity
pohybuji v Sesti rtiznych rovinach, které jsou
k sobé naklonény pod thlem 60° a s rovinou rov-
niku sviraji tthel 50° (obr. 2). Podle 3. Keplerova
zakona se dé snadno spocitat doba obéhu GPS
satelitu, ktera se priblizné rovna dvanacti hodi-
nam. Z toho plyne, ze GPS satelity nejsou geosta-
cionarni! Védci tento zptisob rozmisténi nezvolili ndhodou. Diky nému
se prakticky nad kazdym mistem na Zemi nachdazi 4 satelity, které jsou
nezbytné k pfesnému urceni polohy.

Obr. 1: Satelit

2. Jak GPS funguje?

Princip satelitni navigace je pomérné jed-
noduchy: Kazdy satelit nepretrzité posila
datové pakety, které obsahuji mimo jiné i
presny cas odeslani paketu a okamzitou po-
lohu satelitu. Pfijemce na Zemi uréi ¢as pri-
jeti paketu a vypocita cas, ktery tento pa-
ket potfeboval, aby se k nému dostal (mezi
0,067 s a 0,086 s). Z tohoto ¢asu pak vypo-
¢ita vzdalenost od prislusného satelitu. Po-
moci tii satelitd se da urcit pozice prijemce
v prostoru.

Vidéno ze satelitu se piijemce nachézi na obalu koule, jejiz polomér byl
urcen pravé z doby letu paketu. Prinik dvou takovych obalti je kruznice,
ktera protina tieti obal pravé ve dvou bodech, z nichz jeden miize byt
okamzité vyloucen, protoze se nenachazi blizko zemského povrchu.

Obr. 2: Drahy satelitt
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Tak jednoduché to v praxi ale bohuzel neni. Protoze jsou signaly pre-
naseny rychlosti svétla (ve vakuu 299 792,5 km/s), jsou na pfesnost mé-
feni kladeny enormni naroky: Chyba jedné tisiciny vtefiny v uréeni casu
pfijmu zpisobi chybu 300 km v uréeni vzdéalenosti, a tim zhati vSechny
plany naméfeni pozice s presnosti okolo jednoho metru. Potfebné pies-
nosti se dd4 dosdhnout pouze s vyuzitim atomovych hodin. Na palubé
satelitil se proto pouzivaji cesiové a rubidiové hodiny, které jsou pravi-
delné kontrolovany a sefizovany péti zemskymi stanicemi. Ale jen sama
tato presnost nesta¢i. Pfijemce musi mit pfece také presné a se satelity
sefizené atomové hodiny, nebo ne?

2.1. Uréeni pozice

Pro zjednoduseni si ukdzeme, jakym zptisobem se v dvojrozmérném
svété (ktery lze bez problémt nakreslit na papir) da obejit fakt, ze v p¥i-
jimaci prosté nemohou byt atomové hodiny (obr. 3). Pozdéji uz nebude
problém tento zptusob pouzit v redlném 3D prostoru.

Obr. 3: 2D urceni polohy s dvéma satelity

V nasem piipadé urcime cas, ktery paket potiebuje k prekonani vzda-
lenosti mezi satelitem a pfijemcem, na 4 sekundy. (Tato hodnota je sa-
moziejmé nerealisticky vysoka, ale jako priiklad se hodi.) Kdyz to celé
provedeme s druhym paketem, ktery potfebuje 5 sekund, najdeme dva
pruseciky téchto kruznic (body A a B), kde se pfijemce muze nachézet.
Bod B ale mtizeme okamzité vyloudit, protoze nelezi na Zemi ani v jeji
blizkosti.
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Zatim jsme ignorovali jeden velice dilezity fakt. Vime, ze hodiny vSech
satelitit bézi presné a synchronné. V prijimaci vlastné potfebujeme stej-
nou pfesnost, ale nikdy ji nemtzeme dosdhnout, protoze si do naseho
prenosného prijimace zadné atomové hodiny instalovat nemizeme.

Ztstanme u naseho prikladu a predpokladejme, Ze se hodiny naSeho
prijimace predchézeji o pil sekundy pfed hodinami satelitt. S touto chy-
bou spocitame, ze k nam signaly leti o pul sekundy déle nez doopravdy.
To vede k tomu, Ze si myslime, Ze se nachazime v bodé X a ne v bodé A
(obr. 4). To pfi rychlosti svétla znamend enormni chybu v uréeni po-
zice. Této chybé se ale nemtzeme vyhnout, musime najit zptisob, jak ji
,obejit«.

d ce

“on ceet

Obr. 4: 2D urceni polohy s tfemi satelity a korekci chyby hodin pfijimace

Pridame-li do naseho systému jesté tieti satelit, je chyba hodin pii-
jimacée okamzité patrna. Abychom ziskali jeden jediny prusecik vSech
kruZnic, musime postupné upravovat ¢as nasich hodin (v hodinéch sate-
litd chyba byt nemitize) tak dlouho, dokud tyto t¥i priseéiky nesplynou
v jeden. Pak jsou nase hodiny synchronni k hodinam sateliti. Jako pfti-
jemny vedlejsi efekt jsme tedy ziskali i pfesny ¢as v pFijimadci (s pfesnosti
atomovych hodin!).

V nasem piikladé dvojrozmérného svéta jsou tedy nutné pakety t¥i
satelitti, abychom byli schopni pozici pfesné urcit. V readlném svété, ktery
ma o jeden rozmér vice, potfebujeme jesté jeden, ¢tvrty satelit.
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2.1.1. Pro¢ tak cCasto slySime, zZe 3 satelity staci?

V praxi miZzeme pracovat i s tfemi satelity, abychom ziskali nasi po-
zici. Ta vSak v tomto pfipadé neni 3-dimenziondlni, ale jen 2-dimen-
zionalni. ,2-dimenziondlni“ znamena, Ze ziskdme pozici na dvojrozmér-
ném (idealizovaném) povrchu Zemsé. Zjednodusené fedeno se jako &tvrty
satelit pouzije stfed Zemé, jeho vzdélenost od prijimace je polomér Zemé.
To ale opét vede k moznym chybam, protoze se velmi ¢asto nenachézime
na trovni hladiny mofte, ale trosku vyse (napi. v CR).

3. Teorie relativity u GPS

Kazdého, kdo uz o teorii relativity néco slySel, muselo napadnout, zZe
synchronizace Casu v satelitu a ¢asu na Zemi nebude zas az tak samo-
zfejmé automaticka. Protoze se satelity GPS pohybuji rychlosti pfiblizné
3,9 km/s, bézi pro né ¢as pomaleji nez pro povrch Zemé, ktery je pro
nas klidovou vztaznou soustavou. Tento efekt (dilataci ¢asu) podrobné
popisuje specialni teorie relativity, kterd se zabyva predevsim vztahy
a fenomény mezi inercidlnimi systémy (tj. systémy, které se navzdjem
pohybuji rovnomérnym pfimocarym pohybem nebo jsou v klidu). Z di-
latace Casu vyplyva, ze pohybujici se hodiny jdou vzdy pomaleji nez
hodiny v klidu.

Tento efekt je ale vice nez vyrovnan jinym efektem — a to ni¢im jinym
nez vlivem obecné teorie relativity. Ta se zabyva fenomény Ctyirozmeér-
ného casoprostoru, ktery je kiiven vSemi druhy energie, a tudiz i gravi-
taci. Nas zajima opét pouze problém béhu ¢asu, tentokrat v zavislosti
na gravitaci. Jeden z poznatkl obecné teorie relativity postuluje, ze ¢im
vySSi je gravita¢ni potencidl néjakého mista (¢im bliZe je zdroji této ener-
gie), tim pomaleji tam ¢as bézi. V diisledku toho bézi ¢as satelitii rychleji
nez ¢as na zemském povrchu. Tento efekt pfevlada nad efektem specialni
teorie relativity, a tudiz jsou hodiny v satelitech nastaveny (jesté pied
startem na obéZnou drdhu) na trochu nizsi frekvenci. Tim, Ze je vy-
pustime na obéznou drahu, se hodiny srovnaji a bézi stejné rychle jako
vSechny hodiny na Zemi.

8.1. Rozdil v rychlosti béhu casu

3.1.1. Specialni teorie relativity

Satelity se pohybuji relativni rychlosti v = 3874 m/s vi¢i zemskému
povrchu. Pomoci jednoduché rovnice muzeme vypocitat tzv. faktor -,

14 Rozhledy matematicko-fyzikalni



FYZIKA

v = 4/1-— 5—37 ktery urc¢uje podil piirtstku éasu At v klidové a At/
v pohybujici se vztazné soustave:

02
At = At -y =AY 1—6—2
At
=-— =1-0,83510""
V= A ;

3.1.2. Obecn4 teorie relativity

Satelity se nachazi ve vysSce 26560 km nad stfedem Zemé. Pomoci
dalsi rovnice si spocitame faktor ~,

/QMz(RL— th)
7:1+z—2,

urcujici podil pfirastku ¢asu mezi obéma gravita¢nimi potencialy:

1 1
At =AY -y — AV (HM>
C

At
- = -1 28310710
vy N7 +5,28310

(k je gravitacni konstanta, Mz, je hmotnost Zemé&, Ry je polomér Zemsg,
Rsat je polomér kruznice, po niz obiha satelit.)

3.1.3. Vysledny faktor ~

Vysledny koeficient v ziskdme vynasobenim obou diléich faktoru:
7= (1+5,283107%°) - (1 —0,8351071%) =14 4,44910~*°

8.2. Jak velkd by byla chyba bez zapojeni teorie relativity?

Kdybychom o téchto nutnych korekcich nic nevédéli, priblizné jak ne-
presny by byl systém GPS? Béhem jednoho intervalu At by chyba na-
rostla o 4,449 1071°At, coz v uréeni pozice znamena

4,449107% ¢ = 13,3 cm/s.

Za hodinu uz to bude témér 500 metri!
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8.8. Jak se to jednoduse déld v praxi?

Frekvence satelitti se snizi z 10,23 MHz na 10,229 999 995 423 MHz
a pak uz neni tfeba se o nic starat, protoze na Zemi se projevuje jako
10,23 MHz, coz potfebujeme.

4. P¥iloha

4.1. Odvozeni rovnice pro dilataci ¢asu pohybugjicich se objektu

Vyjdeme ze zndmého prikladu pohybujicich se svételnych hodin. Ty se
skladaji z dvou paralelnich zrcadel, mezi kterymi neustale kmita paprsek
svétla. Interval tam—zpét nazyvame jednim tikem.

KdyzZ se za¢nou tyto hodiny pohybovat
kolmo na pivodni drdhu paprsku (obr. 5),
draha svétla se prodlouzi. Protoze je rych-
lost svétla konstantni, prodlouzi se i jeden
tik. Rychlost tohoto systému vuci klido-
vému je oznacena v, ¢as potfebny pro je-
den tik v klidovém systému ¢, v pohybu-
jicim se ¢'.

Z Pythagorovy véty vyplyva: Obr. 5: Svételné hodiny

22 = (242 4 242

Odtud
t/2 B 62t2 _ t2
2 _ 2 _ %:"
a tedy
t v2
— — —_
t = v=1/1 =
ez

4.2. Odvozent rovnice pro dilataci ¢asu v gravitacnim poli

Foton, castice prenasejici informace elektromagnetické interakce, je
jednou z nejdulezitéjsich elementarnich ¢astic. Energie fotonu je déana
dvéma vztahy: Einsteinovou relativistickou hmotnosti £ = mc? a Planc-

kovym zakonem E = hf (Planckova konstanta h = 6,62 - 10734 Js).
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Tyto dvé energie se sobé rovnaji, a tak mizeme urcit hmotnost fotonu,
ktera zavisi pouze na jeho frekvenci:

h
E:mfc2:hf, mf:C—Z

(Fotony se nesklddaji z latky, jejich klidova hmotnost je nulovd, jinak by
se nemohly pohybovat rychlosti c.)
Podle Newtona je prace nutnad k opusténi gravitacniho pole Zemé

rovina
Rsat

MZ myg 1 1
W= Ldr = kM, — - .
. K 2 T KiMzm ¢ (Rz Rsat)

Kdyz je foton (informace) odeslan k zemi, pfijme energii

1 1
E' =FE +kMzm (—— ),
zs RZ Rsat
piicemz plati E = hf, E' = hf’ a my = 2. Takze plati

hf' = hf + Mg (i ! )

RZ a Rsat

kde h muzeme zkratit a f vytknout:

”MZ<%_R1 )
o Z sat
fF=fl1+ =

Misto frekvence se ¢astéji pouZiva Cas:

1 1
1 _ 1 1 + HMZ (Riz B Rsat)
At At 2

At=At |1+
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