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MATEMATIKA

O poctu vinitych Cisel

Jaromir Simsa, PFF MU Brno

V bfeznu 2007 fesili ucastnici krajského kola 56. roéniku Matematické
olympiady v kategorii B tuto soutézni tlohu.
Uloha. Piirozené ¢islo nazveme vinitym, pokud pro kaZdé tri po sobé
jdouct cislice a, b, ¢ jeho desitkového zdpisu plati nerovnost

(a—b)(b—c) <0.

Dokazte, Ze z cislic 0,1,...,9 je mozZno sestavit vice nez 25000 deseti-
mistngch vinitych cisel, kterd obsahuji vsechny cislice od nuly do devitky
(¢islice 0 nemiZe byt na pronim miste).

Jisté vytusite, pro¢ asi nékoho neobvykly termin ,vlnita ¢isla“ vi-
bec napadl. Desetimistné ¢islo s dekadickym zapisem cycs ... c1g je totiz
vlnité, praveé kdyz jeho ¢islice ¢; spliuji jednu ze soustav nerovnosti

€1 <cg, g >c3, c3<cy,...,C8>Cy, Cy < Cip, (1)

nebo
1> ¢, Ca < C3, C3>C4y ..., C8 < Cy, Cg > Cig. (2)

Znaky nerovnosti mezi sousednimi ¢islicemi se pravidelné stiidaji, takze
velikosti éislic tvoFi (obrazné fedeno) viny s nejvétsi moZnou frekvenci.
Nerovnostem (1) vyhovuje vlnité ¢islo 1658290437, nerovnostem (2)
vinité ¢islo 8 341 709 562. Vidite, jak tato dvé desetimistna c¢isla s vesmés
raznymi Cislicemi spolu souvisi?

Uloha MO nevyzadovala urcit presny pocet vech desetimistnjch vl-
nitych ¢isel (z nichz kazdé obsahuje vSechny éislice od 0 do 9). Neni to
prilis jednoduché a o mozném postupu se doctete pravé v tomto ¢lanku.
Nejdfive si viak ukdzeme, Ze (méné obtiznou) tlohu MO mohli soutézici
vytesit celkem snadno, pokud dostali stastny napad a rozhodli se spo¢i-
tat, kolik je pouze téch vlnitych cisel, ve kterych se pravidelné stridaji
,malé“ a ,velké“ Cislice.

Nazvéme proto &islice 0, 1, 2, 3, 4 malé (zna¢me je pismenem m) a &is-
lice 5, 6, 7, 8, 9 velké (k jejich oznaceni uzijme pismeno v). Desetimistné

Roénik 82 (2007), ¢islo 3 7



MATEMATIKA

Cislo se zapisem tvaru mvmvmumumu (stejné pismeno na rizngch pozi-
cich znadi rizné dislice) jisté splituje soustavu (1), takze je vlnité, stejné
jako je vlnité i desetimistné cislo se zapisem tvaru vmuvmuvmuvmuom, které
spliiuje soustavu (2).

Do zapisu mvmvmuvmumu mizeme na pozice oznacené pismenem m
rozmistit malé ¢islice 0 az 4 pravé 4 - 4! = 96 zpusoby (¢islici 0 nesmime
postavit na prvni misto zleva), na pozice oznacené pismenem v muzeme
velké ¢islice 5 az 9 rozmistit 5! = 120 zptisoby. Proto je pocet ¢isel tvaru
mumumumuymu roven soucinu 96 - 120 = 11 520. Podobné zdivodnime,
7e pocet ¢isel tvaru vmuvmumumum je roven (5!)2 = 14 400. Dohromady
jsme nasli 11 520+ 14 400 = 25 920 riznych desetimistnych vinitych cisel,
kazdé se vSemi ¢islicemi od 0 do 9. Dvé ¢isla uvedena v zavéru odstavce
s nerovnostmi (1) a (2) mezi nimi nejsou,*) tloha MO je vSak vyfeSena.

Prejdeme nyni ke slibenému urceni poc¢tu vSech uvazovanych deseti-
mistnych vlnitych éisel. Postup, ktery zvolime, se v matematice uplat-
Nuje casto a nazyva se rekurentni metoda. V nasi Gloze se projevi tak,
Ze k urceni hledaného poc¢tu budeme potifebovat znat pocty n-mistnych
vlnitych ¢isel pro jednotlivé hodnoty n mensi nez 10. Budeme tedy tyto
pocty postupné zjistovat pro n = 1,2,3..., a to vzdy pro kazdé nésle-
dujici n uplatnénim tvahy téhoz druhu, kterou samoziejmé popiseme
pouze jednou (v obecné situaci) a jejiz zavér vyjadiime jistym rekurent-
nim vzorcem (R).

Pro kazdé n = 3 proto ozna¢me symbolem wv, pocdet vSech vlni-
tych pofadi danych n riznych realnych dcisel, tj. téch jejich pofadi
(z1,22,...,2y), Pro néZ nerovnost

(i = zip1)(Tip1 — Tige) <0

plati s libovolnym indexem i € {1,2,...,n — 2}. Uvédomme si, Ze
pocet v, skutecné nezavisi na tom, jakou m-prvkovou mnozinu ¢isel
M = {x1,2z2,...,2,} k vytvafeni vlnitych pofadi vybereme; jeji prvky
miizeme od nejmensiho po nejvétsi preznacit ¢isly od 1 do n a pak praco-
vat s mnozinou M = {1,2,...,n}. Sestavime-li ze v8ech vlnitych pofadi
mnoziny {1,2,...,n} dvojice

(r1,22,...,2n) a (M+1l—z1,n+1—29,....,n+1—x,),

*) Napftiklad prvni z nich, ¢islo 1658 290437, ma na lichych pozicich ¢islice z mnoziny
{0,1,2,3,5}, na sudych z mnoziny {4,6,7,8,9}; ¢islice z obou mnozin se v zapise
¢isla stridaji tak, ze ,kritické“ ¢islice 4 a 5 spolu nesousedi, jde tudiz o vInité ¢islo.
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vidime, Ze téch vlnitych poradi, pro néz plati x; < z2, je praveé tolik jako
téch ostatnich (pro néz xy > x5), tedy %vn. Totéz plati i pro jakoukoliv
jinou dvojici nerovnosti x; < ;41 a x; > x;4+1 se zvolenym indexem q.
Jesté si vS§imnéme, ze plati v = 4, nebot

(1,3,2), (2,1,3), (2,3,1), (3,1,2)

jsou vSechna vInita potadi ¢isel 1, 2, 3. Dale se vyplati uvazovat i zfejmou
hodnotu vy = 2.
Piedpoklddejme nyni, Ze n = 4 je pevné ¢islo, a rozdélme vSechna

vlnita poradi ¢isel z M = {1,2,...,n} do n skupin Sy, Sa, ..., S, tak,
ze do skupiny Sy dédme pravé ta vlnitd poradi (x1,x2,...,x,), pro néz
xp = 1. Jak urcit jejich pocet? Z rovnosti xx = 1 pro vlnité poradi
(z1,%2,...,2,) plyne xx_1 > xf a 2 < Tgy1, odkud dale zase naopak
Tp—2 < Th—1 & Tpr1 > Tpro. Kazdé poradi (z1,z2,...,2,) € Sk tedy
uréuje:
> rozklad mnoziny {2,3,...,n} na
(k — 1)-prvkovou mnozinu M; = {x1,z9,...,25-1} a
(n — k)-prvkovou mnozinu My = {xg 41, Tkt2,- .-, Tnt;
téchto rozkladt je (Zj),
> vlnité potadi (x1,e,...,zx—1) prvkid M; vyhovujici podmince

Tp_o < xTp_1; téchto poradi je %Uk—l pfi daném My,
> vlnité pofadi (zg41, Tk42,- - -, Tn) Prvki My s viastnosti
Tk+1 > Tr42; t€chto pofadi je %vn_k pfi daném M.
Naopak kazda dvé vlnita poradi prvk mnozin M; a Mg, kterd maji
popsanou vlastnost, urcuji vinité poradi z Sy. Pocet potradi ve skupiné Sy,

je proto roven soucinu
n—1) 1 1
C—Vk—1° = Up—k-
E_1 9 k—1 2 n—k

Mléky jsme predpokladali, Zze index k je v mezich 3 £ k < n — 2. Pro
zbyld krajni“ k € {1,2,n — 1,n} jsou zfejma zjednoduseni pfedchoziho
postupu, kterd zde nebudeme uvadét a kterd vedou k zavéru, ze v S;
a S, je po %vn_l poradich, zatimco v Sy a S,,—1 je po (n —1) - %’Un_g
poradich. Pro hledany pocet v,, vSech vlnitych pofadi proto plati pro
kazdé n = 4 rekurentni vzorec

n—2

1 n—1
Up =Up—1+(n—1Dvy_o+ 1 é (k B 1>Uk_1vn_k. (R)
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Podle néj uz snadno urc¢ime

vg = vz + 3vg =4+ 6 = 10,

1/4
’U5:’U4—|—4’U3+1<2>’U§:10+16+6:32,

1/5 1/5
UG:v5+5v4+1<2>v2v3+Z<3)v302:32+50+20+20:122

a dale v; = 544, vg = 2770, vg = 15872 a v1g = 101 042. Ve vypoctech
podle vzorce (R) je mozné dale pokracovat, jejich pracnost vSak nartsta,
a proto je vyhodné svérit tuto praci pocitaci.

Nyni jiz snadno uréime pocet (vSech) desetimistnych vlnitych ¢isel,
z nichz kazdé je zapsdno vSemi ¢islicemi od 0 do 9. Od poctu vy vSech

jejich vlnitych pofadi (e1,ca,. .., c19) musime odecist podet téch z nich,
ktera zacinaji Cislici ¢; = 0, neboli pocet vsech téch vlnitych poradi
(ca,¢3,...,c10) Cislic od 1 do 9, kterd vyhovuji dopliujici podmince

co > c3 (nebof ¢ = 0 < ¢2). Téch je (jak vime z Givodni ¢asti postupu
vedouciho k odvozeni vzorce) pravé %’Ug, takze hledany pocet vinitych
¢isel je roven

V10 — % ~vg = 101042 — 7936 = 93 106.

Chcete-li se procvicit v rekurentnich tivahach, nabizime vam jesté dva
tkoly k samostatné praci. Odpovédi a struéné navody naleznete otisténé
na str. 31 tohoto ¢isla Rozhled.

Ukol 1. Jsou déna piirozena ¢isla d a s. Najdéte rekurentni vzorec,
podle kterého lze pocitat pocty p, téch n-prvkovych variaci s opakova-
nim z d raznych realnych cisel, ve kterych se nejvyse s sousednich ¢lent
rovna témuz Cislu.

Ukol 2. Najdéte rekurentni vzorec, podle kterého lze pocitat poéty r,
téch potadi (a1, as, ..., ay) celych ¢isel od 1 do n, pro néz rovnost a; =i
neplati pro zadny index i.

Cislo je proces, ktory bol zvecnensj pred dlhou dobou tak dokladne, Ze o 1iom
kazdy wvaZuje ako o veci ... Clislo je iba jednou z nepreberného mnoZstva
matematickych kvalit, ktoré ndm pomdhaji pochopit a popisat prirodu.

Ian Stewart: Cisla prirody. Bratislava: Archa 1996
Vybral D. Jedindk
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