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MATEMATIKA

O pyramidalnych dislach

Tvan Trencansky, FMFI UK Bratislava

V histérii matematiky, podobne ako figurélne ¢isla, pozornost mate-
matikov uptutavali i ¢isla pyramidalne. Pojem pyramidalneho ¢isla po-
chopime velmi lahko, ak vyjdeme z pojmu a niektorych vlastnosti ¢isel
figuralnych, ktoré st v matematickej literattre o nieco frekventovanej-
Sie ako ¢isla pyramidélne. Jednej z mnohych zaujimavych a nézornych
interpretacii sa venuje ¢lanok [1].

Pripomertime si, Ze n-té k-uholnikové figurdlne ¢islo (n je prirodzené,
k > 3 celé ¢islo) je Eislo dané predpisom (pri oznadeni d = k — 2)

Fr(n)=1+1+d)+(1+2d)+---+[1+(n—1)d]

a vypoditame ho zo vztahu
1
Fk(n):§n[(k—2)n+4fk]. (1)

Na obr. 1 je znézornenych niekolko prvych 3-uholnikovych, 4-uhol-
nikovych a 5-uholnikovych figurdlnych éisel (pocet bodiek je prislusné
figuralne ¢islo — ¢itatel si Tahko overi ich pocet podla vztahu (1)).

K ich inej néazornej interpretacii namiesto Stvorcekového papiera,
ako je to v spominanom clanku, pouzijeme priestorovy model — kocky.
Na obr. 2 je znazornenych niekolko figuralnych ¢isel (k = 3,4, n =
= 1,2,3,4,5, jednd sa teda o prvé, druhé, tretie, Stvrté, piate troj-

uholnikové a Stvoruholnikové ¢isla).
\ \ \\ \
(3) F3(4) =10 F5(5) =15

F3(1) =1 F3(3) =6 5(4) =
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F5(1) = F5(3) =12 F5(4) = F5(5) =
Obr. 1
F(1)=1 F2)=3 FB)=6  F4)=10 Fs(5) =15
-y 4 4
F(1)=1 F2)=4 FB)=9  Fi4) =16 Fi(5) =25
Obr. 2

Z uvedenych modelov figurdlnych ¢isel mozno teraz konstruovat
,pyramidy“ tak, Ze pocet kociek prvého podlazia pyramidy je mode-
lom n-tého k-uholnikového figuralneho ¢isla a vysSie podlazia znazor-
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nuju postupne (n — i)-té k-uholnikové figuralne éislo pre i rovné po-
stupne 1,2,3,...,(n — 1). Pocet kociek takejto pyramidy je potom n-té
k-uholnikové pyramiddlne ¢islo, ktoré oznacime Py (n). Na obr. 3 je takto
zndzornenych niekolko prvych trojuholnikovych a $tvoruholnikovych py-
ramidalnych ¢isel.
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F(1)=1 F(2)=3 F3)=6 F3(4) =10 F3(5) =15

Obr. 3

Z uvedenej konstrukcie vidime, Ze Tubovolné n-té trojuholnikové py-
ramidélne ¢islo mozeme pisat v tvare:

Py(n) = F3(1)+ F3(2)+ -+ F3(n) =14+3+6+ -+ 2 n(n—1)

Uloha 1. *)
a) Napiste Py(n) ako sucet prvych n ¢lenov vhodného radu.
b) To isté pre Ps(n).
c) To isté pre Fs(n).

Prirodzene sa ndm nika rieSenie dalSich analogickych tloh, ako s
tlohy suvisiace s figurdlnymi ¢islami (uvedené napriklad v ¢lanku [1]).

*) Reseni této i dalsich tiloh je na konci tohoto &lanku
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Uloha 2
a) Vyjadrite Py(n) ako stéet dvoch trojuholnikovych pyramidélnych
Cisel.
b) Vyjadrite P5(n) ako stcet Stvoruholnikového a trojuholnikového
pyramidélneho d¢isla.
¢) Vyjadrite Pg(n) ako sucet 5-uholnikového a 3-uholnikového pyra-
midalneho ¢isla.

Uloha 3. Zovseobecnite vysledok tlohy 2.

Uloha 4. Pomocou &isel P3(n) a Ps(n — 1) vyjadrite:
a) P5(n) b) Ps(n) c) Py(n)

V nasledujicej casti ukdzeme jednu z ciest, ktorou sa mozno do-
stat ku ,,vzorcu® pre vypocet m-tého trojuholnikového pyramidélneho
¢isla Ps3(n). Vyjdeme zo vztahu (1) pre ¥ = 3, ktory mozno zapisat
v tvare 2F5(n) = n(n + 1) a zndzornit tak, ako to ukazuje obr. 4 pre
n=1234,5.

-'--'

2F5(1 5 2F4(3) 2F5(4) 2F5(5
Obr. 4

A teraz zostrojime ,,pyramidu®, ktorej prvé podlazie tvoria kocky s po-
¢tom 2F5(n), obr. 5 to zndzoriiuje pre n = 5. Je zrejmé, Ze pocet kociek
tejto ,,pyramidy® je rovny 2P3(n). Vhodnym umiestnenim zhodnej py-
ramidy s predchadzajacou ziskame teleso, ktoré je na obr. 6

Obr. 5 Obr. 6
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Posledny obrazok naznacuje, Ze vhodnym umiestnenim tretej zhodne;j
pyramidy ziskame hranol, ktorého rozmery st n, n+1, n+2, a teda jeho
objem je n(n + 1)(n 4+ 2), a z popisanej konstrukcie hranola vyplyva, Ze
tento objem je Sestnasobok éisla Ps(n), teda 6P5(n) = n(n+1)(n + 2),

a teda ) 5
Py(n) = %

Tento vysledok a vysledok tlohy 4c) ndm pontka jednoduchy vypodcet
TubovoIného n-tého k-uholnikového pyramidélneho &isla Py (n), takze:
Pi(n) = P3(n) — (k—3)P3(n—1) =
nn+1)(n+2) (k—=3)(n—1)n(n+1)
6 * 6 B

_ %n(n—i— 1)[(k —2)n +5— k]

Uvedeny popis pyramidalnych ¢isel nas vedie k formulécii nasledovnej
definicie:

Definicia. Pre kazdé celé ¢islo k > 3 a pre kazdé n € N existuje ¢islo
Py (n) dané predpisom

kde F} (i) je i-te k-uholnikové figuralne ¢islo. Cislo Py(n) nazyvame n-té
k-uholnikové pyramiddlne cislo.

Priamo z definicie plati:

ZFk Z—[(k—Q)i+4—k]:
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V problematike pyramidélnych Cisel moino objavovat’ mnoistvo d’al—

dom z uvedenych vztahov dokézte jeho pravdivost):
P;(n) = 2P5(n) — P3(n)
P3(2n) = 4P4(n)
Pr1(n) = 4P5(n) — 3Ps(n)
Py3(n) = 4Ps(n) — 3P4(n)
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RieSenie tloh:
la) Py(n) =1+4+9+---+n?
) Ps(n) =14+5+12+22+---+ In(3n — 1)
lc) Ps(n) =1+6+154+28+---4+n(2n—1)
2a) Py(n) = Ps(n) 4+ P3(n — 1) — stadi si uvedomit, ze kazdé , podlazie®
pyramidy P,(n) znézornuje figurélne ¢islo Fy(n) a plati

F4(7’L) = Fg(n) + Fg(’n — 1)

(tato vlastnost je dokdzand v ¢lanku [1])
2b) Ps(n) = Py(n) + Ps(n—1)
= P5(n) + P3(n—1)

6 Rozhledy matematicko-fyzikalni



		webmaster@dml.cz
	2017-05-05T07:11:07+0200
	CZ
	DML-CZ attests to the accuracy and integrity of this document




