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MATEMATIKA

Geometricky model obecné kubické rovnice

Jaromir Simsa, PFF MU Brno

7 hodin algebry vite, ze kubickou rovnici rozumime kazdou rovnici
as® +bs®> +cs+d=0 (1)

s neznamou s a danymi redlnymi ¢isly a, b, ¢ a d, zvanymi koeficienty rov-
nice (1). Neklademe-li na né jiné podminky nez a # 0, mluvime o obecné
kubické rovnici.

Resit rovnici (1) cestou algebraickych tiprav a vypocti ttetich od-
mocnin je mozné (vysledna vyjadieni kofent jsou zndma jako Cardaniv
vzorec), aviak cely postup je pomérné slozity a nebudeme jej zde popi-
sovat.*) V tomto kratkém piispévku se sezndmime pouze s jednou pla-
nimetrickou konstrukéni tlohou, kterd ma sice jednoduché zadani, jeji
feSeni vSak vede na obecnou rovnici (1) s koeficienty majicimi velmi na-
zorny geometricky vyznam. Celému vykladu porozumi kazdy z vas, kdo
je obeznamen se zaklady analytické geometrie.

Uloha. V roviné jsou dany dvé navzijem kolmé p¥imky x,y a dva body
U,V. Sestrojte primku, ktera protne primku x v takovém bodé X a
pfimku y v takovém bodé Y, zZe jak body U a X, tak body V a 'Y lezi
na stejné kolmici k primce p.

Y

p Obr. 1

*) Reseni kubické rovnice véetné Cardanova vzorce najdete napt. v brozuie M. Sisler,
J. Andrys: O feseni algebraickych rovnic, Mlada fronta, Praha 1964, str. 76-77.
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Situace tlohy je zndzornéna na obr. 1. Pro¢ jsme znéni tlohy nepodali
v jednodussi podobé odvolavajice se na pravotuhle lomenou ¢aru UXYV?
Nechtéli jsme totiz vyloucit takové zvlastni pripady, kdy plati X =Y,
U = X nebo V =Y. Rozmyslete sami, pfi jaké vzajemné poloze danych
kolmic z,y a danych bodt U,V takova vyjimecna feseni tloha pfipousti
a zda tehdy mohou existovat i jina fesSeni, kterd vytvoii ¢aru UXYV
jako na obr. 1.

Urcité vam prospéje i malé ,, geometricka“ rozcvicka, kdyz si predchozi
obrazek prekreslite a s tuzkou v ruce zkusite aspon chvili premyslet, jak
byste neznamou pfimku p urcili a sestrojili. Mozné vas napadne, Ze by
bylo uziteéné uvazovat o pomeérech délek stran t¥i navzajem podobnych
trojuhelnikit OXY, UgUX a VYV, kde O znadi prusecik danych primek
x,y a body Uy, Vy jsou kolmé priméty bodi U, V na né (obr. 2).

Y

Vo

Y

0] X Uop x

Obr. 2

Zminény napad nyni uskutecnime prostfedky analytické geometrie.
Bude to mit tu vyhodu, Ze vSechny vyhovujici pfimky p ur¢ime jednot-
nym postupem bez ohledu na to, na kterych ramenech pravych ahli, jez
dané primky x,y sviraji, priseciky X,Y lezi.

Podle dané dvojice kolmic z,y s prusefikem O zavedeme kartézskou
soufadnicovou soustavu Ozy a ozna¢ime U[b, a] a V[d, c] soufadnice da-
nych bodt U,V v této soustavé.”) Hledand pfimka p ma byt riznobézna
jak s osou z, tak s osou y, proto bude mit v soustavé Ozy (koneénou)
nenulovou smérnici, kterou oznacime s, tedy s € R a s # 0. Jak vime,
takovou pfimku p je pak mozné zadat smérnicovou rovnici

pry=sxr+t, (2)

*) Ptipadéa-li vAm potadi pismen v oznaceni soufadnic obou bodt ponékud neobvyklé,
vézte, Ze je vybrano tak, aby vysledkem dalsiho zkoumani byla pravé rovnice (1)
s koeficienty v abecednim poradi.
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kde t € R je vhodna konstanta a [z, y] proménné soufadnice libovolného
bodu primky p. Nasi tlohou je urc¢it neznamé koeficienty s,t¢ tak, aby
pfimka p uréena rovnici (2) méla pozadované vlastnosti. Vyjddiime proto
nejprve souradnice prusecikt X, Y prfimky p s osou x, resp. y. Dostaneme
je, kdyz do rovnice (2) dosadime y = 0, resp. = = 0:

—t
X = {—,O] a Y =][0,t]
s
Vektory U — X a V —Y tudiz maji soufadnice
t
UX(bJr—,a) a V-Y=(dc—1),
s

zatimco smérovy vektor u pfimky p se smérnici s ma soufadnice u =
= (1, s). Dosadime je do skaldrnich sou¢inti ve dvojici rovnosti

U-X)-u=0 a (V-Y) u=0,
které presné vyjadiuji zaddni Glohy, tedy podminky UX L p (pokud

U#X)aVY L p(pokud V #Y). Po dosazeni soufadnic tak dostaneme
pro neznamé s,t soustavu rovnic

t
(b+—> +as=0 a d+(c—t)s=0,
s
ze které vylou¢ime neznamou ¢, kdyz ze druhé rovnice vyjadiime
d
t=c+ - (3)
S

(pfipomindme, Ze s # 0) a dosadime do prvni rovnice. Vyjde

d

as+b+£+—2=0,
s s

coZ po vynasobeni nenulovou hodnotou s? dava pravé kubickou rov-
nici (1) z tvodu naseho pfispévku! Naopak, je-li s € R libovolny nenulovy
kofen rovnice (1), ke kterému uréime hodnotu ¢ podle vztahu (3), pak
pfimka p o rovnici (2) je zfejmé FeSenim uvazované planimetrické tlohy.
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Shriime vysledek nagich tivah: Resit v oboru R kubickou rovnici (1)
s danymi redlngmi koeficienty a,b, c,d znamend hledat smeérnice primek,
které jsou fesenim nasi dlohy s danymi body Ulb,a] a Vd,c] zapsangmi
v kartézské soutadnicové soustavé Oxy (obr. 3 pro pfipad kladngch ko-
eficientt).

p Obr. 3

Pro ilustraci vysledku vybereme kubickou rovnici
(2s+1)(s—1)(s—2)=0

s kofeny s; = —%, s3 = 1 a s3 = 2. Snadnym roznasobenim zjistime,
ze jde o rovnici (1) s koeficienty a = 2, b = =5, ¢ =1 a d = 2, kterym
odpovidé nase planimetricka tloha s body U[-5,2] a V[2,1]. Pfi tako-
vém zadéani tato tloha bude mit za FeSeni tfi pfimky p; o rovnici (2)
se smérnici s = s; a koeficientem t;, ktery dostaneme po dosazeni do
vztahu (3). Vyjdou rovnice

pr1: y:—g—?), peiy=x+3, p3:y=2x+2.
Vsechna tfi feSeni vidite na obr. 4.

Vratme se od konkrétniho priikladu k obecnému zaddni zkoumané
tlohy a posudme moznost sestrojeni jejiho Feseni. Z teorie geometric-
kych konstrukci je znamo, Ze neexistuje zadny obecny postup, kterym
by euklidovsky (tj. pomoci pravitka a kruzitka) bylo mozné na Ciselné
ose sestrojit ze znamych obrazu koeficientd a, b, ¢, d obrazy kofend rov-
nice (1).*) Protoze jsme na takovou rovnici pfevedli nasi planimetrickou

*) Stale se objevuji jedinci, ktefi tento nezvratitelny vysledek neberou na védomi a
hledaji nap¥. euklidovskou konstrukci pro trisekci Ghlu, tedy pro rozdéleni daného
hlu (o obecné velikosti) na t¥i mensi shodné thly. Pfitom i v tomto pfipadé jde
o ulohu ekvivalentni kubické rovnici.
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tlohu, znamené to, ze hledanou pfimku p nelze pro obecné dané kolmice
x,y a body U, V pomoci pravitka a kruzitka sestrojit. Rikdme, Ze takova
konstrukéni tloha neni euklidovsky resitelnd. Podivejme se proto, jakymi
jinymi prostfedky mizeme pocet a polohu jednotlivych feseni nasi tilohy
urcovat.

Y

X1

Yy Obr. 4

Predpoklddejme, Ze v ndkresné mame vyznaceny dané kolmice =,y a
dané body U, V. Na prtsvitku nakresleme dvé navzajem kolmé primky
m,n s prusecikem X a prilozme ji na nakresnu tak, aby bod X padl na
pfimku = a bod U na pfimku m. Pfi zachovani téchto dvou podminek
budeme prisvitkou pohybovat a zkoumat, kdy rovnéz thel XYV, kde
Y je prisecik pfimek n a y, bude pravy (obr. 5).

Y

Y

V{d,c]

Y

0

Ulb, a]

m Obr. 5
Jisté si také dokazete predstavit jinou pomicku: dvojici pravitek spra-
zenych kloubovym mechanismem tak, aby hrany pravitek tvotily dvo-
jici rovnobézek s plynule se ménici vzdéalenosti. Tato pomiicka by nam
umoznila danymi body U,V proklddat dvojici rovnobézek u,v promeén-

n
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ného sméru (obr. 6). Pfi téchto zménach rovnobézek u,v bychom pak
pozorovali, kdy pricka XY, kde XY jsou pruseciky dvojic pfimek x, u,
resp. y, v, bude k pfimkdm u,v kolmé (obr. 6).

9\
Y

U\H\ o
X —~—
Ulb, a

Obr. 6

Obé dvé zminéné dynamické pomucky si muzete snadno pripravit na
svém pocitaci pomoci vhodného geometrického softwaru, napriklad pro-
gramu Cabri. Budete pak mit moznost velice pohodlné a nazorné urcovat
pocet a priblizné hodnoty readlnych kotfentl jakékoliv konkrétni kubické
rovnice (1).

Poznamenejme nakonec, ze v ptipadé U = X dostaneme z nasi ulohy
se zadanymi body U[b,0] a Vd, ¢] model pro FeSeni obecné kvadratické
rovnice

bs® 4+ cs+d = 0. (4)

V takové situaci hledame k danym bodidm U, V vlastné pouze bod Y na
dané pifimce y tak, aby tthel UY'V byl pravy. K feseni ziejmé staci sestro-
jit Thaletovu kruznici nad pramérem UV (obr. 7). Kofeny rovnice (4)
pak jsou smérnice vyhovujicich ptimek UY .

Obr. 7
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