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MATEMATIKA

Logika a matematika

Jaroslav Peregrin, FF UK a AV CR Praha

Historie logiky, jak ji dnes zndme, za¢ind v antickém Recku. Logika se
zformovala, zejména diky Aristotelovi, jako ,nastroj filozofie“ — néstroj,
ktery mé filozofim poméhat rozpoznavat klamné argumenty a umoz-
nit jim vyvozovat jasné stanovenymi postupy ze znamych poznatkid po-
znatky nové. V té dobé ovsem do kompetence filozofie spadaly vsechny
otazky, které dnes fesi véda — jednotlivé védy se z filozofie zacaly po-
stupné vydélovat az mnohem pozdéji. (Dnes bychom tedy logiku vlastné
méli chapat pfedevsim jako néstroj védy.) Na filozofii dnes v dusledku
rozvoje véd zbyvaji uz jen ty otazky, ke kterym se nehlasi zadné spe-
cializovana védni disciplina, to jest nejcastéji ty, které jsou tak obecné,
7e se do zadné jednotlivé védy nevejdou. A protoze takto obecné jsou
ziejmé i mnohé otazky, kvili kterym byla pfivedena na svét logika, jeji
spriznéni s filozofii pretrvava.

Vedle toho se vSak novéji, zejména ve dvacatém stoleti, logika pod-
statnym zptsobem propojila s matematikou. Jak k tomu doslo? Logice
byla matematika vzdy blizkd kvali svému dirazu na pfesné a jedno-
znacné vyjadfovani — jazyk i metody matematiky tak byly nejcastéjsim
predmétem logickych zkoumani. Ve dvacitém stoleti se vSsak matema-
tika kromé toho ¢im dal tim vice posouvala do pozice discipliny, jejiz
postupy a symbolicky aparat mohou logickd zkouméani nesmirné zefek-
tivnit. Blizkost obou disciplin ostatné byla patrna uz mnohem dfive; uz
ve stfedovéku byla ziva paralela mezi logickym vyvozovanim a pocitanim
— kalkulovanim.

Logika se ¢asto soustiedila na vyvozovani v nadéji, ze se ji nékteré
oblasti lidského poznéni, predevsim nékteré oblasti matematiky, podafi
azxiomatizovat, to jest zachytit pomoci omezeného poctu principt, ze
kterych budou vSechny pravdy dané oblasti odvoditelné podle jasné
stanovenych pravidel. Na zkoumani toho, co je z ¢eho vyvoditelné, se
miizeme divat jako na zkoumani urcitého algoritmu, ktery néas vede od
vyroktl k novym vyroktim. Predstavme si naptiklad, Ze zjistime, Ze né-
jaky tvor, fikejme mu Emil, je sysel a Zze tento Emil navic zije v dife.
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Maéame tedy dva poznatky:
(1) Emil je sysel.
(2) Emil zije v dife.
Predpokladejme, Ze k nim pridame dvé obecné védomosti, totiz:

(3) Sysel neni krtek.
(4) Sysel je savec.

Z této &tvetice vyrokli mizeme vyvodit dalsi. Napiiklad z (1) a (3) mu-
zeme vyvodit:

(5) Emil neni krtek.

Z (1) a (4) mzeme vyvodit:

(6) Emil je savec.
Z (1) a (2) muZeme vyvodit:

(7) Nékteri syslové ziji v dife.
Z (2) a (6) muzeme déle vyvodit:

(8) Nékteri savei ziji v dife.

Odvoditelnost muzeme znazornit Sipkami od vyrokid k tém vyroktm,
které jsou z nich odvoditelné:

(1) Emil je sysel. —
(2) Emil zije v dife. —
(3) Sysel neni krtek.
(4) Sysel je savec.
(5) Emil neni krtek.
(6)
(7)
(8)

Emil je savec.

Nékteri syslové ziji v dife. <=
Nékteri savci ziji v dife.
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Predstavme si nyni, Ze z této tabulky vypustime vyroky a ponechame
v ni jenom cisla:
Na Sipky se nyni mizeme divat jako na

1 — spojnice Cisel s ¢isly — jako na ,operaci,
P kterd z 1 a 3 vyrobi 5, z 1 a 4 vy-
3 robi 6, z 1 a 2 vyrobi 7, z 2 a 6 vy-

robi 8 atd. (Na rozdil t¥eba od sé¢itani

4 to neni operace, ktera by davala vzdy je-
5 nom jediné &slo — z danych vyroki mize
6 byt odvoditelnych mnoho dalsich vyrokt.
7 <= Takze bychom ji vlastné méli brat za ope-
8 raci, kterd z cisel vyrabi nikoliv d¢isla, ale

mnoziny ¢isel.) Otazkou je, zda by bylo

mozné takto vzniklou ,operaci‘ zachytit
prostiedky aritmetiky (to jest pomoci operaci séitani a nasobeni). A ne-
dala by se pak studovat matematickymi prostfedky?

Dnes diky vysledkim logikt Davida Hilberta, Alfreda Tarského a pre-
devsim Kurta Godela jiz vime, Ze to mozné je; odvoditelnost v ramci
béznych (formalizovanych) jazykt lze prevést na urcity (komplikovany)
aritmeticky vypocet. Tim byl udélan krok na cesté k odvékému snu filo-
zofti o vyvinuti metody, kterd by nam dovolila spoéitat, co je pravda.
(Néco takového nastinil naptiklad G. W. Leibniz ve své knize Fle-
menta characteristicae universalis z roku 1679: Podafi-li se ndm opat-
it pojmy vhodnymi ¢isly, pak budeme moci (doufal) dosdhnout toho,
7e pravdivost véty tvaru ,A je B“ zjistime jednoduchym vypocétem
— napiiklad tak, Ze ovéiime, Ze Cislo pojmu A je délitelné c¢islem
pojmu B.)

Predstavme si, ze vyroky ,zakédujeme‘ ¢isly — kazdému vyroku jed-
nozna¢né prifadime (pfirozené) éislo. Takové zakédovani vyroktt muze
vést 1 k ,zakédovani‘ nékterych jejich vlastnosti ¢i vztahti mezi nimi
pomoci vlastnosti ¢i vztahi ¢iselnych — pfi daném zakddovani se totiz
mize stit, ze vyroky budou mit néjakou vlastnost (tfeba budou zadi-
nat pismenem T, budou pravdivé apod.) pravé tehdy, kdyz budou mit
néjakou vlastnost jejich ¢isla (tfeba budou sudé, budou to prvocisla
apod.).

Samoziejmeé, ze kdyby se ndm podafilo vyroky odislovat tak, aby
méla cisla pravé vSech pravdivych vyrokt néjakou jednoduchou vlast-
nost (tfeba byla prvoéisly), bylo by to terno — pak bychom misto toho,
abychom pracné zkoumali, zda se véci maji tak, jak néjaky vyrok rika,
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pouze jednoduse zjistili, zda je jeho Cislo prvocislem. Je ale jasné, ze to-
hle nedokézeme — to by totiz asi neslo jinak, nez ze bychom si uz pro
UcCely ¢islovani poridili seznam vsech pravdivych vyrokt — a kdyz bychom
tento seznam méli, védéli bychom o pravdivosti vyroku vse, co se védét
da, a zddné pocitani pravdivosti bychom uz nepottebovali.

Realnéji bychom vsak mohli uvazovat o nééem jiném. Pokud bychom
méli néjaky obor axiomatizovany, mohli bychom se pokusit najit néja-
kou c¢iselnou vlastnost, kterou by méla prave jen ¢isla vyroku, které jsou
v tomto systému dokazatelné (to jest axiomt a téch vyroku, které jsou
z nich odvoditelné). To nevypad4 Gplné nemozné — a diky Godelovi také
vime, ze vyroky lze skutecné ocislovat tak, aby mnozina ¢isel vSech teo-
rému matematicky charakterizovatelna byla.

Logika tedy miize do velké miry pracovat s prostiedky vypujcenymi
z matematiky. (Nékteré prostfedky matematiky si ovSem muZe vypij-
¢ovat bez toho, aby vyroky na c¢isla prevadéla, protoze moderni ma-
tematika uz neni zdaleka jenom naukou o dislech, ale obecnéji védou
o abstraktnich strukturdch.) Godel vSak piekvapivé ukazal také to, ze
rubem této dobré zpravy je jedna prekvapivé Spatna — totiz ta, ze v pod-
staté zadnou oblast poznani nemuzeme axiomatizovat tak dokonale, aby
se vSe, co je pravda, stalo dokazatelnym. Takze i kdyz se ndm podafi
spocitat, ze dany vyrok neni matematickou vétou, nemusi to jesté zna-
menat, Ze neni pravdivy. To je bezesporu nejpozoruhodnéjsi vysledek
matematické logiky dvacatého stoleti. Pokusime se naznacit, pro¢ tomu
tak je.

Predstavme si, ze vyroky, jimiz se zabyvame, nebudou o syslech ¢i
jinych tvorech, ale o ¢islech — budou to vyroky aritmetické. Pfedstavme
si napiiklad, ze to budou vyroky:

1) Cislo 6 je délitelné &islem 2.
2) Cislo 6 je délitelné &islem 3.
3
4) Kazdé cislo délitelné cislem 2 je vétsi nez ¢islo 1.

(1)

(2)

3)

4) K

(5) Cislo 6 neni liché.
(6) C

(7

(3)

Z4dné ¢islo délitelné &islem 2 neni liché.
6

7
8

islo 6 je vétsi nez cislo 1.

Neékterd cisla délitelna cislem 2 jsou délitelnd Cislem 3. <=
Néktera cisla délitelna ¢islem 3 jsou vétsi nez cislo 1.
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Vratme se nyni k otdzce kédovani vyroki ¢isly, kterou jsme nakousli
vysSe. Uvédomme si, ze takové zakédovani jakozto matematicky vztah
existuje ¢i neexistuje nezéavisle na nas a na tom, jestli o ném vime. V§im-
néme si, ze ma-li pti néjakém takovém zakédovani napiiklad vyrok ,,Snih
je bily“ kéd 8004 a vychézi-li vlastnost sklddat se z méené neZ ctyr slov
jako ,kédovana‘ vlastnosti byt délitelné tremi, bude vyrok

Véta ,,Snih je bily“ se skladd z méné nez Ctyt slov
pravdivy pravé tehdy, kdyz bude pravdivy vyrok
Cislo 8004 je délitelné t¥emi;

v tomto smyslu pak budou obé tyto véty rikat totéz. To znamend, ze se
muze stat, ze n€které nase vyroky o c¢islech mohou byt legitimné cteny
i jako ,zakédované‘ vyroky o vyrocich (a to bez ohledu na to, zda o tom
vime, ¢ nikoliv).

Predstavme si tedy, ze nase vyroky hovofi nikoliv o ¢islech, ale jejich
prostfednictvim o vyrocich, které tato ¢isla nesou — Ze napriklad uvedené
vyroky (1), (2), (5) a (6) pojednavaji nikoliv o ¢islu 6, ale o vyroku (6),
to jest o vyroku ,,Cislo 6 je vétsi nez ¢islo 1“. Predstavme si tedy, Ze
uvedené vyroky lze ,dekédovat‘ tak, ze ,ve skutecnosti‘ fikaji:

(1) Vyrok (6) je délitelny vyrokem (2).
(2) Vyrok (6) je délitelny vyrokem (3).

Takto ,dekédovany‘ vsak tyto vyroky nedavaji smysl — hovofi se v nich
o tom, ze néjaky vyrok je délitelny jinym atd.; a to neni néco, ¢emu by se
dalo rozumét. Co kdyby tomu ale bylo tak, Ze nikoliv jenom ¢éisla, o kte-
rych je feé, jsou kdédy vyroku, ale i vlastnosti, které jsou témto ¢islim
pfipisovany, vychéazeji jako ,kédy‘ néjakych vlastnosti vyrokt (v tom
smyslu, jak jsme to vysvétlili)? Co kdyby naptiklad p¥i oéislovani, které
jsme zvolili, byl vztah byt délitelny ,kédem* vztahu byt odvoditelny, vztah
byt veétsi neZ ,kdédem‘ vztahu byt delsi neZ, a vztah byt lichy ,kdédem'
vztahu byt pravdivy? Pak bychom nase vyroky mohli ¢ist takto:

(1
(2
(3
(4

Vyrok (6) je odvoditelny z vyroku (2).
Vyrok (6) je odvoditelny z vyroku (3).

—_— — ~— ~—

Z4dny vyrok odvoditelny z vyroku (2) neni pravdivy.
Kazdy vyrok odvoditelny z vyroku (2) obsahuje vyrok (1).
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(5) Vyrok 6 neni pravdivy.
(6) Vyrok 6 je delsi nez vyrok (1).
(7) Nékteré vyroky odvoditelné z vyroku (2) jsou odvoditelné
z vyroku (3).
(8) Nékteré vyroky odvoditelné z vyroku (3) obsahuji vyrok (1).

Takhle ¢teny uz tyto vyroky smysl davaji. Nejsou ovsem pravdivé [napf‘.
z vyroku ,, Vyrok (6) je odvoditelny z vyroku (3)“ neni odvoditelny vyrok
,Vyrok (6) je delsi nez vyrok (1), jak to tvrdi virok (1)] — coz dokazuje,
ze nas predpoklad, ze by vztah byt délitelny mohl ,kédovat® vztah byt
odvoditelny atd., nebyl spravny. To ale neznamena, Ze uvazované ciselné
vlastnosti nemohou ,kédovat‘ jiné vlastnosti.

Timto zptisobem mohou byt nékteré aritmetické vyroky cteny tak,
jako by ,hovorily samy o sobé‘. A zasadni je, ze pfi ur¢itém zakdédovani
vyrokt bude uréitd (ne zrovna jednoduchd) ¢iselnd vlastnost ,kédovat
jejich dokazatelnost. MuzZeme tedy ,spocitat‘, které vyroky jsou doka-
zatelné. AvSak (jak opét plyne z Godelovych vysledkti) pak lze vytvorit
vyrok, jenz bude vlastnost, kédujici nedokazatelnost, ptipisovat ¢islu,
které bude pravé ¢islem jeho samého. To znamend, Ze tento vyrok bude
rikat

Cislo z je takové a takové,

kde x bude pfi zvoleném kédovani kédem pravé tohoto vyroku samot-
ného a vlastnost jemu pfipisovana bude ,kédem‘ nedokazatelnosti. Tento
vyrok tedy bude mozné ¢ist tak, ze sim o sobé 1ika, ze je nedokazatelny.
A o takovém vyroku lze snadno dokazat, Zze pokud by mél byt dokaza-
telny, cely axiomaticky systém aritmetiky by zkolaboval. (Pfedstavme si
totiz, ze by tento vyrok dokazatelny byl. Pak by byl pravdivy, a tedy by
byla pravda to, co fika, ale protoze sam o sobé fika, ze je nedokazatelny,
byla by pravda, Ze je nedokazatelny. Pravdou by tedy bylo jak to, ze
je dokazatelny, tak to, Ze dokazatelny neni — a to neni mozné.) A pro-
toze standardni axiomy aritmetiky odpovidaji naSim intuicim ohledné
prirozenych ¢isel, dava-li aritmetika vibec néjaky smysl, tento vyrok do-
kazatelny byt nemutze. Lze ovsem ukdazat i to, Ze dokazatelnd nemuze
byt ani jeho negace, takze tento vyrok je v ramci axiomatického systému
aritmetiky nerozhodnutelny.

Tento Godeltuv dikaz logikiim poradné zamotal hlavu. Dodal jim ale
také spoustu naméta pro dalsi zkoumani, predevsim pro takova, ktera se
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uz neobesla bez komplikované matematiky. Propojeni logiky s matema-
tikou se tedy jesté utuzilo. Godeluv dikaz vSak mobilizoval i filozofickou
stranku logiky: postavil logiku pfed nové filozofické problémy a vedl k po-
tfebé hlubsi filozofické analyzy zékladu logiky.

Logika je tedy svornikem mezi dvéma velice odliSnymi svéty: své-
tem matematiky a svétem filozofie. Proto se s vyukou logiky setkdvame
CasteCné v ramci vyuky matematiky a Castecné v ramci vyuky filozo-
fie. V Cechéach lze samostatny obor logika studovat na Filozofické fa-
kulté UK, ale na vyuce se podileji i odbornici z Matematicko-fyzikalni
fakulty UK a z Matematického tstavu AV CR. Studenti tohoto oboru
maji moznost na vlastni kuzi vyzkouset, Zze propojovat svét matematiky
se svétem filozofie je Casto skutecnym intelektudlnim dobrodruzstvim.
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* ko okox ok

Hlavni funkci matematiky (jako kaZdého mys-
leni v pojmech) je dostat pod kontrolu ob-
rovskou rozmanitost jednotlivosti svéta ...
Ezistuje tésny vztah mezi matematikou a ja-
zykem ... Matematika nevyrustd z jazyka,
ale jazyk je mozngy jen diky matematice ...
Matematika popisuje mimosmyslovou skutec-
nost. ™)

Kurt Godel (1906-1978)

*) Vybral Dusan Jedinak.
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