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MATEMATIKA

. . . daX - )
Chceme-li ovérit, ze prumér d = ———- této kruznice je v pripadé

1A%

Apolloniovy kruZnice v nasi tloze roven , je nutné umistit po-

catek soustavy soufadnic do stfedu tsecky PQ. V tom pripadé mame
P[-3(p+4q), 0], Q[3(p+4q),0] a dosazenim a = 3(p+4q), X=p/q,
kde p > q, dostaneme vskutku

da da 2pq

T=R T R-1 p-g

d

Na zavér dodejme, ze Apolloniova kruznice ma své jméno po feckém
matematikovi Apolloniu z Pergy (asi 260-190 pf. n. 1.), jehoz dilo o kuze-
loseckach ovlivnilo celé generace matematiki a astronomu. Od ného po-
chazeji 1 nadzvy parabola, hyperbola, asymptota. Pravdépodobné znate
ulohy, které se souhrnné oznacuji jako tlohy Apolloniovy; jsou to tlohy
na sestrojeni kruznic nebo pfimek, které prochéazeji danymi body a do-
tykaji se danych kruznic a piimek, pficemz dané utvary (body, pfimky,
kruznice) jsou vzdy v poctu tii.

Vybéry monotdénnich posloupnosti

Jaromir Simsa, PFF MU Brno

Chcete se dozvédét o souvislostech kolem tématu jedné tlohy, kterou
v roce 2005 Fesili soutézici tstiedniho kola Matematické olympiady v CR
a SR? Nerozumite-li pfitom dvéma sloviim z nazvu naseho ¢lanku, vibec
to nevadi. Prohlédnéte si dvé konecné skupiny ¢isel

(16,4,7,12,26,20) a (4,7,12,16,20,26).

I kdyz jsou obé skupiny tvofeny stejnymi ¢isly, lisi se jejich poradim.
To povazujeme za podstatné a obé skupiny tudiz za rizné. Skupiné
¢isel s uréenym poradim fikdme v matematice posloupnost, zastoupenym
¢islam jeji cleny.
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MATEMATIKA

Cim se obé vypsané posloupnosti o Sesti ¢lenech lisi na prvni pohled?
Tim, Ze v druhé posloupnosti jsou ¢leny usporadany podle velikosti, a to
od nejmensiho ¢isla po ¢islo nejvétsi. Kazdou takovou posloupnost na-
zyvame rostouct, podobné kazdou posloupnost, jako napr.

(17,16,13,9,4, 3),

nazyvame klesajici. Rostoucim a klesajicim posloupnostem iikdme sou-
hrnné monotdnni posloupnosti*).

Vsimnéme si nyni, Ze rostouci posloupnost (4, 7,12, 16,20, 26), kterou
jsme uvedli jako ivodni priklad, je ,,skryta“ v delsi posloupnosti

(5,4,2,7,6,13,12,10,9, 18, 16, 15, 22, 20, 30, 26);

vyznacili jsme to podtrzenim. Dulezité samoziejmé je, ze poradi pod-
trzenych ¢lent je takové, jaké vyzadujeme, tj. od nejmensiho cisla po
nejvétsi. Dokazete z této 16¢lenné posloupnosti vybrat rostouci posloup-
nost o vice nez Sesti ¢lenech? Po chvili pokust dojdete k nazoru, Ze takova
posloupnost patrné neexistuje. Zdivodnime to tak, ze celou posloupnost
rozdélime na Sest klesajicich usek:

(5,4,2, 7,6,13,12,10,9, 18, 16, 15, 22, 20, 30, 26)
—— . ———

Je jasné, ze kazda rostouci posloupnost vybrana z této posloupnosti ob-
sahuje nejvySe jedno ¢islo z kazdého z Sesti vyznacenych tsekt, takze
mé celkové nejvyse Sest clent. Sami vysvétlete, pro¢ z dané 16¢lenné
posloupnosti nelze vybrat klesajici posloupnost péti ¢isel.

Nyni jsme jiz dobfe pfipraveni na to, abychom rozebrali tlohu MO,
o které jsme se zminili ivodem. Jeji zadani:

Rozhodnéte, zda cleny jakékoliv posloupnosti 15 ruzngch celych cisel
lze zapsat ctyrmi barvami tak, aby cisla kterékoliv barvy tvorila mono-
tonni posloupnost.

Uloha byla pro soutézici velmi obtizna. Z celkového poétu 42 sou-
tézicich v CR a 39 soutézicich v SR tplné feseni podali pouze 2 Cesti
a 3 slovensti tcastnici. Zdtvodnili negativni odpovéd, ze nékterou po-
sloupnost 15 ¢isel nelze zapsat ¢tyfmi barvami pozadovanym zptisobem.

*) Monoténni je i kazda jednoc¢lenna posloupnost (a), ktera je soucasné rostouci i kle-
sajici.
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Ukéazeme, Ze takova je kuptikladu posloupnost

(5,4,3,2,1,9,8,7,6,12,11,10,14,13, 15)
N e N e N e N~ N~
I 11 111 v \Y%

sestavend z péti klesajicich tsekd I az V. Pripustme, Ze jsme jeji ¢isla
zapsali ¢tyfmi barvami tak, Ze ¢isla stejné barvy tvoii vzdy monoténni
posloupnost. V tseku I je pét ¢isel, dvé z nich proto maji stejnou barvu.
Protoze tato dvé cisla tvofi klesajici posloupnost, jejich barvu neméa
7adné z &isel useku II az V.*) V dsecich II az V jsou tedy ¢isla nej-
vyse t¥1 barev; podobné spole¢nou barvu dvou cisel ze skupiny II nemé
zadné z c¢isel skupin III az V, takZe v nich jsou ¢isla nejvyse dvou ba-
rev. Opakujeme-li stejnou tvahu jesté jednou, dojdeme ke zjisténi, ze
¢isla z tsek IV a V maji stejnou barvu, a to je spor, nebot posloupnost
(14, 13,15) neni monoténni.

Od vyfesené tlohy MO ted prejdeme k jednomu péknému vysledku,
ktery v roce 1932 ziskali madarsti matematikové Erdos a Szekeres. Do-
kézali, Ze pro libovolna prirozend ¢isla m a n plati tvrzeni:

Z kazdé posloupnosti mn + 1 navzdjem ruznych celych cisel lze vybrat
rostouct posloupnost o m + 1 ¢lenech nebo klesajici posloupnost o n + 1
clenech.

Uvedené tvrzeni ma zajimavy dikaz. Oznacme
P - (al, az, ..., Gmn, amn+1)

libovolnou zkoumanou posloupnost a uvazujme vSechny rostouci po-
sloupnosti, které jsou obsazeny v P a za¢inaji pevné zvolenym Clenem a;.
Najdéme mezi nimi tu, kterd ma maximalni pocet ¢lenti **), a tento pocet
ozna¢me symbolem p;. (Neni vylouceno, Zze p; = 1.) Provedeme-li popsa-
nou tvahu pro kazdy index i € {1, 2, ..., mn + 1}, dostaneme mn + 1
pfirozenych cisel

P1, P25 - -+ Pmn+1- (1>
Spliiuje-li nékteré z téchto ¢isel p; nerovnost p; = m+ 1, lze z P vy-
brat rostouci posloupnost o m + 1 ¢lenech (s prvnim ¢lenem a;) a zévér

*) Ta jsou totiz vsechna vétsi nez kterékoliv cislo z tseku I.
**) Muze se stat, ze maximélni pocet ¢lentt mé nékolik takovych posloupnosti.
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Erdosovy-Szekeresovy véty plati. Zabyvejme se proto dale pouze opac-
nym piipadem, kdy kazdé z ¢isel p; lezi v mnoziné {1,2,...,m}. Mezi
mn + 1 ¢isly v (1) je tedy nejvyse m riznych hodnot; podle Dirichletova
principu*) to znamend, ze nékterych n + 1 ¢lentt p; ma tutéz hodnotu.
Vysvétlime-li nyni, pro¢ vsSechny ty cleny a; posloupnosti P, kterym
odpovida stejnad hodnota p;, tvori v P klesajici posloupnost, budeme
s celym dikazem Erdosovy-Szekeresovy véty hotovi.

Zbyva tedy zdivodnit tvrzeni:
Jestlize pro indexy ¢ a j plati i < j a p; =p;, pak a; > a;.

Ptipustme, Ze pro indexy ¢ a j, kde ¢ < j, plati rovnost p; = p;
a namisto nerovnosti a; > a; naopak nerovnost a; < a;. Podle definice
¢isla p; existuje v P rostouci posloupnost s prvnim ¢lenem a;, kterd ma
délku p;. PripiSeme-li pfed tuto posloupnost ¢len a;, dostaneme rostouci
posloupnost v P s prvnim ¢lenem a;, jejiz délka je p; + 1. To vSak podle
definice ¢isla p; znamend p; 2 p; + 1, coz je ve sporu s rovnosti p; = p;.
Tim je dikaz potfebného tvrzeni ukoncen.

Vratme se nyni k tloze z nagi MO. Postup jejiho feSeni, ktery jsme
dfive popsali, 1ze zfejmym zpusobem zobecnit na libovolny pocet barev
a dokazat tak nasledujici ,negativni“ tvrzeni.

Splriugi-li prirozend c¢isla k a n rovnost
n=14+2+34+---+k+(k+1), (2)

pak k barev nestaci k tomu, abychom jimi zapsali ¢leny jakékoliv posloup-
nosti sestavené z n ruznych celych cisel, maji-li ¢isla kterékoliv barvy
tvorit monotonni posloupnost.*™)

V zévérecné casti ukdzeme, ze k predchozimu vysledku lze doplnit
,bozitivni*“ tvrzeni, a to v nejlepsi podobé, jakou bychom si mohli prat.
Jeho dikaz autorovi clanku poskytl Jifi Sgall z Matematického dstavu
AV CR.

*) Tento jednoduchy a zaroveri uziteény princip (téz zvany prihrddkovy) 1ze vyslovit
takto: Je-li mn + 1 pfedmétt rozdéleno do m prihradek, pak v nékteré z nich je
alesponn n 4+ 1 predmétu.

**) V ptvodni tloze MO byly zadany konkrétni hodnoty &k = 4 a n = 15 spliujici
rovnici (2). Jeji prozrazeni by soutézicim mohlo poslouzit jako napovéda k Feseni.
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Splrugi-li prirozend ¢isla k a n nerovnost
n<14+2+3+ - +k+(k+1), (3)

pak k barev staci k tomu, abychom jimi zapsali ¢leny jakékoliv posloup-
nosti sestavené z n ruznych celych cisel, maji-li ¢isla kterékoliv barvy
tvoTit monotonni posloupnost.

Drtikaz provedeme indukci vzhledem k ¢islu k.

Je-li k=1, pak podle (3) plati n < 3, takZe tvrzeni je ziejmé.*)

V druhém induk¢énim kroku pfedpokladejme, ze tvrzeni plati pro né-
které k a vysvétleme, pro¢ potom k -+ 1 barev sta¢i k vyhovujicimu za-
pisu libovolné posloupnosti P = (a1, as,...,a,) riznych n celych ¢&isel,
plati-li

n<l4+2+ - ---+k+1)+(kE+2). (4)

Lze-li v P zapsat jednou barvou k + 2 ¢lentt a; tvoricich rostouci po-
sloupnost, mtzeme tyto ¢leny z P vyskrtnout a pokud n > k + 2, zbylou
posloupnost o n — k — 2 ¢lenech zapsat pozadovanym zptisobem dalsimi
k barvami podle indukéniho pfedpokladu, nebot z nerovnosti (4) plyne
nerovnost

n—k—2<14+2+ -+ (k+1);

spolu s vyskrtnutymi ¢isly tak dostaneme pozadovany zapis celé posloup-
nosti P pomoci k + 1 barev.

Zabyvejme se proto dale pouze pripadem, kdy v P zadna rostouci
posloupnost o k 4 2 clenech neexistuje. Stejné jako v dikazu Erdésovy-
-Szekeresovy véty oznac¢ime symbolem p; maximéalni pocet ¢lenii rostouct
posloupnosti, ktera se vyskytuje v P a zacina ¢lenem a;. Pro kazdy index
i €{1,2,...,n} pak v nasem p¥ipadé plati 1 < p; < k + 1, takze vSech
riznych hodnot p; je dohromady nejvySe k+ 1. AvSak ze zminéného
dikazu vime, ze vSechny ¢leny a;, kterym odpovida stejnd hodnota p;,
tvori v P klesajici posloupnost, takze je mizeme obarvit stejnou barvou
(pro kazdou z rtiznych hodnot p; jinou). Tak zapiseme vSechny ¢leny P
pozadovanym zptisobem a vyuzijeme piitom nejvyse k + 1 barev. Tim
je cely dukaz hotov.

*) Kazda posloupnost o méné nez tiech Clenech je monotdnni, takze k zapisu jejich
Clent vystacime s jednou barvou.
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