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MATEMATIKA

Apolloniova kruznice a kruhovy kule¢nik

Emil Calda, MFF UK Praha

Uloha

Predstavme si, Ze na kruhovém kuleénikovém stole se stfedem S a s pri-
mérem AB jsou podle obr. 1 umis-
tény dvé kulecnikové koule: jedna
v bodé P uvnitf tsecky SA ve
vzdalenosti p od bodu S, druha
v bodé @ uvnitt usecky SB ve
vzdalenosti ¢ od bodu S. Ku-
le¢nikovym tégem chceme kouli
v bodé P uvést do pohybu tak,
aby po odrazu od kruhové hrany
stolu v bodé X # A narazila do
koule v bodé Q. Tento bod X na
hrané stolu méme za kol nalézt.

Obr. 1

Reseni tlohy
Je-li bod S stiedem usecky PQ), je Feseni jednoduché — bod X je prise-
¢ikem hrany stolu a kolmice k praméru AB vedené bodem S.

Pfedpokladejme dale, ze bod S stfedem tusecky P neni. Pro-
toze musi byt splnén zdkon odrazu, thly « a § na obr.1 se rovnaji,
takze primka XS je osou vnitiniho thlu PX@ trojuhelniku PQX.
Vyuzijeme-li znalosti, Ze osa vnitfniho thlu trojihelniku rozdéluje pro-
téjsi stranu na dva tseky, jejichz délky jsou ve stejném pomeéru jako
délky odpovidajicich si prilehlych stran trojahelniku, miizeme psat

|IPX| p

QX g
Tento pomér vzdélenosti bodu X od bodt P, @ je rtizny od jedné (bod S
neni stfedem PQ), takZe hledany bod X ziskdme jako priseéik Apollo-

niovy kruznice s kruznici predstavujici hranu kruhového stolu. Apollo-
niova kruZnice je totiz mnozina vSech bodu roviny, které maji od dvou

Roénik 81 (2006), &islo 1 9



MATEMATIKA

danych rtznych bodu stejny pomér vzdalenosti rizny od jedné. Protoze
se Apolloniova kruznice na stiedni Skole obvykle neprobira, fekneme o ni
par slov a teprve pak se vratime ke kule¢nikovému stolu.

Apolloniova kruznice

Méjme dva rtzné body P, @ a hledejme mnoZinu vSech bodu X, pro

které plati
\PX| _

=\
|QX|
kde A je dané kladné ¢islo, A # 1; bez Gjmy na obecnosti budeme pied-

pokladat A > 1.
Nejprve sestrojime na pfimce PQ body R, T tak, aby platilo

|PR| . |PT|
QR QT|

Ziskame je jako pruseciky primky PQ s pfimkami P;@1 a P1Q2, kde
P, @, Q2 jsou takové body lezici na libovolné zvolenych rovno-
bézkich p’, ¢’ prochazejicich body P, @, pro které plati |PPi|= p,
|QQ1| = |QQ2| = ¢, pficemz p/q = X (oznaceni viz obr. 2).

A

Ukéazeme, ze mnozina vSech bodi X dané vlastnosti je kruznice k, s pru-

mérem RT.

1. Na kruznici k, zvolime libovolny bod X rtzny od bodd R, T' (obr. 3)
a dokdzeme, ze ma danou vlastnost, tj. ze plati |PX|/|QX]| = \. Za
tim Gcelem vedeme bodem @ rovnobézku s pfimkou PX a sestrojime
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jeji priseciky E, F' s pfimkami X7, X R (v tomto pofadi). Z podob-
nosti trojuhelnik PTX a QTFE plyne

|PT|  |PX]

QT|  |QE]

a z podobnosti trojihelniki PRX a QRF plyne

|PR| |PX|

QR |QF|”

Protoze se levé strany téchto timér rovnaji, rovnaji se i jejich pravé
strany, tj. plati
QE| = |QF].

Tato rovnost znamend, ze bod @ je stfedem prepony pravothlého
trojuhelniku EF X, takze podle Thaletovy véty

QE| = |QF| = [QX].

Z podobnosti trojuhelniki PRX a QRF a z jiz uvedenych rovnosti
vyplyva

| PT| o |PR| B |PX| B |PX|
|QT| IQR| |QF| QX"
odkud dostavame
|PX]|
— =\
|QX]|
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MATEMATIKA

2. Dale ukazeme, Ze bod X, ktery na kruZnici k, nelezi, danou vlastnost
neméa. V tomto pripadé€ neni thel RXT pravy, bod @ je vSak i nyni
stredem usecky E'F', takze

QE| #|QX], |QF|#|QX],

odkud plyne
QRX| "

Pokracovani reseni
Vratme se k tloze o kuleénikovych koulich a sestrojme Apolloniovu kruz-
nici k,, kterd je mnozinou vSech bodu X, pro néz plati

|IPX| p

QX q’
kde p, q jsou po fadé vzdalenosti bodi P, @ od stfedu S kruhového
stolu. Tato Apolloniova kruZnice je sestrojena na obr. 4.

Obr. 4

Abychom zjistili, kdy méa uvazovand tloha feSeni, ur¢ime prumeér
d = |SR| kruznice k,:

d=1[5Q| +|QR| = ¢ + |QR|
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MATEMATIKA

7Z podobnych trojahelnikd QRQ), a PRP; zjistime
QR| _ p+q+|QR|

q p
odkud postupné vypocteme:
q(p+4q
Qr| = 100
pP—q
2
g 2
pP—q

polomér stolu r, tj. r = |SB|, dostaneme vysledek, Ze nase tloha (zadana
podle obr. 1, kde p > ¢) maé FeSeni pravé tehdy, kdyz d > r, tj. kdyz
2pq
p—q

>

Pro ilustraci je uvazovana tloha vyfesena na obr. 5, a to pro hodnoty
|AS| = |BS|=r=3cm, |PS|=p=2cm, |QS|=¢=1cm.

Hledané body jsou priseéiky Xi, X2 Apolloniovy kruznice k, (s pri-
mérem SR) s kruznici ks pfedstavujici hranu kruhového kuleéniku (po-
drobné konstrukce pro piehlednost v obrazku nejsou).

Obr. 5
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Analytické vyjadreni Apolloniovy kruznice

Dané body P, (Q umistime ve zvo-

lené kartézské soustavé soutrad- Y
nic podle obr.6, tedy P[—a,0], Xz, y]
Qla,0], a > 0.

Najdeme nutnou a postacujici
podminku, kterou musi spliiovat /
soutadnice bodu X|z,y], aby byl Pl—a,0] |O C'Q[a 0]

pomér |PX|/|QX| roven danému
kladnému ¢islu A # 1. Protoze

[PX|=V(z+a)?+y? [QX|=+(z—a)®+y?

dostaneme z pozadavku

T
Obr. 6

|PX|
QX

po umocnéni a dalgich pravach postupné

A

(.Z‘+Cl)2 +y2 —_ /\2(1‘—(1>2 +/\2 2,
22 (1= X)) +2az(1+2?) + 2 (1 - A?) +a*(1 - %) =0.
Odtud — vzhledem k tomu, ze A # 1 — ziskdme po vydéleni vyrazem

1 — A2 rovnici
2

1+ A
z? + 2ax + +y?+a2 =0,

1— 22

kterou upravime na tvar

1+A2\ 2a\ \?
(‘””1-%) tr=lioe)
T e . y 1+
Ziskali jsme rovnici kruznice se stfedem v bodé |—a T2 0| as po-

a
lomérem m Zjistili jsme, Ze vSechny body X dané vlastnosti

leZi na této kruznici. Obracenim pfedvedeného postupu se presvédéime
o tom, ze také kazdy bod této kruznice ma danou vlastnost.
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. . . daX - )
Chceme-li ovérit, ze prumér d = ———- této kruznice je v pripadé

1A%

Apolloniovy kruZnice v nasi tloze roven , je nutné umistit po-

catek soustavy soufadnic do stfedu tsecky PQ. V tom pripadé mame
P[-3(p+4q), 0], Q[3(p+4q),0] a dosazenim a = 3(p+4q), X=p/q,
kde p > q, dostaneme vskutku

da da 2pq

T=R T R-1 p-g

d

Na zavér dodejme, ze Apolloniova kruznice ma své jméno po feckém
matematikovi Apolloniu z Pergy (asi 260-190 pf. n. 1.), jehoz dilo o kuze-
loseckach ovlivnilo celé generace matematiki a astronomu. Od ného po-
chazeji 1 nadzvy parabola, hyperbola, asymptota. Pravdépodobné znate
ulohy, které se souhrnné oznacuji jako tlohy Apolloniovy; jsou to tlohy
na sestrojeni kruznic nebo pfimek, které prochéazeji danymi body a do-
tykaji se danych kruznic a piimek, pficemz dané utvary (body, pfimky,
kruznice) jsou vzdy v poctu tii.

Vybéry monotdénnich posloupnosti

Jaromir Simsa, PFF MU Brno

Chcete se dozvédét o souvislostech kolem tématu jedné tlohy, kterou
v roce 2005 Fesili soutézici tstiedniho kola Matematické olympiady v CR
a SR? Nerozumite-li pfitom dvéma sloviim z nazvu naseho ¢lanku, vibec
to nevadi. Prohlédnéte si dvé konecné skupiny ¢isel

(16,4,7,12,26,20) a (4,7,12,16,20,26).

I kdyz jsou obé skupiny tvofeny stejnymi ¢isly, lisi se jejich poradim.
To povazujeme za podstatné a obé skupiny tudiz za rizné. Skupiné
¢isel s uréenym poradim fikdme v matematice posloupnost, zastoupenym
¢islam jeji cleny.
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