Rozhledy matematicko-fyzikalni

Pavel Trojovsky
O fraktalech a tlohach vedoucich ke geometrické radé
Rozhledy matematicko-fyzikdlni, Vol. 81 (2006), No. 1, 1-8

Persistent URL: http://dml.cz/dmlcz/146123

Terms of use:

© Jednota ¢eskych matematiki a fyzikd, 2006

Institute of Mathematics of the Czech Academy of Sciences provides access to digitized documents strictly for personal
use. Each copy of any part of this document must contain these Terms of use.

This document has been digitized, optimized for electronic delivery and stamped with digital
\) signature within the project DML-CZ: The Czech Digital Mathematics Library http://dml.cz


http://dml.cz/dmlcz/146123
http://dml.cz

MATEMATIKA

O fraktalech a Glohach
vedoucich ke geometrické radé

Pavel Trojovsky, PedF' UHK Hradec Krdlové

Fraktdlni geometrie je velmi moderni védni disciplina, ktera je rozvi-
jena zhruba od sedesatych let 20. stoleti, kdy se odbornici v rtznych
pfirodovédnych oborech pokouseli charakterizovat chaoti¢nost prirody.
Popis pomoci klasické geometrie se ukazal jako naprosto nepostacujici.
Ackoliv se na prvni pohled mutze zdat, Zze prirodni objekty jsou zcela
chaotické, neni to absolutni pravda, nebot napft. stromy v nekultivova-
ném lese jsou sice rozmistény nahodné, ale pfesto lze v této ndhodnosti
shledat jista pravidla. Snaha nalézt hranici mezi chaosem a fadem v pii-
rodé vedla k potifebé vytvorit aparat, ktery bude schopen chaoti¢nost
popsat. V roce 1975 zavedl matematik Benoit Mandelbrot (nar. 1924)
nazev fraktalni *) geometrie a exaktné tuto disciplinu definoval. Ustied-
nim pojmem fraktalni geometrie je sobépodobnost (napf. malinky kami-
nek je sobépodobny s obrovskym balvanem, nebot pii jistém zvétSeni
obrazku kaminku jiz nerozlisime, co je obrazek balvanu a co kaminku;
matematicky se tato vlastnost nazyva invariance vicéi zméné méritka).
Sobépodobna mnozina tedy vznikd opakovanim sebe sama pfi urcitém
transformovani (zméné méfitka, rotaci, posunuti atd.).

I kdyz fraktalni geometrie vznikla jako novd matematicka disciplina
az v 80. letech 20. stoleti, neznamena to, Ze se prvni fraktily objevuji
az od této doby. Matematici se s né€kterymi typy fraktala setkavali jiz
mnohem diive. Patrné prvni fraktal miZeme zaznamenat u Georga Can-
tora (1848-1918), kdyZ v roce 1883 popsal mnozinu, kterd je typickym
predstavitelem sobépodobnych objektit (jde o zndmé Cantorovo discon-
tinuum).

Druhym fraktélem je tzv. Kochova vlocka, kterou v roce 1904 popsal
Niels Fabian Helge von Koch (1870-1924). Je vytvafena postupné z hra-
nice rovnostranného trojuhelniku nekonecnékrat opakovanou rekurzivni
zameénou kazdé tsecky lomenou Carou, kterd vznikne rozdélenim této

*) Néazev je odvozen z latinského slova fractus znamenajiciho lomeny, zlomeny.
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usecky na tii stejné ¢asti a nahrazenim stfedni
Casti dvéma stranami rovnostranného trojuhel-

niku (obr.1). Za vychozi obrazec je tedy zvolena
hranice rovnostranného trojthelniku a na zakladé V

zminéné rekurze pak postupné vznikaji kiivky Obr. 1

zobrazené na obr. 2.

Obr. 2

Tretim typem fraktalu je tzv. Sierpinského koberec, o jehoz vzniku
uvazoval v roce 1915 matematik Wactav Sierpinski (1882-1969). Vycho-
zim Utvarem je opét rovnostranny trojuhelnik. Na néj aplikujeme re-
kurzivni vyjimani jistych rovnostrannych trojuhelnikt. Jak presné tento
proces probihé, vysvétlime na zdkladé vodnich tvart vznikajiciho frak-
talu. V prvnim kroku rozdélime trojuhelnik na ¢tyfi shodné rovnostranné
trojuhelniky a prostfedni trojihelnik vyjmeme. Ve druhém kroku apliku-
jeme stejné rozdéleni a vyjmuti na kazdy ze zbyvajicich tii trojihelnik
z prvniho kroku atd. Prvni ¢tyfi kroky jsou znazornény na obr. 3.

A4S
AA LL A48

Obr. 3

ULOHY Z FRAKTALNI GEOMETRIE

Priklad 1. Urcéete délku Kochovy vlocky a obsah obrazce, ktery tato
kfivka ohranicuje, jestlize zakladni rovnostranny trojuhelnik méa stranu

délky a.

Reseni. 7 rekurzivni konstrukce (obr. 1 a obr. 2) je vidét, Ze pocet stran
se v kazdém kroku zvétsi na ¢tyfnasobek. Pro pocet stran p, a délku
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k¥ivky I, po n-tém kroku, n € NU {0}, proto plati
Pn = 3- 4n7

a 4\"

Délky uvazovanych kiivek tedy predstavuji ¢leny geometrické posloup-
nosti s prvnim ¢lenem 3a > 0 a kvocientem % > 1. Z toho vyplyva, ze
délka Kochovy vlocky je nekonecna.

Obsah vychoziho trojtahelniku je

V prvnim kroku se obsah zvétsi o obsahy tii trojuhelniki s tietinovou
délkou strany, ¢ili s devétkrat mensim obsahem, nez je obsah vjchoziho
trojuhelniku, tj. o

So

51:3?

Podobné v n-tém kroku, n € N, se obsah zvétsi o

SO —1 SO 3 4”
=g 22 gyl 20 2 () g
Sn=Pn-1 gy =3 o 1 \g) 0

Pro obsah S obrazce ohraniceného Kochovou vloc¢kou proto plati

3 2L (4" 3 3 8 23 ,
S_SO+ZSO-Z<§) :SO+ZSU~1_%:550:TCL.

n=1

Priklad 2. Podobné jako v prikl. 1 uréete délky fraktdla a obsahy ob-
razcl, které ohranicuji. Na obr.4 a obr.5 jsou vzdy ¢tyrfi tvodni tvary
vznikajicich fraktali; vychozi ¢tverec ma stranu délky a.

OL3ES

Roénik 81 (2006), &islo 1 3

Obr. 4



MATEMATIKA

OREAES

Reseni. Budeme postupovat analogicky jako v piikl. 1. Ozna¢ime opét p,,
pocet stran a [, délku kiivky po n-tém kroku. Délky tsecek, jimiz je
kfivka po n-tém kroku tvofena, budeme znaéit a,. V obou pripadech
pro kazdé celé nezaporné ¢islo n plati [, = p,an,.

a) Pro kazdé n € NU {0} plati

a

an:3—n

5 n
s pn=4-5", l,=ppa, =4a (g) .
Posloupnost délek krivek je tedy geometrickd s kvocientem % > 1,
proto mé uvazovany fraktal nekonec¢nou délku.

Pro vypocet obsahu obrazce fraktalem ohranic¢eného je dilezité si
uvédomit, Ze ¢tverce ,nalepované® v n-tém kroku jsou navzajem dis-
junktni. Dokumentuje to barevné upraveny obr. 6, ktery znazornuje
prvni tii kroky vzniku fraktalu.

Obsah vychoziho ¢tverce je Sy = a?. Pro obsah S, plochy pfidané
v n-tém kroku, n € N, plati S,, = p,_1a2. Obsah S obrazce ohrani-
¢eného fraktalem tedy vypocteme takto:
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00 o) a 2
S:SO+ZSn:a2+Z4'5n_1 (3_n) =
n=1 n=1

4@2 5 " 4@2
2 § 2
= Qa + —_— (—) = Qa + —_—

n=1

©ojot

= 24>

—_
I
©lout

b) Pro kazdé n € NU {0} plati
Pn=4-8", 1, =pna, =4a-2".

Fraktal ma tedy opét nekonecnou délku.

Tento fraktal je vSak zajimavy tim, Ze obsahy vSech postupné
vznikajicich obrazci, a tedy také obsah obrazce ohrani¢eného uvazo-
vanym fraktalem, jsou stejné — vdechny jsou rovny a?. Je to snadno
vidét z barevné upraveného obr. 7, ktery znazornuje prvni dva kroky
vzniku fraktalu.

Priklad 3. Urcete obsah celkové vyjmuté plochy pii vzniku Sierpiriského
koberce (obr.3), je-li obsah vychoziho rovnostranného trojihelniku Sy.

Regend. V prvnim kroku vyjmeme jeden trojihelnik o obsahu Sp/4 a tii
takové trojuhelniky zachovame. Ve druhém kroku vyjmeme tfi trojihel-
niky o obsahu Sy/(4?) a zachovdme devét takovych trojihelniki. Déle
pokracujeme stejnym zptisobem. Pro obsah S plochy vyjmuté po neko-
nec¢né mnoha krocich tedy plati:
So So So Sox=(3\"_ Sy 3
S_4+3.42+9.43+..._3 ()_3.1___

n=1

4

Obsah celkové vyjmuté plochy je roven obsahu celého vychoziho ttvaru!
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Priklad 4. Podobné jako Sierpiniského koberec vznikaji fraktély, jejichz
avodni ¢tyfi tvary jsou na obrazcich 8, 9, 10. Vypoctem ovéite, ze ob-
sah S celkové vyjmuté plochy je ve vSech tfech pfipadech roven obsahu Sy

vychoziho utvaru.

a).nﬂ
b).ﬁ

c)

Reseni. Obdobnym postupem jako v piikl. 3 vypocteme:

So & <8)” So &
a) S:— — = — . :SO
8; 9 8§ 1-3
b) S_SOZ<§> =80 25 =5
n=1 1_§
55 <= /4\"' 58, 1
S=— = - =9 -9
) 9n1(9> 9 1-3° 7
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Priklad 5. Tak jako fraktaly v roviné lze vytvéret i fraktly v prostoru.
Jednim z nejznaméjsich prostorovych fraktald je tzv. Mengerova houba,
kterd je pojmenovana podle svého autora Karla Mengera (1902-1985).
Vznikne tak, ze v prvnim kroku rozdélime krychli na 27 shodnych krych-
licek a 7 z nich vyjmeme, ve druhém kroku aplikujeme stejné rozdéleni
a vyjmuti na kazdou ze zbyvajicich 20 krychlic¢ek atd.; tvodni tvary jsou
na obr. 11. Vypoctem ovérte, ze celkovy objem V vSech nekoneéné mnoha
vyjmutych krychli je roven objemu V{ vychozi krychle.

Reseni. Podobné jako v rovinnych p¥ipadech vypocteme:

CTWom (20" v, 1
V27;<27> =% 1-m =W

Priklad 6. Uvazujme téleso, jez je slozeno z nekoneéné mnoha pravidel-
nych kolmych trojbokych hranolt, které maji stejnou vysku v =1 a je-
jichz podstavami jsou troj-
thelniky vyjmuté z rovno-
stranného trojuhelniku o dél-
ce strany a =1 pii vzniku
Sierpinského koberce. Pred-
stavu o vzhledu vysledného
télesa si mizeme vytvorit na
zékladé obr. 12, ktery zobra-
zuje téleso slozené z hranolu
Hy, tfi hranold Hs, deviti
hranoli H3 a dvaceti sedmi
hranold H,. Jaky je objem
a povrch vysledného télesa?
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Reseni. Pro kazdé n € N ma podstavnd hrana hranolu H, délku
b, = 1/(2"), pticemz pocet hranolt H,, je p, = 3"~* (obr.13).

Vypoéteme obsah S,, podstavy hranolu H,, (n € N):

Sy, = ?bi:@. <1>n_\/§ <1)n+1

4 4

Pro objem V a povrch S vysledného télesa plati:

V:ipn-(sn~1):i3"—“{—§ G)n_lz\/_(;i( >n_1:
_ 1 _
4

16 1-2

S::iipn-psn+4%(1wmﬂ }:3"1[3§:(Z>-+3<%>n]:

n=1 n=1
\/g [eS) 3 n
5 X (o)

Dochézime k zajimavému vysledku. Objem vysledného télesa je roven
objemu celého ,,vychoziho“ pravidelného kolmého trojbokého hranolu
o podstavné hrané délky a =1 a vysSce v = 1, zatimco povrch tohoto
télesa je nekonecny.
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