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MATEMATIKA

Aritmetickd posloupnost druhého fadu ™)

Jaroslav Zhouf, PedFF UK Praha

V domaécim kole 54. ro¢niku matematické olympiady kategorie B byla
zadéana tato tloha:

Uloha

Na stole lezi k hromadek o 1, 2, 3, ..., k kamenech, kde k = 3. V kazdém
kroku vybereme tfi libovolné hromadky na stole, slou¢ime je do jedné
a pridame k ni jeden kdmen, ktery na stole dosud nelezel. Jestlize po
nékolika krocich vznikne jedind hromadka, neni vysledny pocet kament
délitelny tfemi. Dokazte.

Prvni ¢ast reseni ulohy
V kazdém kroku se pocet hroméadek zmensi o dvé. Aby nakonec vznikla
jedna hromadka, musi byt na zacatku lichy pocet hromadek, tedy k je
liché ¢&islo, k = 3.
Kdyby na zacatku lezely na stole jen tfi hromadky, méla by jedina
hromadka po jejich slouceni a pfidani jednoho kamene
[(1+ 2+ 3)+ 1] kamend = 7 kamend.

Kdyby na zacatku lezelo na stole pét hromadek, byly by tam po prvnim
slouceni t¥i hroméadky a po dalsim slouceni jedna hroméadka. Pridaly
by se tak ke kamentim na stole celkem dva kameny, takze na konecné
hroméadce by bylo

[(14+24+3+4+5)+ 2] kament = 17 kamend.
Pri pocatecnich sedmi hromédkach bude nakonec na stole
(14+2+34+4+54+6+7)+ 3] kamenti = 31 kament,
pfi deviti hromadkéch to bude
(1+24+34+44+5+6+7+8+9)+ 4] kamend = 49 kamend atd.

*) Clanek byl vytvoren s podporou grantu GAUK 500/2004/A-PP /PedF.
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MATEMATIKA

Tedy v zéavislosti na poc¢tu hromadek, které na zacatku lezi na stole,
bude ve vysledné hromadce jeden z téchto poctti kamenti:

7, 17, 31, 49, 71, 97, 127,

Zacatek této posloupnosti je zajimavy tim, ze rozdily kazdych dvou sou-
sednich ¢leni tvofi novou posloupnost

10, 14, 18, 22, 26, 30, ...,

kterd je aritmeticka s diferenci 4.

Ukézeme, Ze tuto vlastnost ma celd posloupnost moznych pocta ka-
mend ve vysledné hroméadce pro libovolny lichy pocet k& hromadek,
které jsou na zacatku na stole. Uvazujme tedy tii za sebou nasledu-
jici mozné pocty hromadek lezicich na zacatku na stole. V prvnim pfi-
padé lezi na stole k hromadek, kde k je liché ¢&islo, k 2 3, ve druhém
pfipadé je to k+ 2 hromadek a ve tfetim piipadé k+ 4 hromadek.
Rozdil mezi koneénymi pocty kamend ve druhém a prvnim piipadé
je (k+1)+ (k+2) 4+ 1= 2k +4; rozdil mezi koneénymi poc¢ty kament
ve tfetim a druhém piipadé je (k+3) + (k+4) + 1 =2k + 8. Protoze
(2k +8) — (2k + 4) = 4, jsou zkoumané rozdily skutecné ¢leny aritme-
tické posloupnosti s diferenci 4.

Vidime, ze zadny z né€kolika vypsanych ¢lenti posloupnosti

7, 17, 31, 49, 71, 97, 127, ...,
které vyjadiuji mozné pocty kamenti ve vysledné hromadce, neni déli-
telny tfemi. Tuto skutecnost musime jesté dokazat pro libovolny c¢len
posloupnosti. K ditkazu pouzijeme vzorec pro obecny ¢len této posloup-

nosti. Dfive nez tento vzorec odvodime, sezndmime se s jednoduchou
teorii o podobné sestavenych posloupnostech.

Aritmeticka posloupnost druhého Ffadu

Posloupnost
7, 17, 31, 49, 71, 97, 127,

je prikladem tzv. aritmetické posloupnosti druhého radu.

Definice. Konec¢na nebo nekoneénd posloupnost (b,,) se nazyva aritme-
tickd posloupnost druhého tddu, pokud posloupnost (a,) = (byt1 — bn)
je aritmeticka.
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MATEMATIKA

Aritmetickd posloupnost znamé ze Skoly se nékdy nazyva aritmetickd
posloupnost pruniho rddu.

Je-li (a,) aritmetickd posloupnost (prvniho fadu), je téz (ap+1 — an)
aritmeticka posloupnost (prvniho fadu) — mé vSechny ¢leny stejné. Tato
posloupnost se miize nazyvat aritmetickd posloupnost nultého Tddu, Cas-
téji se ji vSak fika konstantni posloupnost.

Priklad 1. Posloupnost
(CLn) = (15 27374a 55 t )

je aritmeticka posloupnost (prvniho fddu). Mizeme ji nalézt v Pascalové
trojihelniku ve druhém Sikmém sloupci (tabulka 1). Pfipomenme, Ze
Pascaltiv trojuhelnik mé dva krajni sikmé sloupce slozené ze samjch
jednicek a kazdé dalsi ¢islo v Pascalové trojuhelniku je rovno souctu
dvou ¢isel, kterd se nachazeji bezprostifedné nad nim.

Ve tretim sikmém sloupci je aritmetickd posloupnost druhého fadu

(by) = (1,3,6,10,15, ...),

nebot rozdily kazdych dvou jejich sousednich ¢lenti tvoii aritmetickou
posloupnost (prvniho fadu).
A v prvnim $ikmém sloupci je aritmetickd posloupnost nultého fadu

1,1,1,1,1, ...

2 1
3 1

6 4 1
10 5 1

20 15 6’/ 1

TABULKA 1

V Pascalové trojihelniku je ve ¢tvrtém sikmém sloupci tzv. aritme-
tickd posloupnost trettho Tadu

(cn) = (1,4,10,20, ...),

nebot rozdily kazdych dvou jejich sousednich ¢lenil tvoii aritmetickou
posloupnost druhého radu.
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MATEMATIKA

V Pascalové trojihelniku jsou postupné v dalsich sikmych sloupcich
tzv. aritmetické posloupnosti cturtého, patého atd. rddu. Dale se budeme
zabyvat jen aritmetickymi posloupnostmi druhého fadu.

Priklad 2. Posloupnost
(an) = (=5,-1,3,7,11, ...)

je aritmetickd posloupnost (prvniho ¥adu). Cleny k ni prislusné arit-
metické posloupnosti druhého Fadu (b,) zavisi na tom, jaky bude
jejl prvni ¢len by. Zvolime-li napf. by =6, potom b =a; + b =1,
bs = as + bs = 0, takze postupné dostaneme

(by) = (6,1,0,3,10,21, ...).

Pro tento vypocet 1ze vyuzit ciselnou tabulku, ktera se vytvari podle
stejného pravidla jako Pascaltiv trojuhelnik (tabulka 2). Z ni se d4 vy¢ist
nejen aritmetickd posloupnost druhého fadu, ale i dalsi aritmetické po-
sloupnosti vyssich radt, pokud zname jejich prvni ¢leny. V nasi tabulce
je napt. jako prvni Clen aritmetické posloupnosti tfetiho fadu zvoleno
Cislo —4.

TABULKA 2

Vzorec pro obecny ¢len aritmetické posloupnosti druhého fadu

Je-li (b,) aritmetickd posloupnost druhého fadu a (a,) k ni pfislusna
aritmetickd posloupnost (prvniho ¥adu) s diferenci d, plati:

bg—blzal

b3—b2:a2
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Po secteni vSech téchto rovnosti postupné dostaneme:

b —bi=a1+az+ - +ap1
bn=a1+ax+ - +an—1+b

~1
by = “5— - 201+ (n = 2)d] + by

bnz(n_l)#-dﬂn—l)aﬁrbl
d 3d
bnzg.nQ—&—(a1—7>.n+(b1—a1+d) (1)

Podle vzorce (1) mizeme vypocitat obecny ¢len aritmetické posloup-
nosti druhého fadu, zname-li z p¥islusné aritmetické posloupnosti (prv-
niho ¥4du) jeji prvni ¢len a; a diferenci d.

Vidime, ze aritmetickou posloupnost druhého fadu zadava kvadraticka
funkce

b, = An* + Bn + C. (2)

Ukazme, ze plati rovnéz obracené tvrzeni, tj. zvolime-li konstanty
A, B, C libovolné, bude vzorcem (2) zadana néjaké aritmetickd posloup-
nost druhého fddu. Skuteéné, pro takovou posloupnost (b,,) plati

bup1—bn = [A(n+1)>+ B(n+1)+C] — [An® + Bn + C] =
=2An+ A+ B.

Cisla a,, = 2An + A+ B ziejmé tvoii aritmetickou posloupnost (prvni-
ho fadu) s diferenci 2A4.

S touto znalosti muZzeme najit vztah pro n-ty ¢len aritmetické po-
sloupnosti druhého fadu i bez pomoci pfislusné aritmetické posloupnosti
(prvniho Fadu). Znéme-li napiiklad jeji prvni tii éleny by, ba, bs, koefi-
cienty A, B, C najdeme tak, Zze do vzorce (2) dosadime za n hodnoty
1, 2, 3.

Piiklad 3. Aritmetickd posloupnost druhého fadu (b,,) v piikladu 2 méa
prvni ¢len by =6 a piislusna aritmetickd posloupnost (prvniho fadu)
(an) mé prvni ¢len a; = —5 a diferenci d = 4, proto podle (1) pro n-ty
¢len posloupnosti (b,,) plati

b, = 2n% — 11n + 15.
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Tento vztah lze odvodit i pomoci (2) bez znalosti pfislusné posloup-
nosti (a,). Dosadime za n hodnoty 1, 2, 3, ¢imZ dostaneme soustavu
linearnich rovnic pro neznamé A, B, C-:

6=A-1°+B-1+C
1=A-22+B-2+C
0=A4-33+B-3+C

6= A+ B+C
1=4A+2B+C
0=9A+3B+C

Tato soustava ma feSeni A =2, B = —11, C = 15, ¢mz jsme potvrdili
spravnost predchoziho vypocétu pomoci vzorce (1).

Vzorec pro soucet nékolika prvnich ¢lena aritmetické
posloupnosti druhého fadu

K odvozeni vzorce pro soudet s, =0b;+by+ ---+b, vyuZijeme
vztah (1):

d 3d
+(b1—a1+d)~n

d n(n+1)2n+1 3d nn+1
Snzi' ( )6( )+<a1—7>%+(b1_al+d)n
_d 3 ar d 9 ar d
Sn =g m —|—<2 2)~n +(b1 2+3>'n (3)

Tento vzorec je piedpisem pro kubickou funkci bez absolutniho ¢lenu
sn = An® + Bn® 4+ Cn. (4)

Koeficienty A, B, C proto mtiZzeme najit i z hodnot s1, s3, s3 (uréenych
Cleny by, ba, bs) tak, ze dosadime za n hodnoty 1, 2, 3.
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Dtlezity vztah
n(n+1)(2n+1)

12 +22+ - 4 n? = g

pouzity pii odvozeni vzorce (3) se da sice najit v tabulkich, je vSak
vhodné si ho nadale zapamatovat. Lze ho dokazat napf. matematickou
indukci. Totéz plati o vzorcich:

1+2+...+n:M
2
13+23+---+n3:M
4

Piiklad 4. Aritmetickd posloupnost druhého fadu (b,,) v piikladu 2 méa
podle (3) soudet prvnich n ¢lentt

2,3 _ 9,2, 59
Sp = 3N° —3n" + Fn.

Tento vztah lze odvodit také pomoci (4). Koeficienty A, B, C uréime ze
soustavy linearnich rovnic:

6=A-1>+B-12+C-1
6+1=A-224+B-224+C-2
6+14+0=A4-33+B-32+C-3

6= A+ B+ C
7= 8A+4B+2C
7T=27TA+9B +3C

Tato soustava méa feSeni A = %, B = —%, C= %, coZ je potvrzeni

spréavnosti pfedchoziho vypoétu pomoci vzorce (3).
Druha éast reseni ulohy

Dokoncime feSeni tilohy matematické olympiady uvedené na zacatku
¢lanku.
Skonéili jsme u toho, ze mozné pocty kament ve vysledné hroméadce
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na stole tvori v zavislosti na ptivodnim poc¢tu hromadek na stole aritme-
tickou posloupnost druhého fadu

7, 17, 31, 49, 71, 97, 127,

Mame dokazat, ze jeji n-ty ¢len neni délitelny tfemi pro zadné pfirozené
¢islo n.

K vypoctu n-tého ¢lenu vyuzijeme vztah (1). Piislusna aritmetickd
posloupnost (prvniho fadu) mé prvni ¢len 10 a diferenci 4. Proto n-ty
¢len aritmetické posloupnosti druhého fadu m4 hodnotu 2n2 + 4n + 1.

Cislo n mé jeden z tvari n=3m, n=3m+1, n=3m+2, kde m
je prirozené cislo. V prvnim pripadé je

2n® +4n+1=3- (6m>+2m) + 1,
ve druhém pripadeé je
2n® +4n+1=3- (6m®>+8m+2) +1
a ve tfetim piipadé je
2n® +4n+1=3- (6m® + 12m +5) + 2.

Z4dné z téchto &isel neni délitelné t¥emi.
Tim je zadana tloha dofesena.

Jiny zpusob feSeni zadané ulohy

Ulohu o hromadkach kamenti lze fesit i jingmi zptisoby. Jeden z nich je
tento:

V kazdém kroku se pocet hroméadek zmensi o dvé. Aby vznikla jedna
hromadka, musi byt na zac¢atku lichy pocet hromédek, tedy k& = 2n + 1,
n 2 1. Na zmenSeni poc¢tu hromadek o 2n je tfeba n krokii. Pfi kazdém
kroku pfibude jeden kdmen, a proto je vysledny pocet kament

(2n+1)(2n + 2)

5 +n=2n+4n+ 1.

142+ - +@2n+1)+n=
Deélitelnost tfemi se prozkouma stejné jako vyse.

10 Rozhledy matematicko-fyzikalni



MATEMATIKA

Ulohy *)

Na zavér predkldadame nékolik tloh na vyuziti znalosti o aritmetickych
posloupnostech vyssich fada.

Uloha 1. Matematickou indukei dokazZte, Ze pro kazdé piirozené &islo n
plati vzorce:

1424 ... +n:M
2
2492 ... +n2:n(n+1)(2n+1)
6
1349234 ... +n3:M
4

Uloha 2. Najdéte n-ty ¢len a soucet prvnich n ¢lenti aritmetické posloup-
nosti druhého radu

1, 5, 12, 22, 35, 51, 70,
Uloha 3. V tietim Sikmém sloupci Pascalova trojihelniku je aritmetické
posloupnost druhého fadu
1, 3, 6, 10, 15, 21,
Najdéte jeji n-ty ¢len a soucet prvnich n ¢lent.

Uloha 4. Ve &tvrtém $ikmém sloupci Pascalova trojihelniku je aritme-
tickd posloupnost tretiho radu

1, 4, 10, 20, 35,
Podobnou metodou, jaka byla uvedena pro aritmetické posloupnosti dru-

hého 1adu, najdéte jeji n-ty ¢len a soucet prvnich n ¢lent.

Uloha 5. Ukaite, ze ve ¢tvercové siti 5 x 7 tvoii poéty ¢tverct 1 x 1,
2x2, 3x3, 4x4, 5x5 aritmetickou posloupnost druhého rfadu. Ur-
Cete pocet vsech Ctvercd v této siti.

Uloha 6. Stejny tikol jako v tloze 5 feste pro &tvercovou sif n x n.

*) Vysledky tloh najdete na str. 48.
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