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INFORMATIKA

Recepty z programatorské kucharky
Korespondencniho semindre z programovani,
3. ¢ast

Daniel Krdl, Martin Mares, Milan Straka, MFF UK Praha

Recepty z programatorské kuchaiky jsou povidanim o algoritmech
a datovych strukturach, které pripravili organizatotri Koresponden¢niho
semindfe z programovani, ktery pro studenty stfednich Skol porada
MFF UK*). Tentokrat vysvétlime, co je problém minimélni kostry a jak
ho Fesit, a popiseme datovou strukturu Disjoint-Find-Union (jeji ndzev
je Gasto zkracovan na DFU), kterd se ndm bude pfi feSeni tohoto pro-
blému hodit.

Grafy — nékteré terminy a vlastnosti

Co je graf, jsme vysvétlili v prvni z kuchafek. Podgraf néjakého grafu
vznikne z puvodniho grafu odebranim nékterych vrcholt a hran. Cesta
v grafu je posloupnost vrcholu takova, ze kazdy vrchol je s nasledujicim
spojen hranou a vrcholy se na cesté neopakuji. Pokud si graf pfedstavime
jako mésta spojené silnicemi, pak cesta je ,,cestovni plan“, jak se dostat
z jednoho z mést do nékterého dalsiho. Kruznice v grafu je posloupnost
vrchold, v niz jsou dvojice po sobé néasledujicich vrcholi opét spojeny
hranami, prvni vrchol je shodny s poslednim a zadné jiné dva vrcholy
nejsou totozné.

Pokud v grafu mezi kazdymi dvéma vrcholy existuje cesta, Fekneme,
ze graf je souvisly. Pokud graf souvisly neni, mizeme ho rozdélit na pod-
grafy, které jiz souvislé jsou a nevedou mezi nimi zddné hrany. Takovym
podgrafim budeme fikat komponenty souvislosti. Komponenta souvis-
losti je tedy maximalni podgraf grafu, ktery je jesté souvisly. Souvisly
graf mé jednu komponentu souvislosti (cely graf).

*) Vice se o seminéfi muzete dozvédét na jeho webové strance
http://ksp.mff.cuni.cz/.
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Strom je graf, ktery je souvisly a zaroven acyklicky, tj. neobsahuje
zédnou kruznici. List stromu je takovy vrchol, ze kterého vede jen jedna
hrana. Neni tézké si uvédomit, ze kazdy strom (s alespont dvéma vrcholy)
ma pravé n — 1 hran. DokédZzeme to matematickou indukci aplikovanou
na pocet vrcholu stromu. Strom s jednim vrcholem neobsahuje zadnou
hranu. Pokud méame strom s n vrcholy, kde n > 1, potom libovolny list
z tohoto stromu odebereme. Tim ziskdme opét strom (souvislost jsme
porusit nemohli a kruznici jsme také nevytvofili), pfi¢emZ pocet jeho
vrcholtt je o 1 mensi. Podle indukéniho pfedpokladu mé tento strom
o0 jednu hranu méné nez vrcholt. Nyni list ,, pfilepime® zpét, ¢imz zvysime
pocet vrchold i hran o 1. Pocet vrcholi uvazovaného stromu je tedy
rovnéz o 1 vétsi nez pocet hran.

V dalsim se omezime jen na souvislé grafy. Kostra souvislého grafu je
jeho podgraf, ktery je stromem a obsahuje vSechny vrcholy ptuvodniho
grafu. Jinymi slovy, kostra je podgraf, ktery obsahuje vSechny vrcholy
a nejmensi pocet hran, takovy, Ze mezi kazdymi dvéma vrcholy existuje
cesta. Pokud kazdou hranu grafu ohodnotime néjakou vahou, coz v na-
Sem piipadé bude vzdy kladné ¢islo, dostaneme ohodnoceny graf. Viha
kostry je soucet vah hran, které obsahuje, a minimdlni kostra je kostra
s nejmensi vahou (obr. 1). Graf mize mit vice minimélnich koster, napt.
jestlize vSechny hrany grafu maji ohodnoceni 1, pak vaha kazdé kostry
je n—1, kde n je pocet vrcholi grafu. Pokud si graf pfedstavime jako
mésta spojena silnicemi, pak problém nalezeni minimalni kostry mtzeme
vidét takto: Chceme urdit silnice, které se budou v zimé udrzovat sjizdné,
a to tak, aby soucet délek téchto silnic byl co nejmensi a zaroven aby
bylo mozné se po nich pfepravit mezi kazdymi dvéma mésty.
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Obr. 1. Priklad miniméalni kostry. Body reprezentuji vrcholy
grafu a tsecky hrany mezi nimi. Vahy hran jsou uvedeny cisly
a minimalni kostra je vyznacena tuc¢né.
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Algoritmus hledani minimalni kostry

Algoritmus na hledani minimalni kostry, ktery predvedeme, je typic-
kou ukéazkou tzv. hladového algoritmu. Nejprve setfidime hrany vze-
stupné podle jejich vahy. Kostru budeme postupné vytvaret ptridava-
nim hran od té s nejmensi vahou tak, Ze hranu do kostry pfridame
pravé tehdy, pokud spojuje dvé (prozatim) rtizné komponenty souvis-
losti vytvofeného podgrafu. Jinak feceno, hranu do vytvarené kostry pfi-
dame, pokud v ni zatim neexistuje cesta mezi vrcholy, které tato hrana
spojuje.

Je zfejmé, ze timto postupem ziskame kostru, tj. souvisly acyklicky
podgraf (pokud je vstupni graf souvisly, coz mlcky predpokladdme).
Nez ukdzeme, Ze nalezend kostra je opravdu minimélni, podivejme se
na ¢asovou slozitost naseho algoritmu: Pokud ma vstupni graf N vrcho-
It a M hran, vyzaduje Gvodni setfidéni hran ¢as O(M log M) (pouzi-
jeme néktery z rychlych tridicich algoritm® popsanych v minulé ¢asti
kuchaiky). Po setfidéni hran se pokusime kaZdou z M hran pfidat.
V dalsim textu ukazeme datovou strukturu, s jejiz pomoci bude M testt
toho, zda mezi dvéma vrcholy vede cesta, trvat nejvyse O(M log N).
Celkova Casové slozitost naseho algoritmu je tedy O(Mlog N) (plati
totiz log M < log N? = 2log N). Pamétova slozitost je linedrni vzhle-
dem k poétu hran, tj. O(M).

Dikaz spravnosti hladového algoritmu

Zbyva dokazat, ze nalezenad kostra vstupniho grafu je minimélni. Bez
Gjmy na obecnosti muZzeme predpokladat, ze vahy vsech hran grafu
jsou vesmeés riizné. Pokud tomu tak neni, pfi¢teme k nékterym z hran,
jejichz vahy jsou duplicitni, velmi mald kladna cisla tak, aby poradi
hran nalezené nasim tfidicim algoritmem zistalo zachovano. Tim se
kostra nalezena nasim algoritmem nezméni a pokud bude tato kostra
minimélni s modifikovanymi vdhami, bude miniméalni i pro pavodni za-
dani.

Ozna¢me T,z kostru nalezenou naSim algoritmem a 7, mini-
malni kostru. Necht eq, ..., ey—_1 jsou hrany kostry T, v pofadi,
v jakém byly nasim algoritmem pfidany do kostry. Pokud jsou kostry
Tag & Tmin rizné, pak existuje hrana e;, kterd neni obsazena v kostie
Tinin- Zvolme nejmensi takové ¢, tedy kostra T,;, obsahuje vsechny hrany
€1, ..., €i—1, ale neobsahuje hranu e;. Vaha kazdé hrany kostry Tpin,
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kromé ¢ — 1 hran ey, ..., e;_1, je vétsi nez vaha hrany e;. Kdyby tomu
tak nebylo, pak by kostra T,i, obsahovala hranu f s mensi vahou nez e;
a nas algoritmus by hranu f pouzil jakoZto jednu z hran eq, ..., e;_1,
coz se nestalo.

Ptidejme nyni hranu e; ke kostie T,i,. Takto vznikly podgraf vstup-
niho grafu obsahuje kruZnici, nebot pred pridanim hrany e; existovala
v kostfe Ti,in cesta mezi koncovymi vrcholy hrany e;. Tuto kruznici
ozna¢me C. Protoze T, neobsahuje Zddnou kruznici, obsahuje kruz-
nice C' alesponi jednu hranu €', ktera neni v kostie Th,i,. Protoze hrana e’
neni zddnou z hran ey, ..., ¢;_1, je jejl vaha vétsi nez vdha hrany e;.
Odstratfime nyni hranu ¢’ a ozna¢me T” vysledny podgraf, tj. graf ziskany
z kostry Tinin zdménou hrany e’ za hranu e;. ProtoZe hrany €’ a ¢; lezely
na spole¢né kruznici C, je T’ souvisly podgraf. Soucet vah hran kostry 7’
je mensi nez soucet vah hran kostry Ty,i,, coZ neni mozné, nebot Ty, je
minimalni kostra.

Piedpoklad, Ze kostry Tz a Tmin jsou rtzné, tedy vede ke sporu.
Proto je kostra T, nalezend nasim algoritmem skute¢né minimalni.

Disjoint-Find-Union

Datovéa struktura DFU slouzi k udrzovani rozkladu mnoziny na nékolik
disjunktnich podmnozin. To znamena, ze pomoci této struktury mtzeme
pro kazdé dva z ulozenych prvka rici, zda patfi ¢i nepatii do stejné pod-
mnoziny rozkladu. V algoritmu hleddni miniméalni kostry budou prvky
v DFU vrcholy daného grafu a budou naleZet do stejné podmnoziny
rozkladu, pokud mezi nimi v jiz vytvorené ¢asti kostry existuje cesta.
Jinymi slovy, podmnoziny v DFU budou odpovidat komponentam sou-
vislosti vytvarené kostry.

S reprezentovanym rozkladem umozinuje datova struktura DFU pro-
vadét tyto dveé operace:

find Test, zda dva prvky lezi ve stejné podmnoziné rozkladu. Tato ope-
race bude v piipadé naseho algoritmu odpovidat testu, zda dva
vrcholy lezi ve stejné komponenté souvislosti.

union Slouceni dvou podmnozin do jedné. Tuto operaci v nasem algo-
ritmu na hledani kostry provedeme vzdy, kdyz do vytvarené kostry
pfiddme hranu (tehdy spojime dvé komponenty souvislosti dohro-
mady).
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Nejdrive vysvétlime, jak budeme jednotlivé podmnoziny v DFU re-
prezentovat. Prvky obsazené v jedné podmnoziné budou tvofit zako-
fenény strom. Pripomenme, Ze zakoteneny strom je datova struktura,
kterou si mizeme pfedstavit jako orientovany graf*) s jednim vyznaé-
nym vrcholem, korenem, ze kterého vede pravé jedna orientovand cesta
do kazdého jiného vrcholu. Kdybychom ,,zapomnéli“ na orientaci hran,
bude tento graf stromem ve smyslu definice stromu na zacatku ¢lanku.
Pokud z vrcholu u vede hrana do vrcholu v, fekneme, Ze vrchol u je
otcem vrcholu v a vrchol v synem vrcholu u. Kofen stromu je tedy je-
diny vrchol, ktery neméa otce. Vrcholy, které nemaji syny, se nazyvaji
listy. Pokud v programu pouzivame zakofenéné stromy, odpovidaji je-
jich vrcholy obvykle datovym polozkdam a orientované hrany mezi nimi
predstavuji ukazatele.

V datové struktuie DFU vedou ukazatele mezi prvky trochu nezvykle,
od listti ke kofeni (obr.2). Operaci find lze jednoduse implementovat
tak, ze pro dané dva prvky nejprve nalezneme kofeny jejich strom.
Jsou-li tyto kofeny stejné, jsou prvky ve stejném stromé, a tedy i ve
stejné podmnoziné rozkladu. Naopak, jsou-li kofeny rizné, jsou dané
prvky v rtznych stromech, a tedy i v rtiznych podmnozinach repre-
zentovaného rozkladu. Operaci union provedeme tak, Ze mezi kofeny
stromti reprezentujicich slucované podmnoziny priddme ukazatel, a tim
tyto stromy spojime dohromady.

. /N

~
SN X

= —sm

Obr. 2. Rozklad mnoziny {a, 3,7,0,¢,0,¥,x,&, u,v,w} a jeho mozna
reprezentace pomoci datové struktury DFU.

Nasleduje implementace dvou pravé popsanych operaci. Mnozina, je-
jiz rozklad reprezentujeme, bude pro jednoduchost mnozina prirozenych
¢isel od 1 do N. Ukazatele ve stromé si pamatujeme v poli parent, kde
0 znamend, Ze prvek nema otce, tj. Ze je korenem svého stromu. Funkce
root (v) vraci kofen stromu, ktery obsahuje prvek v.

*) S orientovanymi grafy jsme se setkali v prvni z nasich Kucharek.
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var parent:array[l..N] of integer;

procedure init;
var i:integer;
begin
for i:=1 to N do parent[i]:=0;
end;

function root(v: integer):integer;
begin
if parent[v]=0 then root:=v
else root:=root(parent[v]);
end;

function find(v,w:integer) :boolean;
begin
find:=(root (v)=root(w));
end;

procedure union(v,w:integer);
begin
v:=root (v);
w:=root (w) ;
if v<>w then parent[v]:=w;
end;

S predvedenou implementaci operaci £ind a union by se mohlo stat, ze
by stromy odpovidajici nékterym podmnozindm vypadaly jako ,,hadi®;
pokud by takovy strom obsahoval N prvki, byl by na nalezeni jeho
kotene potfebny ¢as O(N). Ke zrychleni prace DFU se pouzivaji dvé
jednoducha vylepseni:

union by rank Kazdy prvek ma pfifazen rank. Na zacatku jsou ranky
vSech prvkl rovny nule. Pfi provadéni operace union propojime
dva stromy s kofeny ruznych rankt tak, Ze ukazatel vede od ko-
fene s mensim rankem ke kofeni s vétsim rankem. Ranky ko-
Fenti (a ani ostatnich prvka obou stromi) se v tomto pfipadé
neméni. Pokud kofeny obou stromil maji stejny rank, propojime
je libovolné, ale rank kofene vysledného stromu zvétsime o 1
(obr. 3).

28 Rozhledy matematicko-fyzikalni
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path compression Ve funkci root (v) prepojime vsechny prvky na cesté
od prvku v ke kofeni pfimo na kofen, tj. otce téchto prvki zménime

na kofen pfislusného stromu (obr. 4).
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Obr. 3. Priklady stromi v datové strukture DFU, jejichz kofeny maji
postupné ranky 1, 2, 2 a 3.
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Obr. 4. Provedeni operace path compression pii volani funkce root
pro prvek d.

Nez obé metody blize rozebereme, podivejme se, jak se zméni imple-

mentace funkci root a union:

var parent:array[l..N] of integer;
rank:array[1..N] of integer;

procedure init;
var i:integer;
begin
for i:=1 to N do
begin
parent[i] :=0;
rank[i] :=0;
end;
end;

Roénik 80 (2005), ¢&islo 4

29



INFORMATIKA

function root(v: integer):integer;
{ path compression }
begin
if parent[v]=0 then root:=v
else begin
parent [v] :=root (parent [v]);
root:=parent [v];
end;
end;

function find(v,w:integer):boolean;
begin
find:=(root(v)=root(w));
end;

procedure union(v,w:integer);
{ union by rank }
begin
v:=root (v);
w:=root (w);
if v=w then exit;
if rank[v]=rank[w] then
begin
parent [v] :=w;
rank [w] :=rank [w]+1;
end
else
if rank[v]<rank[w] then parent[v]:=w
else parent [w] :=v;
end;

Zamérme se nyni blize na metodu union by rank.

Predné plati: Pokud je prvek v s rankem 7 kofenem stromu v da-
tové struktufe DFU, pak tento strom obsahuje alespon 2" prvkua. Doka-
zeme to indukci podle r. Pro 7 = 0 tvrzeni zfejmé plati. Pfedpokladejme
nyni, ze r >0 a zZe tvrzeni plati pro r — 1. V okamziku, kdy se rank
prvku v zménil z r — 1 na r, jsme sloucili dva stromy, jejichz koreny
mély rank r — 1. Kazdy z téchto dvou stromti mél dle indukéniho pred-
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pokladu alespoit 2"~ ! prvki, proto mé vysledny strom alespoii 2" prvkd,
coz jsme meéli dokazat.

Z dokézaného tvrzeni plyne, Ze rank kazdého prvku je nejvyse log, N
a ze prvkl s rankem r je nejvySe N/2" (vSimnéme si, Ze rank prvku
v DFU se neméni od okamziku, kdy tento prvek pfestane byt kofenem
néjakého stromu).

Kdyz provadime jen union by rank, je hloubka kazdého stromu v DFU
(tj. nejvétsi podet hran mezi vrcholem tohoto stromu a jeho kofenem)
rovna ranku jeho kofene, protoze rank kofene se méni pravé tehdy,
kdyz hloubku stromu zvétSujeme o 1. A protoze rank kazdého prvku
je nanejvys log, N, je hloubka kazdého stromu v DFU také nanejvys
logy N. V uvazovaném piipadé tedy procedura root spotifebuje cas
nejvyse O(log N), a proto také operace find a union budou vyzado-
vat ¢as O(logN). Z toho vyplyva, Ze na vykondni M operaci find
a union budeme potfebovat ¢as O(M log N). To ndm dava odhad po-
tfebny v diikazu ¢asové slozitosti naseho algoritmu na hledani miniméalni
kostry.

Disjoint-Find-Union s metodou path compression

Nyni popiseme, jak se datova struktura DFU chova, pokud misto tech-
niky union by rank pouzijeme path compression, a co se stane, kdyz
pouzijeme obé techniky soucasné.

Podivejme se nejprve na piipad, kdy pouzivame jen techniku path
compression. Zacneme jednoduchym piikladem. Pokud datova struk-
tura DFU obsahuje N jednoprvkovych mnozin, jejichz prvky jsou, fek-
néme, ¢isla od 1 do N, mize se stat, ze postupnym provedenim operace
union na dvojice prvki ¢ a ¢+ 1, i=1,..., N —1, vytvorime jeden
strom tvoreny orientovanou cestou s hranami z 1 do 2, z 2 do 3 atd. Pokud
nyni zavolame operaci £ind na ¢islo 1, budeme na nalezeni kofene potte-
bovat ¢as linedrni v N. Urcité tedy neplati, ze kazdé pouziti operace £ind
nebo union vyZzaduje ¢as O(log N). Lze v8ak ukazat toto: Mame-li struk-
turu DFU tvofenou N jednoprvkovymi stromy a provedeme-li M operaci
union a find, bude vSech M operaci dohromady potfebovat ¢as nejvyse
O(M log N). V nasem piikladé vyzadovalo prvnich N — 1 operaci union
¢as O(1) a poté jedna operace spotfebovala ¢as O(N). Dohromady téchto
M = N operaci potfebovalo ¢as O(N).

Neméme sice dobry c¢asovy odhad toho, kolik casu spotiebuje jedna
operace union nebo find, ale mame zaruceno, ze M téchto operaci ne-
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prekroci ¢as O(M log N). Tento odhad je dostateéné dobry pro pouZiti
v analyze algoritmu hledani minimalni kostry.

Podivejme se nyni, co se stane, kdyz budeme pouzivat obé techniky
soucasné. Ani v tomto pfipadé neexistuje dobry odhad ¢asu potiebného
k provedeni jedné operace union nebo find, ale lze ukazat, ze na prove-
deni M takovych operaci potiebujeme ¢as O((N + M) -log" N). Funkce
log* N je tzv. iterovany logaritmus, jehoZ definice nésleduje. Nejprve de-
finujeme funkci 2 T k£ rekurzivnim predpisem

210=1, 21 k= 221(k=1),

Jetedy 211=2,272=22=4,213=2*=16, 274 =2'%=65536,
2175 = 265536 atd. Iterovany logaritmus log” N ¢&isla N je pak nejmensi
prirozené ¢islo k takové, ze N < 21 k. Jind (ekvivalentni) definice ite-
rovaného logaritmu je ta, Ze log™ N je nejmensi podet, kolikrdt musime
¢islo N opakované zlogaritmovat, nez dostaneme hodnotu mensi nebo
rovnu jedné. Vidime tedy, Ze funkce log* N je ve vsech praktickych apli-
kacich shora omezena ¢islem 5. Ve skutecnosti lze ukazat jesté lepsi ca-
sovy odhad O(Ma(N)), kde a(N) je tzv. inverzni Ackermannova funkce.
¢asovych odhadtl predvadét nebudeme; ¢tenar je miize nalézt v nékterém
z pramenu uvedenych v literature.
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