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INFORMATIKA

Recepty z programatorské kucharky
Korespondencniho semindre z programovani,
VIII. ¢ast”)

Zdenék Dvorak, Martin Mares, David Matousek, MFF UK Praha

Abstract. We present several well-known applications of Divide and Conquer
Method (dividing the problem to smaller subproblems and composing their
solutions to a solution of the original problem): a linear-time algorithm for fin-
ding the median of a sequence, and a subquadratic algorithm for multiplication
of long numbers.

V tomto dilu programatorské kuchatrky se budeme zabyvat algoritmy
zaloZzenymi na metodé Rozdel a panuj. A tak by se sluSelo zacit tim,
jaka je myslenka této metody: Casto se setkdme s tlohami, které lze
snadno rozdélit na néjaké mensi tlohy a z jejich vysledku zase slozit
vysledek ptvodni velké tlohy. Pfitom mensi tlohy miiZzeme fesit opét
stejnym algoritmem (zavoldme ho rekurzivnég), jestlize nejsou dostateéné
malé, abychom jejich vysledek nalezli triviadlné bez jakéhokoliv pocitani.
Zkratka jak fikali staf{ ¥imsti cisafi: Divide et impera. Uvedme si pro
zacatek jeden staronovy priklad.

1. QuickSort

QuickSort je algoritmus pro tfidéni posloupnosti prvki. Uz o ném
byla jednou fe¢ ve druhém dilu kuchaiky [4]. Tentokrat se na néj podi-
vame trochu podrobnéji a navic ndm poslouzi jako ingredience pro dalsi
algoritmy.

QuickSort v kazdém svém kroku zvoli n&jaky prvek (budeme mu ¥i-
kat pivot) a pferovnd prvky v posloupnosti tak, aby napravo od pivota
byly pouze prvky vétsi nez pivot a nalevo pouze mensi. Pokud se vy-
skytnou prvky rovné pivotu, miizeme si dle libosti vybrat jak levou,
tak pravou stranu posloupnosti, funkénost algoritmu to nijak neovlivni.

*) Informace o Korespondeénim seminafi z programovani pordadaného Matematic-
ko-fyzikalni fakultou Univerzity Karlovy v Praze lze nalézt na webové strance
http://ksp.mff.cuni.cz.
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Tento postup pak rekurzivné zopakujeme zvI4st pro prvky nalevo a zv1ast
pro prvky napravo od pivota, a tak ziskame setfidénou posloupnost.

Implementaci QuickSortu je mnoho a mimo jiné se lisi zptasobem volby
pivota. My si pfedvedeme jinou, nez jsme ukazovali ve druhém dilu ku-
chatky (hlavné proto, Ze se ndm z ni budou snadno odvozovat dalsi
algoritmy), a pro jednoduchost budeme jako pivota volit posledni prvek
zkoumaného useku:

{budeme t¥idit takovato pole}

type Pole=array[1l..MaxN] of Integer;

{pferovnavaci procedura pro usek a[l..r]}

function prer(a:Pole; 1,r:Integer):Integer;

var i,j,x,q:Integer;

begin
{pivotem se stane posledni prvek useku}
x:=alr]; {hodnota pivota}

i:=1-1; {a[i] bude vzdy posledni <= pivotovi}
{samotné pf¥erovnavani}
for j:=1 to r-1 do
if a[jl<=x then {pravé probirany prvek}
begin  {men$i/rovny hodnoté& pivota}
Inc(i); {pak zvys ukazatel}
{a proved pferovnani prvku}
q:=aljl; aljl:=alil; alil:=q;
end;
{nakonec pfesuneme pivota za posledni <=}
q:=alr]; alrl:=ali+1]; ali+1]:=q;
prer:=i+1; {vratime novou pozici pivota}
end;
{hlavni t¥idici procedura, t¥idi all..r]}
procedure QuickSort(a:Pole; 1,r:Integer);
var m:Integer;

begin
if 1<r then {méme je3t& co délat?}
begin
m:=prer(l,r); {pterovnej, m pozice pivota}
QuickSort(1,m-1);  {setf¥id prvky napravo}
QuickSort(m+1,r); {set¥id prvky nalevo}
end;
end;

Bohuzel volit pivota pravé takto je docela nesikovné, protoze se nam
snadno muze stat, ze si vybereme nejmensi nebo nejvétsi prvek v tseku
(rozmyslete si, jak by vypadala posloupnost, ve které to nastane po-
kazdé), takZze dostaneme-li posloupnost délky N, rozdélime ji na tseky
délek N —1 a 1, nacez pokracujeme s tisekem délky N — 1, ten rozdélime
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na N—2 a1 atd. Pfitom pokazdé na prerovnani spotfebujeme ¢as linearni

s velikost{ tiseku, celkem tedy O(N+ (N —1)+(N—2)+...+1) = O(N?).
Na druhou stranu pokud bychom si za pivota vybrali vzdy medidn

z pravé probiranych prvkl (tj. prvek, ktery by se v setfidéné posloup-

nosti nachézel uprostied; pro sudy pocet prvkl zvolime libovolny z obou

prostfednich prvki), dosdhneme daleko lepsi slozitosti O(N log N):
Prerovnavaci ¢ast algoritmu bézi v Case linedrnim vaci po¢tu prvk,

které mame prerovnat. V prvnim kroku QuickSortu pracujeme s celou

posloupnosti, ¢ili pferovname celkem N prvki. Nasleduje rekurzivni vo-

1ani pro levou a pravou ¢4st posloupnosti (obé maji délku nanejvys N/2);

prerovnévani v obou ¢astech dohromady trvd opét O(N) a vzniknou

tim ¢asti dlouhé nejvyse N/4. Zanofime-li se v rekurzi do hloubky k,

pracujeme s ¢astmi dlouhymi nejvyse N/2F a soucet jejich délek je nej-

vySe N (vSechny ¢asti dohromady daji prvky vstupni posloupnosti bez
téch, které jsme si uz zvolili jako pivoty). V hloubce [logy, N uZ jsou
vSechny Casti nejvyse jednoprvkové, takze se rekurze zastavi. Celkem
tedy méme [log, N hladin (hloubek) a na kazdé z nich travime linedrni

¢as, dohromady O(N log N).

V tomto dikazu jsme se ale dopustili jednoho podvodu: Zapomnéli
jsme na to, ze také musime median umét najit. Jak z této nepfijemné
situace ven?

e Naucit se pocitat median. Ale jak?

e Spokojit se se lZimedidnem“. Kdybychom si misto medidnu vybrali
libovolny prvek, ktery bude v setfidéné posloupnosti v prostiedni po-
loviné (¢ili alespon ¢tvrtina prvki bude vétsi a alespoii ¢tvrtina mensi
nez on), ziskdme také slozitost O(N log N): Usek délky N rozlozime
na useky, které budou mit délky nejvyse 3/4 - N, takZe na k-té hla-
diné budou tiseky délek < (3/4)* - N. Hladin proto bude maximalné
logy/3 N = O(log N). Misto 1/4 by fungovala i libovolna jina kon-
stanta, ale ani to ndm nepomuze k tomu, abychom uméli 1zimedian
najit.

e Recyklovat pravidlo typu ,,vezmi posledni prvek“ a jen ho trochu vy-
lepsit (napiiklad si pivot zvolit jako medidn z prvniho, prostfedniho
a posledniho prvku posloupnosti). To bohuZel nebude fungovat, pro-
toze pokud budeme pfi vybéru pivota testovat jen konstantni pocet
prvki, budou existovat vstupy, pro které toto pravidlo bude davat
kvadratickou slozitost. Obvykle vsak 1ze dokazat, ze takovych vstupt
je ,malo“, proto se toto feseni prakticky ¢asto pouziva.
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e Volit pivota ndhodné ze vSech prvki zkoumaného tseku. K nédhodné
volbé samoziejmé potiebujeme ndhodny generator a s témi je to svi-
zelné, ale zkusme na chvili vérit, ze jeden takovy mame nebo alespon
ze mame néco s podobnymi vlastnostmi. Jak ndm pomtze? Nahodné
zvoleny pivot nebude sice pfesné uprostied, ale s pravdépodobnosti
1/2 to bude 1zimedian, takZe po primérné dvou hladinich se ke 1zi-
medidnu dopracujeme. Proto ¢asova slozitost takovéhoto randomizo-
vaného QuickSortu bude v priméru nanejvys dvakrat vétsi, nez 1zi-
medidnového QuickSortu, ¢ili také O(N log N). Zatimco fixni pravi-
dlo ndm dalo dobry ¢as pro primérny vstup, ale existovaly vstupy,
na kterych bylo pomalé, randomizovani ndm dava dobry primeérny
Cas pro vSechny mozné vstupy.

2. Hledani k-tého nejmensiho prvku

Nad QuickSortem jsme zvitézili, ale soucasné jsme pfi tom zjistili, ze
neumime rychle najit median. Zkusime nyni vyftesit obecnéjsi problém:
Najit k-ty nejmensi prvek (medidn dostavdme pro k = [N/2]).

Prvni feSeni této tlohy se nabizi samo. Nac¢teme posloupnost do
pole, prvky pole setfidime néjakym rychlym algoritmem a kyzeny k-ty
nejmensi prvek nalezneme na k-té pozici v nyni jiz setfidéném poli.
Nicméné, jestlize prvky, které mame na vstupu, umime pouze porovnat,
pak nedosdhneme lepsi ¢asové sloZitosti (a to ani v pramérném piipadé)
nez O(N log N) — rychleji tfidit nelze, diikaz miizete najit opét ve druhé
kuchaice.

O néco rychlejsi feseni (Hoare [2]) je zaloZzeno na vySe zminéném algo-
ritmu QuickSort (¢asto se mu proto ¥ikd QuickSelect). Opét si vybereme
pivota a posloupnost rozdélime na prvky mensi nez pivot, pivota a prvky
vé&tsi nez pivot (pro jednoduchost budeme predpoklddat, ze zadné dva
prvky posloupnosti nejsou stejné). Jestlize je pravé k — 1 prvkd men-
Sich nez pivot, pak pivot je hledany k-ty nejmensi prvek posloupnosti.
Zbyvaji dva pripady, kdy tomu tak neni. Jestlize je pozice pivota v po-
sloupnosti vétsi nez k, pak rekurzivné nalezneme k-ty nejmensi prvek
mezi prvky mensimi nez pivot. V opa¢ném piipadé, kdy je pozice pivota
mensi nez k, je hledany prvek vétsi nez pivot. Mezi témito prvky vsak
nebudeme hledat k-ty nejmensi prvek, ale (k — p)-ty nejmensi prvek, kde
p je pozice pivota v posloupnosti (pocet prvkii mensich nez pivot + 1).

Casovou slozitost rozebereme podobné jako u QuickSortu. Nesikovna
volba pivota dava opét v nejhorsim pripadé kvadratickou slozitost. Po-
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kud bychom naopak volili za pivota median, budeme nejprve prerovnavat
N prvki, pak jich zbude nejvyse N/2, pak nejvyse N/4 atd., coz dohro-
mady déva slozitost O(N + N/2+ N/4+...4+1) = O(N). Pro lzimediin
dostaneme rovnéz linearni slozitost a stejné jako u QuickSortu mtzeme
nahlédnout, ze ndhodnou volbou pivota dostaneme v priiméru stejnou
¢asovou slozitost jako se lzimedidnem.
S pouzitim prerovnavaci procedury QuickSortu je program velmi jed-
noduchy:
function kty(var a:Pole; 1,r,k:Integer):Integer;
var x,z:Integer;
begin
x:=prer(a,l,r); {pterovnej, x je pozice pivota}
z:=x-1+1; {pozice pivota vzhledem k [1..r]}
if k=z then kty:=al[x] {k-ty nejmensi je pivot}
else if k<z then
kty:=kty(a,1l,x-1,k) {k-t§ nejmensi je nalevo}
else kty:=kty(a,x+1,r,k-z); {napravo}
end;

3. k-ty nejmensi podruhé, tentokrat linearné a bez nahody
Existuje i algoritmus (Blum at al. [1]), ktery Fesi nasi tilohu linedrné,

a to 1 v nejhorsim p¥ipadé. Je zalozeny na dabelském triku: Zvolit vhod-

ného pivota (jak ukdzeme, bude to jeden ze lZimedidnt) rekurzivnim

volanim téhoz algoritmu. Podrobnéji:

1. Pokud jsme dostali méné nez 6 prvki, pouzijeme néjaky trividlni al-
goritmus, naptiklad si posloupnost setfidime a vratime k-ty prvek
setridéné posloupnosti.

2. Jinak rozdélime prvky posloupnosti na pétice; pokud neni pocet prvki
délitelny péti, posledni pétici nechame nekompletni.

3. Spocitdme medidn kazdé pétice (v konstantnim case), napiiklad opét
jejich setridénim.

4. Méme tedy nanejvys N/5 medidnt pétic. V nich rekurzivné najdeme
medidn m (oznaéime medidny pétic za novou posloupnost a zacneme
pro ni opét od prvniho bodu).

5. Pouzijeme m jako pivota a rozdélime vstupni posloupnost na prvky
mensi neZ m a prvky vétsi nez m. Necht je z pocet prvki s mensi
hodnotou, nez méa pivot.

6. Stejné jako u predchoziho algoritmu, jestlize k = z+ 1, pak pivot m je
k-tym nejmensim prvkem posloupnosti. V pfipadé, ze tomu tak neni
a k < z+1, budeme hledat k-ty nejmensi prvek mezi prvnimi z ¢leny

30 Rozhledy matematicko-fyzikalni



INFORMATIKA

posloupnosti, které jsou mensi nez m, a jestlize k > z + 1, budeme
hledat (k — z — 1)-ni nejmensi prvek mezi prvky vétsimi nez m.
V Pascalu:

{potfebujeme pferovnavaci funkci, ktera}
{dostane hodnotu pivota jako parametr}
function prerp(var a:Pole; 1,r,m:Integer):Integer;
var q,p:Integer;
begin
{nalezneme pozici pivota}
p:=1;
while a[p]l<>m do inc(p);
{pivota prohodime s poslednim prvkem}
q:=alpl; alpl:=alrl; alr]:=q;
{a zavolame ptvodni pfrerovnavaci fci}
prerp := prer(a,l,r);
end;
{hledani k-tého nejmensiho prvku z al[l..r]}
function kth(var a:Pole; 1,r,k:Integer):Integer;

var medp:Pole; {pole pro mediany pé&tic}
i,j,q,x,pocet,m,z:Integer;

begin
pocet:=r-1+1; {s kolika prvky pracujeme}

if pocet<=1 then {pouze jeden prvek?}
kth:=a[1] {vysledek nemiZe byt jiny}
else if pocet<6 then begin  {méné nez 6 prvkil}
QuickSort(a,l,r);
kth:=a[l+k-1];
end
else begin {mnoho prvkd, jde to tuhého, rozdélime je do pé&tic}
q:=1; {zatim méme jednu pétici}
i:=1; {levy okraj prvni pé&tice}
ji=i+4; {pravy okraj prvni pétice}
while j<=r do begin {prochazime celé pé&tice}
QuickSort(a,i,j);
medp [q] :=a[i+2]; {median pétice}
Inc(q); {zvys pocet pétic}
Inc(i,5); {nastav levy okraj pé&ticel}
Inc(j,5); {nastav pravy okraj pé&tice}
end;
{pfipadnou netplnou pé&tici miZeme ignorovat}
{najdeme medidn medidnd péticl}
m:=kth(medp,1,q-1,q div 2);
{pterovnej a zjisti, kde skon&il pivot}
x:=prer(a,l,r,m);
z:=x-1+1; {pozice vzhledem k [1..r]}
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if k=z then kth:=m {k-tj nejmen3i je pivot}
else if k<z then kth:=kth(a,l,x-1,k) {k-t§ nejmensi nalevo}
else kth:=kth(a,x+1,r,k-z); {napravo}
end;
end;

Zbyvé dokazat, ze tato dvojitd rekurze ma linearni slozitost. Zkusme
se proto podivat, kolik prvkt posloupnosti po prerovnani je vétsich nez
prvek m. Vsech pétic je N/5 a alespoii polovina z nich (tedy N/10) ma
mediadn mensi nez m. V kazdé takové pétici pak navic najdeme dva prvky
mensi nez medidn pétice, takze celkem existuje alespoii 3/10 - N prvku
mensich nez m. Vétsich tedy muize byt maximalné 7/10- N. Symetricky
ukdzeme, Ze i mensich prvkd mize byt nejvyse 7/10 - N.

Rozdéleni na pétice, hleddni mediani pétic a prerovnavani trva line-
arné, tedy nejvyse cN kroki pro néjakou konstantu ¢ > 0. Navic algorit-
mus dvakrat rekurzivné vold sam sebe: Nejprve pro N/5 mediant pétic,
pak pro nanejvys 7/10- N prvki pfed/za pivotem. Pro celkovou ¢asovou
slozitost t(IN) naseho algoritmu tedy plati

t(N) < ceN +t(N/5) +t(7/10 - N).

Nyni zbyva tuto rekurzivni nerovnici vyftesit, coz provedeme drob-
nym uskokem: uhodneme, Ze vysledkem bude linedrni funkce, tedy Ze
t(N) = dN pro néjaké d > 0. Dostaneme

dN < (c+1/5-d+7/10-d) - N.
To plati napiiklad pro d = 10c, takze t(N) = O(N).

4. Nasobeni dlouhych éisel

Dalsim péknym piikladem na metodu rozdél a panuj je nasobeni dlou-
hjch ¢isel — tak dlouhych, Ze se uz nevejdou do integeru, takze s nimi
musime pocéitat po ¢éislicich (at uz v jakékoliv soustavé — my volime desit-
kovou, ¢asto se hodi t¥eba 256-kova). Klasickym , Skolnim* algoritmem
pro nasobeni na papife to zvladneme na kvadraticky pocet operaci, zde
si pfedvedeme efektivnéjsi zptisob (Karatsuba a Ofman [3]).

Libovolné 2N-ciferné ¢islo muZeme zapsat jako 10Y A+ B, kde A a B
jsou N-ciferna. Soucin dvou takovych ¢isel pak bude:

(10N A+ B) - (10NC + D) = 10*N AC + 10" (AD + BC) + BD
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S¢itat dokdzeme v linedrnim ¢ase, ndsobit mocninou deseti také (dopi-
Seme pFislusny pocet nul na konec ¢éisla), N-ciferné éisla budeme nésobit
rekurzivnim zavolanim téhoz algoritmu. Pro ¢asovou slozitost tedy bude
platit ¢(IN) = ¢N + 4¢(N/2). Nyni tuto rovnici miZzeme snadno vyfesit,
ale ani to délat nebudeme, nebot nam vyjde, ze t(N) ~ N2, ¢ili jsme si
oproti pavodnimu algoritmu vibec nepomohli.

Nicméné, misto ¢tyf nasobeni ¢isel poloviéni délky nam staci pouze tii:
Spo¢teme AC, BD a (A+B)-(C+D) = AC+AD+ BC + BD, pritemz
pokud od posledniho sou¢inu ode¢teme AC a BD, dostaneme AD + BC,
které jsme predtim pocitali dvéma nasobenimi. Casova sloZitost nyni
bude t(N) = ¢/ N + 3t(N/2). Konstanta ¢’ je o néco vé&tsi nez ¢, protoze
pribylo séitani a od¢itani. Zvolme si pro jednoduchost jednotku casu tak,
aby bylo ¢/ = 1.

Jak tuto rovnici vyfesime? Zkusime ji dosadit do sebe samé a pozo-
rovat, co se bude dit:

t(N) = N 4 3(N/2 4 3t(N/4)) = N +3/2- N + 9t(N/4) =
=N+3/2-N+9/4-N +27t(N/8) =
=N+3/2-N+...+31/2k1. N 4 3k¢(N/2F)

Pokud zvolime k = log, N, vyjde N/2F = 1, ¢ili t(N/2F) = (1) = d,
kde d je néjaka konstanta. To znamena, ze

t(N)=N-(1+3/24+9/4+ ...+ (3/2)*1) + 3"d.
Vyraz v zavorce je soucet prvnich k ¢lenti geometrické fady s kvocientem
3/2, ¢ili:
(3/2)" -1
(3/2-1)

Tato funkce vSak roste pomaleji nez zbyly ¢len 3%d, takze ji miZzeme
zanedbat a zabyvat se pouze onim poslednim ¢lenem

=0((3/2)")

3k — 2klog2 3 _ 210g2 n-logy 3 _

(210g2n>10g2 3 _ nlogz 3 ~ n1.58.

Konstanta d se nam ,schova do O-cka“, takze algoritmus ma casovou
slozitost piiblizné O(n!-%®). Existuji i rychlejsi algoritmy (nap¥. Schén-
hage—Strassentiv algoritmus [6] s ¢asovou slozitosti O(nlognloglogn)),

vvvvvv

psany algoritmus je rychlejsi nez jednoduchy kvadraticky algoritmus
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pro n = 100, Schonhage-Strasseniv algoritmus je rychlejsi az pro
n =~ 20 000.

. Rozmyslete si

Pri hledani k-tého nejmensiho prvku jsme predpokladali, ze vSechny
prvky jsou rtizné. Prohlédnéte si algoritmy pozorné a rozmyslete si,
ze budou fungovat i bez toho. Opravdu?

Proc¢ jsme zvolili zrovna pétice? Jak by to dopadlo pro trojice? A jak
pro sedmice? Fungoval by takovy algoritmus? Byl by také linearni?
Ve vypoétu t(N) jsme si nedali pozor na nelplné pétice a také jsme
predpokladali, ze pétic je sudy pocet. Ono se totiz nic zlého nemiize
stat. Jak se to snadno nahlédne? Pro¢ nestaci na zac¢atku doplnit vstup
,hekonecny* na délku, ktera je mocninou deseti?

e Kdybychom neuhodli, Ze ¢(N) je linearni, jak by se na to dalo pFijit?
e Jesté jednou QuickSort: Predstavte si, Ze budujete binarni vyhledavaci

strom (viz napfiklad ¢tvrtou kuchaiku [5]) vkladanim prvka v ndhod-
ném poradi. Obecné nemusi byt vyvazeny, ale v priméru v ném pujde
vyhledavat v éase O(log N). Zadny div: Stromy, které ndm vzniknou,
odpovidaji pfesné moznym pribéhim QuickSortu.
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