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MATEMATIKA

Vypocet Cisla © z obvodil
pravidelnych mnohodhelnikl, 1. cast

Jaromir Simsa, PrF MU Brno

1. Uvod

Cislo n jisté vsichni znate. Seznamili jste se s nim jiz na zakladni kole
jako s dulezitou matematickou konstantou ze vzorct

0=2nR, S =nR?, (1)

podle kterych pocitame obvod o a obsah S kruhu o daném poloméru R.
Konstanté © se u nas i jinde v Evropé rika téz ,Ludolfovo ¢islo“.
Pfipominame si tim holandského matematika Ludolpha van Ceulena
(1540-1610), ktery hodnotu ¢isla © stanovil na 32 desetinnych mist. Do-
sahl toho mnohaletymi (idajné celozivotnimi) vytrvalymi numerickymi
vypocty zalozenymi na geometrickém postupu, ktery davno predtim vy-
myslel anticky ucenec Archimedes ze Syrakus (asi 287-212 pf.n.1.). V na-
Sem c¢lanku tento postup podrobné vylozime soucasnym matematickym
jazykem a déame do prekvapivé souvislosti s rtznymi druhy primérid
kladnych realnych ¢isel. Naznac¢ime rovnéz, jaka tskali musel prekona-
vat Archimedes a jeho nésledovnici (az po van Ceulena) pii praktickém
uskutecnéni vypoctu zalozenych na Archimedové teoretickém postupu.
V druhém dilu ¢lanku, ktery otiskneme v pfistim ¢isle Rozhledd, pak vy-
svétlime, jakymi tivahami vylepsil Archimediv postup dalsi holandsky
matematik a fyzik Christian Huygens (1629-1695), aniz pfitom piekro-
¢il hranice elementarni geometrie. UkdZeme tam také, nakolik 1ze touto
dimyslnou Huygensovou obménou zkratit délku vypoctu ¢isla © s poza-
dovanou presnosti.

Dodejme, ze od 18. stoleti hledaji matematikové presnéjsi hodnoty
¢isla  (které dnes zname jiz na desitky miliard desetinnych mist) zcela
jinymi, negeometrickymi prostredky, jez pfinesla nova matematické dis-
ciplina zvand diferencidlni a integrdini pocdet. Mizete se (nejen o tom)
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doéist v poutavé knizce P. Beckman: Historie ¢isla n (Academia, Praha
1998).

2. Archimeduav postup — teorie

Budeme-li poéitat ¢islo = podle prvniho ze vzorct (1), musime mit dosti
pfesnou predstavu o tom, co pojem obvod kruhu (obecnéji délka kiivky)
znamena. Soucasna matematika ho vymezuje exaktné zptisobem, ktery
poznate pri vysokoskolskych prednaskach z matematické analyzy. Toto
teoretické pojeti je zalozeno na genialné prosté myslence, kterou patrné
poprvé vyjadiil pravé Archimedes, kdyz uvazoval, jak délku kruznice
prakticky odhadnout:

Vepiseme-li do dané kruznice libovolny mnohotuhelnik, bude jeho obvod
mensi neZ délka kruznice; pokud naopak kolem kruznice mnohothelnik
optiseme, bude jeho obvod vétsi nez délka kruznice.

Archimedes spravné usoudil, Ze rozdil mezi obvodem opsaného a ve-
psaného mnohothelniku bude tim mensi, ¢im lépe se budou jejich hranice
priblizovat dané kruznici, tedy ¢im kratsi budou jejich jednotlivé strany.
Vypocty téchto obvodi budou ziejmé nejjednodussi, omezime-li se na
pravidelné mnohothelniky. Ozna¢me proto p,(R), resp. g,(R) obvod
pravidelného n-thelniku, ktery je vepsan, resp. opsan kruznici o polo-
méru R (obr. 1).

pn(R) < 2nR < ¢ (R)
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Kdybychom byli dnes postaveni pfed tikol vypoéitat p, (R), ¢, (R) pro
razné hodnoty n, jisté bychom vyuzili vzorce s goniometrickymi funkcemi

pn(R) =2nR sin% ) qn(R) = 2nR tg% . (2)

Jak bychom si vSak poradili bez tabulek ¢i kalkulatora? Dokazali bychom
(vybaveni jen tuzkou a papirem) dosti pfesné vypoéitat hodnoty p,(R),
gn(R) pro nékterd n (rtznd od 3, 4, 6)? Kdyby takto ztiZeny tukol
bravurné nevytesil Archimedes (zptsobem, ktery nyni vylozime), ne-
mély by jeho tivahy o vepsanych a opsanych mnohotihelnicich v teh-
dejsi dobé valny prakticky vyznam. Pokud byste totiz chtéli hodnoty
prn(R), ¢n(R) ziskdvat méfenim a ne vypoétem, museli byste pravidelné
n-thelniky rysovat nadmiru pfesné, abyste ziskali tfeba jen hrubé od-
hady 3,1 <n < 3,2.

Archimedes objevil, Zze ze znamych hodnot obvodl p,(R) a ¢,(R)
lze pomoci aritmetickych operaci +, —, x, : a 4/ vypoditat obvody
pan(R) a g2, (R), tedy obvody pravidelnych mnohotihelniki, které maji
oproti puvodnim mnohothelnikim dvojndsobny pocet stran. Tento po-
znatek odvodime podle obr. 2, na kterém je bod O stfedem uvazované
kruZnice, jeji tétiva AB (o stfedu K a délce 2s) je stranou vepsaného
n-thelniku, tétivy AL, BL (délky 2s’) jsou sousednimi stranami vepsa-
ného 2n-thelniku, teéna tsecka C'D (o stiedu L a délce 2t) je stranou
opsaného n-thelniku a koneéné tecné usecky AM, M L (délky t') jsou po-
lovinami sousednich stran opsaného 2n-tithelniku (vSechny zminéné mno-
hotihelniky jsou pravidelné).

C M t L t D
g 2s’ . 2s’
A s KJ s B
O
Obr. 2
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7 podobnosti trojuhelnika M AC, OLC a OK A s prihlédnutim k rov-
nosti |AO| = |LO| plynou vztahy

¢ |AM| _|LO| |AO| |AK| s

t—t'  |MC| |oC| |oC| |CL| t°

Z rovnosti obou krajnich zlomkt snadno vypocteme ¢’ pomoci s a t:

st
t = 3
s+t (a)

Podle véty o obvodovém a tisekovém thlu jsou tthly ABL a LAM shodné,
takZe rovnoramenné trojuhelniky ABL a ALM jsou podobné. Pro po-
méry délek jejich stran tudiz plati imeéra

2s' |AL| |AM| ¥
2s |AB|  |AL|  2s’

ze které vyjadiime s’ pomoci s a t':

/!
, st

s =05 (3b)

Dosazenim vztahii (3a) a (3b) do rovnosti
pn(R) = 2ns, qn(R) =2nt, pon(R) =4ns’, qon(R) = 4nt’

dostaneme slibené Archimedovy vzorce, které umoznuji aritmeticky vy-
pocet obvodl opsaného a vepsaného 2n-thelniku pomoci obvodi opsa-
ného a vepsaného n-tihelniku:

2pn(R)gn(R)

el )+ ()

p2n(R) = pn(R)(hn(R) (n i 3) (4)

Ziskané vzorce jsou pozoruhodné tim, Ze jsou zapsany znamymi vy-
razy, kterym fikdme harmonické a geometrické primeéry. P¥ipomenme,
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ze harmonickym prameérem H(a,b) a geometrickym primérem G(a,b)
dvou kladnych cisel a, b nazyvame hodnoty vyrazi

1 —1\—1
Hia,b) = 2ab (a +b ) 7

a+b: 2
G(a,b) = Vab

a ze v pripadé a # b jsou tyto priméry spolu s aritmetickym primeérem
¢isel a, b usporadany takto:

min {a,b} < H(a,b) < G(a,b) < aT—i—b < max{a,b} (5)

Jaky pocetni vyznam vzorce (4) maji? Zndme-li pro nékteré k hod-
noty pr(R) a ¢x(R) (jak je tomu napf. pro k =4 ¢ k = 6), miZeme
podle (4) postupné pocitat hodnoty ¢lentt tzv. Archimedovy rekurentni
posloupnosti

a(R), pr(R), qk(R), pax(R),
q4k(R)a p4k(R)7 QSk(R)a pSk(R)7 (6)

Pravidlo, podle kterého je posloupnost (6) sestavena, lze slovné vyjadrit
takto:

Kazdy clen posloupnosti (6) (pocinaje tietim) je stiidavé harmonic-
kym ¢i geometrickym prumérem predchdzejicich dvou clend.

Vysvétlime nyni, pro¢ kazda posloupnost (6) pomérné rychle konver-
guje. Z nerovnosti p,(R) < ¢,(R), rekurentnich vzorct (4) a odhadu (5)
plynou predné odhady

Pu(R) + qn(R)

pn(R) < q2n(R) < 2

< gn(R),
jez 1ze s odhady p,(R) < pan(R) < q2n(R) spojit do fetézce nerovnosti

Pn(R) + gn(R)

pn(R) < p2n(R) < gan(R) < D)

< qn(R)' (7)
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Interval {pa,(R), g2n(R)) je tedy vlozen do intervalu {p,(R), ¢.(R))
a pro jejich délky plati

n(R) — () < S ZPED 5

(na obr. 3 vidite na ¢iselné ose prvni t¥i z téchto intervalt pro pocétedni
index k=6 a polomér R = %) Posledni nerovnosti jiz ukazuji, proc¢
posloupnost (6) (bez ohledu na volbu pocéateéniho indexu k) skuteéné
konverguje. Jak vime z geometrického vyznamu veli¢in p,(R) a ¢,(R),
limitou kazdé posloupnosti (6) je hledanad délka 2nR.

3 3.1 3.2 3.3 3.4 3,5
D6 P12 P24 Q24 qi2 ‘ ‘ g%

3. Archimeduav postup — pocetni praxe

Zabyvejme se nyni otdzkou vypoctl clentt Archimedovy rekurentni po-

sloupnosti (6). V celém dalsim textu budeme uvazovat obvody p,(R)

a ¢, (R) pro hodnotu poloméru R = %, nebot tehdy je délka kruznice

2nR rovna pfimo ¢islu n. Kvili struénosti zapist oznacime p,, = p, (%),
Gn = qn(%) a vzorce (4) pfepiSeme do tvaru

2pnq
Gon = ——, Dan = DPnGzn (n=3). (4"
Pn + qn

Archimeduv prakticky vypocet ¢isla & lze strué¢né zhodnotit nasledu-
jici vétou.

Archimedes se zabyval urcenim hodnot deseti ¢isel

Qe, D6, q12, P12, q24, D24, Q48, P4as, 496, D96 (8)

a jako vysledek ziskal oboustranny odhad ¢isla © ve tvaru

223 22
314084... = 5 <m< T =314285... (9)
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Toto stru¢né hodnoceni v nas patrné nevyvola zvlastni obdiv k pocet-
nimu vykonu antického ucence, dokud si neuvédomime, jaké prostiedky
vypocti mél Archimedes k dispozici. Pfedevsim mu chybélo to zékladni,
bez ¢eho se dnes pfi manipulaci s ¢iselnymi tdaji neobejdeme, totiz za-
pisovdni c¢isel v pozicni soustavé. NaSe obvykla pozi¢ni soustava ma za
zéklad ¢islo 10; ¢isla zapsana v desitkové soustavé mizeme podle dobfe
znamych algoritmt pisemné sé¢itat, odc¢itat, nasobit a délit na zadany
pocet platnych ¢islic, staci mit jen trpélivost a peclivé hlidat, abychom
se v nékterém fadu nespletli. Vasi prarodice si ze skoly mozna pamatuji
i algoritmus pisemného vypoctu druhé odmocniny, potfebny pii uplat-
néni druhého z rekurentnich vzorci (4'). Zdtraznéme, ze Archimedes
mohl zapisovat (ponékud komplikovanym zptisobem) pouze ¢isla pfiro-
zend, ostatni (neceld) ¢isla musel vyjadfovat poméry pfirozenych ¢isel,
tedy jako zlomky.

Ocenit musime i exaktni zptsob, jakym se Archimedes vypotradal s vli-
vem chyb, které pri pribliznych vypoctech vznikaji. Jeho cilem nebylo
pouze ziskat néjaké priblizeni hledaného ¢isla, ale stanovit konkrétni
meze, ve kterych toto neznamé ¢islo zarucené lezi. Podle Archimeda jsou
pro cislo  takové , teoretické” meze vyjadieny nerovnostmi p,, < 1 < qp;
tyto meze jsou tim ,sevienéjsi“, ¢im je index n vétsi. Po priblizném vypo-
¢tu ¢isel (8) budou tedy vyslednymi mezemi pro ¢islo & tyto dvé hodnoty:
dolni odhad ¢isla pgg a horni odhad ¢isla ggg. Archimedes fakticky dosahl
odhadi

96 - 66 96 - 153

> 0 < 2000
P = g0l PO 73l

(nésobeni v ¢itatelich jsme pouze naznadili a ve jmenovatelich jsme po-
nechali smiSena cisla, abychom zachovali autenti¢nost zlomkua z Archi-
medovy prace O méreni kruhu). Protoze takové zlomky pfipadly Ar-
chimedovi pochopitelné nepraktické, nahradil je blizkymi (ve spravném
»sméru®) zlomky 27%3 a %, které maji mensi Citatele a jmenovatele. M-
Zeme jen spekulovat o tom, jak takové vhodné ,,nahradniky“ Archimedes
objevil.

Vysvétleme nyni, pro¢ k ziskani dolniho odhadu ¢isla pgg a horniho od-
hadu ¢isla ggg Archimedes potifeboval ,oboustranné“ (tedy dolni i horni)
odhady obou pfedchozich ¢lenti pss a g45. Vyplyne to samoziejmeé z vlast-
nosti rekurentnich vzorct (4'), které ted posoudime pro obecné n. Pro-
toze pramér H(a,b) je stejné jako primér G(a,b) v kazdé z kladnych
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proménnych a, b rostouct funkce, 1ze ze vzorct (4') ziskat odhady

2D (pn)D(qy) 2H (py,)H (qn)
D(pn) +D(Qn) ’ H(pn) +H(qn) ’ (10)

D(p2n) = VD(pn)D(g2n) s H(p2n) = VH(pn)H(g2n) s

kde symbolem D(r), resp. H(r) zna¢ime libovolny kladny dolni, resp.
horni odhad kladného ¢isla r, tedy jakakoliv ¢isla s vlastnosti

0<D(r)<r < H(r).

Téchto zakonitosti si byl védom i Archimedes (i kdyZ je pochopitelné
nezapisoval podobnymi symbolickymi vzorci), takZe pro ¢leny psg a qas,
stejné jako pro vSechna pfedchozi ¢isla z (8), peclivé stanovoval ,jemné“
oboustranné odhady. I kdyz do vétsich podrobnosti Archimedovych vy-
poCtli nepijdeme, upozornéme, ze i vzorce (10) maji spiSe teoreticky
réz, nebot hodnoty jejich pravych stran nejsme schopni pro dand D(p,,),
H(p,), D(gn), H(gy) vétsinou piesné vy¢islit, ale pouze odhadnout (po-
zadovanym smérem).

Nezminili jsme se dosud jesté o jednom vyznamném stavebnim prvku,
bez kterého by Archimedes nemohl celou pyramidu vypocti délky kruz-
nice vibec sestavit. Je jim urcovani druhych odmocnin, presnéji odha-
dovani jejich hodnot pomoci vhodnych zlomki. V prvni etapé vypocti
musel Archimedes odhadnout ¢&islo v/3, nebot obvody pravidelngch Sesti-
tihelnikt jsou dany vzorci ps = 3, g5 = 2v/3 (pfipomindme, 7e R = %)
Archimedes dobre chapal, Ze mélo presné odhady ¢lenu gg budou v pri-
béhu vypocti vice a vice prispivat ke ztraté kvality vysledkd, proto mi-
strovsky vybral jemné a pfitom pomérné jednoduché odhady

265 1351
=09 3 220
53 < V3< 7o

o jejichz presnosti svéd¢i rovnost

1351 265 1

780 153 39780
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Ve vypoctech ¢isla n nasel Archimedes fadu nasledovniki, ktefi ne-
tnavné rozsifovali posloupnost (8) hleddnim ptibliznych hodnot dalgich
¢lent. Prohlédnéte si tabulku 1 pfibliznych hodnot ¢isel p,,, ¢, pro néko-
lik prvnich indext tvaru n = 3 - 2¥; Earou jsou podtrzeny skupiny é&islic,
ve kterych se vypsané hodnoty shoduji s hledanym ¢islem .

n Dn an
3 2,598076211353 5,196152422706
6 3,000000000000 3,464101615137
12 3,105828541230 3,215390309173
24 3,132628613281 3,159659942097
48 3,139350203046 3,146086215131
96 3,141031950890 3,142714599645
192 3,141452472285 3,141873049979
384 3,141557607911 3,141662747056
3217 3,141592653556 3,141592653656

TABULKA 1

V poslednim fadku tabulky 1 jsou uvedeny hodnoty, které roku 1593 vy-
pocetl znamy francouzsky matematik Francois Viéte (1540-1603). Uvo-
dem clanku zminény Ludolph van Ceulen vysel z pocateéni hodnoty
k =4 (tedy z obvoda vepsaného a opsaného ¢tverce) a po Sedesatém (!)
uziti rekurentni dvojice vzorcti (4') dospél pisemnymi vypocty k nésle-
dujicim odhadim (jez uvefejnila jeho Zena aZz po van Ceulenové smrti
v r.1615):

Das2 > 3,14159 26535 89793 23846 26433 83279 50288 39541
gos2 < 3,14159 26535 89793 23846 26433 83279 50288 46831

Jaky to priklad nezmérné lidské vytrvalosti a pile!
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