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Porozumeéni Dudeneyho privésku
a déleni obrazcu

Vlastimil Dlab, Bzi u Zelezného Brodu

Abstrakt. Clinek se zabyvé délenim rovinnych mnohothelniki na koneény pocet ¢ésti, z nichz
lze sestavit jiné, pfedem zvolené mnohothelniky. Uvodni st je vénovana historii téchto di-
sekel a dikazu Wallaceovy—Bolyaiovy—Gerwienovy véty, podle které 1ze mezi sebou transfor-
movat libovolné dva mnohoihelniky o stejném obsahu. Hlavnim tématem ¢lanku je tzv. Du-
deneyho pfivések, tj. rozdéleni rovnostranného trojihelniku na ¢tyii ¢asti, z nichz lze slozit
¢tverec. Dudeneyho konstrukce je i po sto letech od svého objevu predmétem fady publi-
kaci; tento ¢lanek poukazuje na jeji podstatu a zobecnuje ji pro trojihelniky, které nejsou
rovnostranné.

1. Uvod

Vymezit néjakou presnéjsi hranici mezi rekrea¢nimi hlavolamy a matematikou je ¢asto
velmi obtizné. Zcela urcité je tomu tak v piipadé disekci, tj. déleni rovinnych geome-
trickych obrazcu. To je disciplina, ktera byla v historii mnoha kultur velmi populdrni
(viz [3]). Historické zdznamy a dikazy jsou bohuzel velice vzdcné, nicméné pouka-
zuji na mistrovstvi dosazend napi. v ¢inském G arabském svété. Cinské diagramy,
které vytvoril Liu Hur (asi 220-280) ve tietim stolet{ naseho letopoctu, se bohuzel
nedochovaly. Jejich charakter pfipomnél v osmnactém stoleti ¢insky ucenec DAI
ZHEN (1724-1777) jednou ilustraci ke specidlnimu vyddni Jiu zhang suan shu (Mate-
matika v deviti kapitoldch), kterou zndzornuje obr. 1. Vsimnéme si, ze uloha zapada
do snahy aproximovat ¢islo m: obrazek predstavuje geometricky dukaz velmi hrubé
aproximace ¢isla 7 ¢islem 3.

Arabskou védu v této discipliné patrné nejlépe reprezentuje vyznamny matematik
MUHAMMAD ABU’L-WAFA AL-BUzJANI (940-998), jehoz pfinos, stejné jako piinos
veSkeré arabské védy svétovému rozvoji, nebyl dodnes docenén. Zda se, ze teprve
v poslednich desetiletich nastava cas se vyporadat s evropskym centralismem ve védé
a uméni. Ten nen{ ni¢im neddvnym. FRANGOIS VIETE (1540-1603) vyjadfuje tento
pohled vyroky, které jsou natolik odpudivé, ze jsou v literatute velmi ztidka citovany.
Ptitom soucasni historikové védy pripominaji, ze kdyby Viete lépe znal arabskou ma-
tematiku, zjistil by, ze mnohé ideje, k nimz dospél, byly uz diive arabskym mate-
matikiim znamy. Viete nebyl nikdy schopen pfiznat, ze v bagdadském Domé moud-
rosti (Bayt al-Hikma, 830-1258) vzkvétala po nékolik stolet{ véda a kultura, kterd
nam mimo jiné zachovala v arabskych piekladech feckou literaturu véetné matema-
tické. Pfipomenime, ze ucenci kalifitu HARUNA AR-RASIDA (763-809) a jeho syna
AL-MA’MUNA (786-833) méli blizké styky s tehdejsim svétem véetné dvora slavného
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Obr. 1. Rozdéleni pravidelného dvanéctithelniku na tii ¢tverce podle Dai Zhena

franského krdle KARLA VELIKEHO (747/8-814), kde dikazem kulturn{ vyspélosti bylo
umét se podepsat. Abu’l-Wafa dosdhl tspéchu nejen pii déleni a transformacich ro-
vinnych obrazct, ale i v jejich aplikacich v arabské architektute. Je tfeba zduraznit, ze
déleni ¢tvercu (viz obr. 2) a pravidelnych mnohothelnikt piedstavovalo jen nepatrnou
cast vseobecného rozvoje nejen v matematice, ale i v mnoha jinych disciplinach, které
v tomto obdobi rozkvétaly.

V tomto textu se omezime na déleni mnohoiihelniku na koneény pocet ¢asti, z nichz
se daji sestavit jiné pfedem zvolené obrazce. Je pochopitelné, ze takovato déleni existuji
jen za ur¢itych podminek, jako je napf. rovnost obsahtu. Jelikoz déleni nejsou jedno-
znacnd, hraji dulezitou roli dalsi pozadavky, jako je napt. pocet dilé¢ich mnohothelnika
nutnych k pfeskupeni nebo jejich symetrie.

Abychom se mohli 1épe a presnéji vyjadfovat, domluvme se na nékolika jedno-
duchych pojmech. Koneénou mnozinu mnohodhelnika R(A4) = {X1, Xo,..., X,n} na-
zveme rozdélenim mnohotuhelniku A, jestlize

(1) Uity Xe = 45

(2) pro kazdou dvojici indexti t; # to je prunikem X, N X;, bud tsecka, nebo bod,
nebo prazdnd mnozina.

Jestlize R(B) = {Y1,Ya,...,Y,} je rozdéleni mnohoihelniku B takové, ze m = n
a existuje permutace m mnoziny {1,2,...,m} takova, ze X; a Yy jsou shodné pro
vsechna 1 <t < m, fekneme, ze A a B maji spolecné rozdéleni a piseme R(A) = R(B).
Snadno se presvédéime, ze relace = je tranzitivni:

Jestlize mnohouhelniky A a B a mnohothelniky B a C maji spolecnd rozdélend,
potom téZ mnohothelniky A a C' maji spolecné rozdélend.

Skuteéné, necht Rq(A), R1(B), R2(B) a R2(C) jsou rozdélenf mnohotihelnikt A, B
a C, pro ktera je

Ri(A)=R1(B) a R(B)=Re(C),
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Obr. 2. Rozdéleni ¢tverce na tfi shodné ¢tverce podle Abu’l-Wafy

kde Ri(B) = {Y1,Ya,..., Y} a Ra2(B) = {Z1,Z2,...,Z,}. Potom vSechny mnoho-
thelniky, které vzniknou jako pruniky

Y.nZ,, 1<r<m, 1<s<mn,

urcuji rozdéleni R(A) a R(C) (zjemnéni puvodnich Ri(A) a Ra(C)), pro néz plati
R(A) =R(C).

Tato tranzitivita je jddrem dikazu néasledujici véty spojované s fadou matematiku,
nejcastéji s WILLIAMEM WALLACEM (1768-1843), FARKASEM BOLYAIEM (1775-1856)
a PAULEM GERWIENEM (19. stol.):

Kazdé dva mnohothelniky o stejném obsahu maji spolecné rozdélent.

Jinymi slovy: jestlize mnohothelnik A m4 stejny obsah jako mnohothelnik B,
potom je mozné A rozdélit na koneény pocet ¢asti, z nichz lze sestavit mnohothelnik B.

Dikaz tohoto faktu je ptrekvapivé jednoduchy. Je zalozen na existenci spole¢ného
rozdéleni jistych dvojic utvaru, které ukazuji obrazky 3, 4 a 5.

Uvazujme triangulaci mnohothelniku A.

(1) Ke kazdému trojuhelniku T této triangulace zkonstruujme obdélnik M, ktery
s nim m4 spoleéné rozdéleni (obr. 3), a od ného prejdéme ke ¢tverci N, ktery
mé s obdélnikem M spoleéné rozdéleni: stranu x Ctverce N sestrojme ze stran
obdélniku M napf. pomoci Eukleidovy véty o vysce. Je-li w del$i strana obdél-
niku M, je zfejmé w > x. Pokud je w > 2z, oddélme od obdélniku M vhodny
pocet obdélnikt s jednou stranou z, se zbylym obdélnikem proved me konstrukei
z obr. 4 a ziskané obdélniky poskladejme na sebe do ¢tverce o strané x.

(2) Mnozinu ¢tvercu (které odpovidaji trojuhelnikum z triangulace) postupné redu-
kujme pomoci konstrukce z obr. 5 tak dlouho, az dojdeme k jedinému ¢tverci @,
jehoz obsah je roven obsahu mnohothelniku A a ktery s nim mé spole¢né rozdé-
leni (vyuzivdme tranzitivity relace ,mit spolecné rozdéleni“).

Maji-li mnohothelniky A, B stejny obsah, maji oba spoleéné rozdéleni se ¢tvercem @,
a tedy i1 navzdjem. Poznamenejme jesté, ze obr. 5 je zdroven dikazem Pythagorovy
véty.

Pokroky matematiky, fyziky a astronomie, roénik 61 (2016), ¢. 4 259



a

Obr. 3. Spole¢né rozdéleni trojuhelniku a obdélniku

Obr. 4. Spole¢né rozdéleni obdélniku a obdélniku s danou zakladnou x
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Obr. 5. Spoleéné rozdéleni dvou &tvercili a jednoho tverce (c? = a? + b?)

Stoji za zminku, Ze na$ dukaz je konstruktivni: Davé fyzicky proveditelny névod,
jak jeden z mnohouhelniki rozstiihat a ze ziskanych dilku slozit druhy mnohothelnik.
Ziejmou nevyhodou je fakt, ze pocet dilku, ktery tento postup vyzaduje, zpravidla
znacné presahuje minimalni pocet potiebny k takové premeéné. Tento aspekt déleni
mnohothelnika bude stiedem nasi pozornosti v dalsf ¢a

Si ¢asti textu.
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NO: 440,~THEI TRIANGLE AND AQUARL

The plﬂh in to cut any uq.ulhlqllli
(that is, a triangle whese three sides are of
!qul.l lengih) inte as few pium as 'ﬁun that
will it togother and form & perfect square.

riangle

Obr. 6. Zadani Dudeneyho tlohy ze 6. dubna 1902

Wallaceova—Bolyaiova—Gerwienova véta je nékdy omylem pti¢itana DAvIDU HiL-
BERTOVI (1862-1943) — viz napi. [4]. Moznym vysvétlenim je skute¢nost, ze analo-
gicky problém pro mnohostény v trojrozmérném prostoru je znam jako Hilbertuv tieti
problém. Prostorova analogie véty vSak neplati, jak ukéazal uz v roce 1900 Hilbertuv
student MAX DEHN (1878-1952). Dokézal dokonce, Ze neexistuje spolecné rozdélenf
dvou obecnych ¢tytstént, coz byla puvodni Hilbertova formulace problému.

2. Dudeneyho piivések — historie

Déleni rovinnych utvaru na ¢asti, které lze uspordadat do jinych, pfedem uréenych
utvart, se stalo pred sto lety velmi populdrni formou matematickych hlavolamu a hii-
¢ek. Jednim z cila bylo minimalizovat pocet prvki, které byly k pfeméné ttvaru za-
potiebi. Mezi osobnostmi, které tuto ¢innost popularizovaly, vynikal anglicky mate-
matik Dudeney.

HENRY ERNEST DUDENEY (1857-1930) byl muZzem dominujicim svétu matema-
tickych hiicek a hddanek. Jednim z jeho prvnich tspéchu byl sloupek ,Hadanky
a ceny“, ktery vychazel v londynském Weekly Dispatch od dubna 1896 do konce
roku 1903. Dudeney zde publikoval témér kazdy tyden své hadanky a odménoval nej-
lepsi feseni. Ponechaval soutézicim jeden tyden na rozlusténi problému; feseni a vitéze
pak oznamil po ¢trnacti dnech od data, kdy byla hadanka zaddna. Mnohé z hlavolam,
které pozdéji publikoval ve svych knihdch Amusements in Mathematics [2] a The Can-
terbury Puzzles [1], se poprvé objevily préavé v tomto sloupku.

Sloupek ze 6. dubna 1902 (viz obr. 6) obsahoval tlohu ,rozdélit rovnostranny
trojuhelnik na pokud mozno nejméné ¢asti, z nichz je mozno slozit ¢tverec”.
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Obr. 7. Spole¢né rozdéleni trojuhelniku a ¢tverce na pét dilu

Bylo zajimavé a piekvapujici, ze Dudeney po dvou tydnech — jak bylo diive
zvykem — fteSeni této ulohy neuvefejnil. Popsal pouze, jak rozdélit rovnostranny
trojihelnik na pét dila, z nichz je mozno slozit ¢tverec. Bylo to feSeni, které mél
pripravené?

Rozdéleni libovolného trojihelniku na pét dilu, které se daji slozit do ¢tverce, je
snadné. Jedno takové déleni je znazornéno na obr. 7.

Dudeney vsak zaroven oznamil, Ze ve skutec¢nosti existuje rozdéleni rovnostranného
trojihelniku na pouhé ¢ty dily, z nichz lze slozit ¢tverec. A dodal, ze se vskutku
nemylil, kdyz predpokladal, ze iloha bude roziesena, i kdyz v odhaleni ,jadra této
zahady* uspél pouze jeden soutézici, kterym byl pan C. W. McElroy z Manchesteru.
Tomu poslal za vitézstvi v soutézi pul guiney (coz je mozné hodnotit piiblizné jako
dnesnich 3000 K¢) a pochvalil ho jako jednoho z nejschopnéjsich fesitelu v celé zemi.
Zaroven dal vsem ¢tendfum moznost pokracovat v soutézi a zaslat svéa feseni béhem
dalsiho tydne. To proto, ze se podle ného patrné jednalo o nejzajimavéjsi a snad
i nejvyznamnéjsi problém, ktery se v jeho sloupku kdy objevil.

Jeho feSeni i s patficnym vysvétlenim uvefejnil Dudeney az za dalsi dva tydny,
dne 4. kvétna 1902. Oznamil téz, ze zaddné dalsi spravné feseni neobdrzel, a ze je tudiz
mozno povazovat tuto ilohu za skuteéné perny orisek.

Neni pochyb, Ze feSeni je elegantni. Otdzkou zustavé, zda Henry Dudeney Gtyt-
prvkové rozdéleni rovnostranného trojuhelniku objevil sdm, nebo si prisvojil feseni,
které objevil McElroy. Faktem je, ze Dudeney hrdé popsal, jak 17. kvétna 1905 pre-
zentoval mahagonovy piivések (ilustrativné znazornény na obr. 8) predstavujici feSenf
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Obr. 8. Dudeneyho piivések

problému na schuzi Royal Society (britské akademie véd). Sbalime-li pifvések smérem
doleva, slozime jej do rovnostranného trojihelniku ABC'; pfitom dojde ke ztotoznéni
bodu Gi, Fi, Zy, ... s body G, F, Z, ... Sbalime-li piivések smérem doprava,
slozime jej do ¢tverce GHK L; ptitom dojde ke ztotoznéni bodu Hs, Msy, As, ...
sbody H, M, A, ...

Bohuzel se zda, ze neexistuje zadny oficidlni zdznam, jak byl Dudeneyho piivések
na zminéné schuzi piijat, a to ani v Proceedings of the Royal Society, ani v Proceedings
of the London Mathematical Society. Na internetu lze nalézt celou fadu odkazu na
feSeni Dudeneyho problému; velmi pékné je skladani Dudeneyho ptivésku zobrazeno na
webové strance http://en.wikipedia.org/wiki/File:Haberdasher-anm-01.gif.
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Obr. 9. Dudeneyho rozdéleni rovnostranného trojihelniku na ¢tyti ¢asti

Popi8me nyni podrobnéji rozdéleni rovnostranného trojihelniku ABC na &tyii
¢asti, z nichZ je mozno slozit ¢tverec GHK L (obr. 9). Necht E, F jsou stfedy stran AC
a BC. Nejprve prodlouzime téznici AF do bodu U spliaujicitho rovnost |[FU| = |FC).
Poté sestrojime bod V', ktery je prusecikem prodlouzené strany BC' a pulkruznice
nad prumérem AU. Bod X je prusecikem strany AB a kruhového oblouku se stfedem
v bodé F' a polomérem FV. Bod Y lezi na strané AB ve vzdalenosti |BF| od bodu X.
Dany trojihelnik ABC' je nyni rozdélen na ¢tyii ¢asti spojnici F'X a kolmicemi Y Z
a EG spusténymi z bodu Y a E na usecku F X. Prodlouzenim tsecky EG do bodu H
tak, ze |EG| = |EH|, a usecky XZ do bodu L tak, ze |XZ| = |XL|, dospéjeme
k obdélniku GHKL. Ten je rozdélen tak (AM | BC), ze ¢tyithelniky AEHM
a CEGF jsou shodné, ¢tyiihelniky AMKN a AEGX jsou shodné a trojihelni-
ky XNL a XY Z jsou rovnéz shodné. Protoze je ctyfuhelnik EFY X rovnobéznik,
je |FZ|=|GX]|, a tedy rovnéz |FX| = |GL|.

Poznamenejme, ze predchozi nivod lze zdroven pouzit ke konstrukei éfsla +/3.
Jestlize se délka strany rovnostranného trojihelniku ABC rovnd 2a, a tedy |BF| =
|FC| = |CE| = |EA| = |FU| = a, potom je délka vysky (uzitim Pythagorovy véty)
rovna |AF| = av/3. Jelikoz trojihelnik AUV je pravouhly (Thaletova véta), je étverec
jeho vysky |FV|> = |FU| - |AF| = a*V/3. Odtud |FX| = |FV| = a/3. Délka a/3
tsecky |FX| udava délku strany hledaného &tverce, nebot obsah étverce o strané
délky av/3 se rovna obsahu a?y/3 trojihelniku ABC o strané délky 2a. Protoze je
|FX| =|GL|, je obdélnik GHK L ttvercem.
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Obr. 9 ndm téz pomuze urcit délky |BY | a |AX| (pfipomenme, ze | XY| = a). Délky
stran trojithelniku AX F jsou totiz rovny |AX|, av/3 a av/3. Navic plati |/ X AF| = 30°.
Uzitim kosinové véty tedy dostavame |[AX|* = a2v/3 — 3a% + 2|AX| - ay/3 - ? Ozna-
¢ime-li |[AX| = z, dostdvdme pro = kvadratickou rovnici

2
1
2% — 3azx = a*(V/3 — 3), neboli (x - §a> = Za2(4\/§ —-3).
Tedy x = %a (3 + /43 — 3), a jelikoz = < a,

1
r=|AX|=za (3 —\/4V3 - 3> ~ 0,50901523a.

Proto |BY| = a — z =~ 0,49098477a. Jedno z téchto dvou ¢&isel (nebo obé) je mozno
vyuzit pro vyrobu Dudeneyho piivésku.

3. Dudeneyho piivések — porozumeéni

V této casti chceme poukazat na obecny charakter Dudeneyho déleni trojihelniku
na CGtyfi ¢asti, z nichz je mozno slozit ¢tverec, a hlavné zduraznit, ze se nemusime
omezovat na rovnostranné trojihelniky. Na prvni pohled se zd4 Dudeneyho pfeména
rovnostranného trojuhelniku na ¢tverec zahadna a konstrukce na obr. 9 ponékud kom-
plikovand. Uvidime, ze je bezprostiednim dusledkem dvou zcela elementarnich geome-
trickych tvrzeni.

Podejme vsak nejprve formalni popis Dudeneyho konstrukce obdélniku prirazeného
danému trojihelniku ABC, ktera bude déle v textu uzivdna. Spoc¢iva v nasledujicich
péti krocich, které jsou ilustrovany na obr. 10.

1. Sestrojme stiedy E a F stran AC a BC.

2. @glme na primce AB body X a Y tak, aby pro vektory ﬁ a zﬁ platilo
XY = L4B.

3. Sestrojme paty kolmic spusténgch z bodi Y a E na primku XF a oznacme je
pismeny Z a G.

4. Sestrojme body L o H tak, aby ﬂ = —ﬁ a E—}} = —E—é,
5. Sestrojme Dudeneyho obdélnik D(ABC, X) = GHKL.

Poznamenejme, Ze jsme definovali ,levou“ Dudeneyho konstrukei. Stejnym zpu-
sobem, uzitim bodu Y a tdhlopficky YE misto X a XF, bychom ziskali ,,pravou®
konstrukci obdélniku D(ABC,Y).

Rovnobéznik XY FE, jehoz obsah se evidentné rovna poloviné obsahu trojihelni-
ku ABC, je rozdélen na dvé dvojice shodnych trojihelniku, jejichz vhodnym presunu-
tim (viz obr. 10) ziskdme rozdélenf obdélntku GEN L. Ke kazdému trojuhelniku ABC
je tedy volbou bodu X na pifmce AB piitazen Dudeneyho obdélntk D(ABC, X) =
GHKL o stejném obsahu jako trojihelnik ABC.
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Obr. 10. Dudeneyho konstrukce obdélniku GH K L pfirazeného trojihelniku ABC

c

Obr. 11. Piiklad vérné Dudeneyho konstrukce
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Obr. 12. Priklad vérné Dudeneyho konstrukce vedouci na ¢tverec

Nasim cilem je urcit, za jakych podminek je mozno touto konstrukei rozdélit dany
trojuhelnik na ¢tyfi dily tak, aby se z nich dal obdélnik D(ABC, X) slozit. Nazvé-
me takovou Dudeneyho konstrukci vérnou. (Pojem vérné konstrukce budeme mate-
maticky precizovat v jednom z dalsich odstavci.) Dudeneyho konstrukce na obr. 10
vérna neni; pitklad vérné konstrukce je na obr. 11. Trojihelnik ABC' je rozdélen na
ctytuhelniky CEGF, BFZY , AXGE a trojuhelnik XY Z, jez jsou shodné s ¢tyithel-
niky AEHM, AMKN, AXGE a trojihelnikem X NL, které predstavuji rozdéleni
obdélniku GHKL.

Tento postup néds dovede k urceni vSech trojihelnika, pro néz existuje feseni
obecného Dudeneyho problému, tj. rozdéleni daného trojuhelniku na ¢tyii dily tak,
aby D(ABC, X) byl ¢tverec, ktery se da z téchto dilu slozit (viz obr. 12).

Abychom mohli snadno formulovat piislusné podminky, uvazujme trojihelnik ABC
v kartézskych soufadnicich. Nechf A = (0,0), B = (¢,0), kde ¢ > 0, a C = (u,v);
tedy |u| je vzddlenost bodu C od osy y a v > 0 je vyska trojihelniku ABC' piislusna
k zékladné AB. Stied F strany BC ma tedy soufadnice (%(u +c), %v) Polohu bodu X
popisme soufadnici z, tj. X = (x,0). Piislusnou Dudeneyho konstrukci D(ABC, X)
budeme znagit D(u, v, z).

K tomu, aby Dudeneyho konstrukce obdélniku byla vérna, tj. aby dovolila rozdélit
trojuhelnik na ¢tyfi dily, z nichz je mozno slozit obdélnik D (u, v, x), je nutné (a postacu-
jicl),aby 0 < x < %c a aby paty G a Z lezely uvnitf ¢ na obvodu rovnobézniku XY F'E.
Podminka pro patu G je splnéna, pravé kdyz souradnice x bodu X nepfevysi soutad-
nici z bodu F, tj. kdyz z < 2(u+¢). (Pro = 4(u+ ¢) bod G splyne s bodem F
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Obr. 13. Podminky vérné Dudeneyho konstrukce

a pro @ > 3(u+ c) se bod G dostane nad tusecku EF.) Pata Z, kterd lez{ na kruznici
nad prumérem XY, se nachaz{ uvnitt ¢i na obvodu rovnobézniku XY F'F pravé tehdy,
kdyz F lez{ vné ¢ na obvodu zminéné kruznice (viz obr. 13). Ta m4 stied (z + 1c,0)

a polomér ic, musi tedy platit

Po tpravé dostavame pro 0 < x < %c podminky

c\2 c\2
u>2r—c a (u—2x—|—§> +v 2(5) . (1)
Jejich dusledkem jsou nésledujici dvé tvrzeni.

e Pro libovolnou volbu vrcholu C = (u,v) spliujici nerovnost u > —c existuje
0<z< %c takové, Ze D(u,v,x) je vérnd Dudeneyho konstrukce.

e Dudeneyho konstrukce D(u,v,x) je vérnd pro kazdé 0 < x < %c pravé tehdy,

. . ) _ , 1 1
jestlize pro soutadnice vrcholu C = (u,v) plati 0 < u < 5¢ < v nebo u > 5C

a zdroven v* > (%c)2 — (u—3¢)? (4. C lezi v oblasti vyznacené na obr. 14).

Kazdému trojihelniku ABC, kde A = (0,0), B = (¢,0), C = (u,v), jsme volbou
bodu X = (z,0) piifadili Dudeneyho obdélnik D(ABC, X) = D(u,v,z) = GHKL
o stejném obsahu. Vénujme se nyni otdzce, kdy je Dudeneyho obdélnik ¢tvercem. To
nastane pravé tehdy, kdyz |GH| = |LG|, neboli |GH|-|LG| = |LG|*. Vyuzitim rovnosti

268 Pokroky matematiky, fyziky a astronomie, ro¢nik 61 (2016), ¢. 4



Obr. 14. Mnozina bodid C = (u,v), pro néz je Dudeneyho konstrukce vérnd pro kazdé x
splitujici 0 < z < %c.

|LG| = | X F| obdrzime

2
cv u+c v 2
R -). 2
2 (m 2 ) + (2) 2)
Diskriminant této kvadratické rovnice, ktery je roven v(2c — v), musf byt nezdporny,
coz nastava pro v < 2c¢. Resenim rovnice (2) pak dojdeme k nasledujicim vysledkum:

e Pro v = 2c¢ a libovolné u je Dudeneyho obdélnik ¢tvercem v jediném piipadé

u—i—c)
5 )

D(ABC, X) = D(u, 2¢,

e Pro v < 2c¢ a libovolné u vede Dudeneyho konstrukce ke dvéma ¢tvercum
1
D(ABC,X) = D(u,wv, i(u + ¢t v(2¢ —v))).

Prvni podminka z (1) je v pfipadé v = 2¢ splnéna trividlné. V pifpadé v < 2¢ je
splnéna pouze pro x = %(u +c—/v(2c— v))

Druhou podminku ze vztahu (1) lze ekvivalentné psat ve tvaru

c\?2 c\ 2
_2 _7) 2> (7) ’
(u—|—c T 5 + v > 5
neboli

(u+c—22)% —c(u+c—2x)+v*>0. (3)
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Obr. 15. Mnozina v8ech poloh vrcholu C, pro které lze Dudeneyho konstrukci preménit
trojihelnik ABC na ¢tverec.

Pokud je D(u,v,x) ¢tverec, pak z rovnosti (2) dostavame 2cv = (u + ¢ — 2x)% + v2.
Postupnymi tpravami pak zjednodusime — s prihlédnutim k (1) a (2) — nerovnost (3):

2cv—c(u+ ¢ —2x) >0,

u+c
vz—’_f

€,

2
+c cv v\ 2
NE NG
”(2 * 2 ~\2/)
2

v > —c.
-5

Dokézali jsme, ze konstrukce D(u,v, ) je vérnd a vede na Ctverec prévé tehdy,
kdyz 0 < x < %c, %c < v < 2¢ a je splnéna rovnost (2). Tu lze prevést do tvaru

(u+c—22)°+ (v—2c)? =c,

coz znamend, ze vrchol C lezi na oblouku kruznice se stfedem (22 —c¢, ¢) a polomérem c.
Pro0 <z < %c tyto oblouky vyplni oblast vSech ptipustnych poloh vrcholu C| kterd
je vyznacena na obr. 15. Formulaci pfislusné véty prenechavame ¢tenaii.
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Obr. 16. |CD|:|AB|=2:5, |[AX|:|XY|:|YB|=7:10:3

r C

Obr. 17. |CD|: |AB| = (2+/3) : 2

Na zavér pfipojime jesté t¥i poznamky. Prvni se tykd rovnoramennych trojihelni-
ka. Myslim, ze by byvalo prospélo, kdyby Dudeney formuloval tlohu obecnéji pro rov-
noramenné trojuhelniky. Pro ty je podminka existence vérné Dudeneyho konstrukce,
v niz je vysledny obdélnik ¢tvercem, obzvldsté jednoduchd (viz obr. 15):

2+3
2

[\

—c<v<

C.

ot

Obr. 16 a 17 zachycuji situace, kdy vrchol C' je v extrémni poloze.
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Obr. 18. Rozdéleni trojihelniku na pét ¢asti pomoci Dudeneyho konstrukce, kterd neni vérna.

V piipadé rovnoramennych trojihelniki nesmime opomenout ,singuldrni“ piipad
v = 2¢. Ptislusné rozdéleni trojihelniku pak ma pouze tii ¢asti, které je mozno slozit
do ¢tverce. Tato Dudeneyho konstrukce neni vérna.

Druhou poznamkou upozornéme na to, ze vSechna tvrzeni tykajici se Dudeneyho
¢tverce lze snadno rozsifit na obdélniky pfedepsanych rozmértu. Dudeneyho obdélni-
ky GHKL, jejichz délky stran maji dany pomeér |LG|/|GH| = k, jsou

D(ABC, X) = D(u,wv, %(u + ¢+ u(2ke — v))).

Treti zadvérecnou poznamkou odpovime na dotaz, ktery je nasnadé: Co se stane
v pripadé, kdy volba vrcholu C' umoznuje Dudeneyho konstrukci, ktera vede ke ¢tverci,
ale neni vérna? Otéazku zodpovi piiklad na obr. 18 — spolecné rozdéleni mé pét prvka.

Nyni jiz nezbyvd, nez vam popidt hodné dspéchu pii hleddni vhodné desky (ne-
zapomente, ze Dudeney pouzil mahagon) k vyrobé piivésku, kterym muzete okouzlit
své pratele.

Podékovani. Dékuji doc. Antoninu Slavikovi a recenzentovi za konecné upravy textu.
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