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Souhvézdi jako podgraty triangulaci

Andrej Ferko, Jergus Moravcik, Bratislava, Ivana Kolingerovd, Plzeti

Abstrakt. Pokud ma ¢loveék zachézet s mnozinou bodt, podvédomé & védomé si dopliuje
hrany, coz uleh¢uje porozuméni tvaru a zapamatovéani. P¥ikladem jsou souhvézdi, kde doplnéni
nejstarsich znamych hran probéhlo jiz pfed tisiciletimi. Tento ¢lanek zkoum4, zda lze pouzité
hrany pro piipad souhvézdi charakterizovat jako podgraf lokalné optimélnich triangulaci.
Odpovéd je kladna v p¥ipadé pouziti i pon&kud neobvyklych kritérii.

1. Uvod

Jiz pred tisiciletimi zvedali lidé o¢i k nebestim a pozorovali hvézdy. Nebyly po nebi roz-
mistény pravidelné, ale usporadany do rtznych skupinek, souhvézdi. Nékteré z téchto
skupinek lidem tvarové néco pfipominaly, a navic je pozorovali na nebi pravidelné. Lidé
si také vsimali, Ze néktera souhvézdi vidi v dobé, ktera je vhodna pro seti, nékteré
z&F1 na nebi presné ve sméru, kterym se lodé maji vratit domi, néktera jsou prosté
jen krasna. Bylo tedy dulezité si tyto skupiny hvézd zapamatovat. Obrysy nékterych
pripominaly slavné hrdiny, zvifata ¢i bajné pfiSery, pravdépodobné je na nebe umistili
bohové, aby jim zajistili nesmrtelnost anebo aby byly pro lidstvo varovanim.

Dnes uz vime, Ze vétSina hvézd v daném souhvézdi spolu fyzicky vibec nesouvisi
— lezi daleko od sebe a jen ndhodné se pozorovateli ze Zemé promitaji do stejné ¢asti
oblohy, a tak vytvareji vice ¢i méné napadné obrazce. Jejich vyznam pro zemédélstvi
i navigaci vyrazné poklesl. Pfesto i nadéle zalibné zveddme o¢i a dalekohledy k nebe-
sim a vyhledavame jednotliva souhvézdi; jejich jména a p¥ib&hy jejich zivych predloh
stale nejsou zapomenuty.
uzivanych nazvi dali souhvézdim stafi Rekové a Rimané. Uréité dpravy a dopliky
pochazeji také ze stfedovéku a novovéku. V roce 1922 byla zalozena Mezinarodni as-
tronomicka unie. Na zakladé jejtho rozdéleni oblohy na oblasti s pfesné vyznacenymi
neprekryvajicimi se hranicemi, odvozenymi z historickych souhvézdi, a pridani dalsich
souhvézdi v roce 1925 existuje 88 souhvézdi, zahrnujicich vSechny zndmé hvézdy kromé
jedné. Touto jedinou nezac¢lenénou hvézdou je Slunce.
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Nam znédma souhvézdi tu nebudou navzdy, poloha hvézd se méni, takze dnes vidime
na obloze néco trochu jiného nez kdysi Ptolemaios, za 10 ¢i 20 tisic let uz souhvézdi
svym soucasnym nazvim nebudou piili§ odpovidat, coz umozni nasSim potomkim
promitnout na oblohu zas jejich predstavy.

Polozme si nyni otazku, zda to, jak jsou souhvézdi zakreslena, ma né&jakou geome-
trickou charakteristiku, zda existuje n&jaka (geometricka) zakonitost v tom, jak jsou
diléi hvézdy pospojovany virtudlnimi hranami do logickych celka. Mnozina hran tvofici
dané souhvézdi neni vétsinou pevné stanovena, ruzné zdroje ¢asto jedno a totéz sou-
hvézdi zobrazuji pomoci mirné odlisnych hran. Vybér bodi je oproti tomu ve vétsiné
pripadi jednoznacny — jednéa se o nejjasnéjsi hvézdy dané ¢asti oblohy. Pro potieby
tohoto ¢lanku byla vybrana takové reprezentace souhvézdi, kterd se nejvice blizila ro-
vinnym grafim. Soufadnice hvézd byly prevzaty z [2]|, hrany pievazné z [13]. Sférické
soufadnice poloh hvézd byly nejprve zobrazeny na jednotkové kouli. Pak byly pro-
mitnuty na rovinu stfedovym promitanim, pficemz priumétna byla kolma na polohovy

Ny

vektor tézisté bodt, reprezentujicich polohu hvézd na jednotkové kouli.

Pocet bodt souhvézdi se pohybuje v rozmezi 2-32, jejich grafy jsou souvislé ¢i
nesouvislé (Had), cyklické ¢i acyklické, obsahuji hrany spojujici extrémni body (Troj-
thelnik) nebo se takové hrané vyhybaji (Jizni kiiz). Dalsf zvlastnosti Jizniho kifZe jsou
protinajici se hrany. ProtoZe neexistuje alternativni reprezentace tohoto souhvézdi bez
protinajicich se hran, bylo nutné toto souhvézdi z naSich experimentii vyloucit. Zminku
zasluhuje také Had, ktery je rozdélen souhvézdim HadonoSe na dvé ¢asti; hrana spo-
jujici obé ¢asti Hada je ale fazena do Hadonose. V souhvézdi Orion je jeden izolovany
bod, nékdy spojovany s dvéma nejbliz§imi body. Tento bod v experimentech nebyl
uvazovan.

Priklad grafu souhvézdi uzivaného v experimentech je na obr. 1. VSechny pouzité
souradnice poloh hvézd a jejich grafy je mozné najit na strance [9)].

Geometrické struktury, konstruované lidmi z bodovych vzorki, implicitné o¢ekavaji
spojovani blizkych bodii hranou. P#i hleddni geometrickych struktur typickych pro

0.753642 0.625906
1.000000 0.507201
0.777619 0.558920
0.410155 0.264520
0.316204 0.720905
0.372658 0.505411
0.316201 0.436635
0.000000 0.686255
0.121954 0.59c42¢
0.220482 0.371511
0.301413 0.000000
0.3808619 0.134792
0.381947 0.181937
0.582601 0.098013

AND — Andromeda

Obr. 1. Priklad grafu souhvézdi Andromeda s prfepoéitanymi planarnimi soufadnicemi poloh
hvézd
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reprezentaci souhvézdi budeme tedy vychézet z grafi zaloZzenych na spojovani blizkych
vrcholi. Ze zndmych planarnich grafii zalozenych na tomto principu jsou vhodnym
néstrojem triangulace, protoze pozadavek konstrukce kvalitnich trojihelnikt vede ke
spojovani blizkych vrcholi.

2. Triangulace

Definujme nejprve kli¢ovy pojem ¢lanku, triangulaci. Z nékolika alternativ stejného
vyznamu si vybereme definici zaméfenou na hrany. Informace k triangulacim 1ze najit
napf. v [4], [10], [11].

Definice 1. Triangulace. Triangulace T(P) bodové mnoziny P={p;,i=0,...,N—1}
v eukleidovské roviné je maximalni mnozina hran E takovych, ze

e hrany z F se protinaji jen v bodech z P,
e hrany z E déli konvexn{ obalku P na trojihelniky.

Existuje mnoho druhi triangulaci. Pro aplikace obvykle pozadujeme ,,dobry* tvar
trojuhelnikt, ¢imz se zpravidla mysli optimalizace néjakého geometrického kritéria,
napf. maximalizace minimalniho @hlu nebo minimalizace maximéalntho thlu. Pozado-
vané kritérium je z praktickych divodt obvykle optimalizovano pouze lokalné, tj. pro
dvojice sousednich trojuhelniki. Tim se dostavame k uziteéné t¥idé triangulaci, tzv. lo-
kalné optimélnim triangulacim:

Definice 2. Lokalné optimalni triangulace. Triangulace LOT(P) mnoziny bodt P
v roviné je z hlediska néjakého daného kritéria lokalné optimalni, jestlize kazda dvo-
jice sousednich trojuhelniki tvofici konvexni ¢tyfihelnik je z hlediska tohoto kritéria
lok&lné optimalni.

Nejcastéji pouzivanym kritériem pro LOT(P) je minimalni délka hrany spolecné
obéma trojuhelnikiim. Tato triangulace je obvykle nazyvédna lokdlné minimal-
ni (LMT).

Do tfidy LOT(P) patii také triangulace maximalizujici minimalni thel, znama
Delaunayova triangulace. Pro ni je Castéji uZivana alternativni definice, ktera lokalni
optimalitu nevyuziva:

Definice 3. Delaunayova triangulace. Triangulace DT(P) mnoziny bodi P v ro-
viné je Delaunayova triangulace P, jestlize kruznice opsané libovolnému trojuhelniku
z DT(P) neobsahuje uvniti Zadny bod P.

Delaunayova triangulace maximalizuje minimalni thel nejen lokdlné, pro kazdy
trojuhelnik, ale i globalné v celé triangulaci, coz je (nejen) ve t¥idé LOT vyjimecna
vlastnost. K pozitivnim vlastnostem DT(P) patii inkluze hran grafu nejblizsich sou-
sedid (NNG), tedy hran spojujicich nejblizsi sousedy z P.

Zajimavéa zejména pro numerické vypocty je LOT triangulace minimalizujici ma-
ximalni hel. V dalsim textu ji budeme zkracené nazyvat MIN-MAX. Dalsi informace
k problematice LOT lze nalézt v [1], [3], [4], [5], [6], [7]- Nyni jiz mtzeme pfedlozit
navrzenou hypotézu a jeji ovéieni.
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3. Hypotéza a jeji ovéreni

Hypotéza. Hrany téch souhvézdi, ktera jsou planarnim grafem, mohou byt beze
zbytku pokryty hranami lokalné optiméalnich triangulaci.

Pro testovani uvedené hypotézy byl vyuzit program vytvoreny autory tohoto ¢lanku
pro konstrukci LOT. Program je psan v Delphi Pascalu pro operacni systém MS Win-
dows.

Z 88 souhvézdi jsme pro neplanaritu vyloudili Jizni kiiz (CRU). Dalsich 26 sou-
hvézdi jsou trivialni p¥ipady, protoze maji bud maximalné 3 vrcholy anebo je mozné
v8echny jejich hrany pokryt hranami konvexni obalky (pfipomefime, Ze tyto hrany
patii do kazdé triangulace). To se tyka souhvézdi CER, CMI, CVN (maji jen dva
body), CIR, COM, FOR, LMI, NOR, OCT, PIC, PYX, SEX, TEL, TRA, TRI, VUL
(t¥i body), ANT, CAM, CHA, CRA, CRB, EQU, MEN, MIC, RET, SCL (konvexn{
obalka). Zbylych 61 souhvézdi tvori testovaci soubor pro naSe experimenty.

a) CEN b) HYI

|

3 /4:\\\’./’ - |

e) PHE f) sco

Obr. 2. Souhvézdi, ktera DT zcela nepokryje (nepokryté hrany jsou ¢arkované)
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7 téchto 61 souhvézdi je 55 souhvézdi zcela pokryto DT. Souhvézdi, kde nedojde
k tplnému pokryti hran, jsou jen CEN (Kentaur), HYT (Maly vodni had), LIB (Vahy),
PEG (Pegas), PHE (Fénix) a SCO (Stir), viz obr. 2. V kazdém z t&chto souhvézdi zbyla
jedna nepokryté hrana, v obrazku je oznacena ¢arkované.

Podobnych vysledki docilime s triangulaci MIN-MAX ktera stejné jako DT nepo-
kryva CEN, HYI, LIB, PEG a PHE, ale obsahuje hranu SCO nepokrytou DT. Pokud
je na uvazovanou mnozinu 61 souhvézdi aplikovana LMT, je pokryti o néco mensi —
LMT nepokryva dvé hrany v AND (viz obr. 3), po jedné hrané v CEN, HYI, LIB,
PHE a SCO (tytéz hrany, které nepokryva DT), dale chybi po jedné hrané v CMA
a PAV (tyto chybgjici hrany v DT byly), viz obr. 2 a 3, navic je ale pokryta hrana
v PEG, ktera neni v DT.

Tt dosud pouzité aplika¢né uziteéné triangulace se snazi produkovat ,,co nejrov-
nostrannéjsi“ trojuhelniky, vyhybaji se tedy prilis dlouhym a pfrili§ kratkym hranam,
pokud to konfigurace bodu dovoli. Pokud v souhvézdi existuje né&jaka del§i hrana,
obvykle ji v téchto ,rozumnych“ triangulacich nenajdeme. Na nedokonale pokryté
souhvézdi v CEN, HYI, LIB a PHE tedy musime nasadit spiSe vystiednéjsi triangu-
lace, od kterych budeme ocekavat pokryti pravé chybéjicich ,,dlouhych® hran, i kdyz
wkratké” hrany s velkou pravdépodobnosti nebudou obsahovat. Ttida LOT ovSem do-
voluje zahrnout i v praxi nepfili§ uziteéna kritéria.

a) CMA b) PAV c) AND
!
./ [ \ )i
S——r—— i LT
/ ! - '
/ -
! N
/N /

Obr. 3. Vysledky LMT, nepokryté hrany jsou ¢arkované

Zavedme tedy dalsi LOT triangulace, a to triangulaci maximalizujici maximalni
thel s ndzvem MAX-MAX a triangulaci minimalizujici minimalni thel zvanou MIN-
-MIN. Piiklad téchto triangulaci je uveden v obr. 4a a ukazuje, Ze rizna kritéria mohou
vést k identické triangulaci.

Pii zkoumani triangulaci optimalizujicich ,rozumna“ geometricka kritéria lze po-
zorovat, Ze tyto triangulace se pro b&Zna data (obvykle rovnomérné rozlozené body)
vzajemné prili§ neligi. Toto pozorovani jiz bylo prezentovano v [6] pro DT a greedy
triangulaci (triangulace ziskana vkladanim vzajemné se neprotinajicich hran v poradi
rostouci délky do konvexni obalky, viz napf. [11]). Na velkou podobnost raznych trian-
gulaci na dané mnoziné bodu lze v praxi narazit ¢astéji, ackoliv lze snadno zkonstruo-
vat datové mnoziny, pro které jsou triangulace vzajemné zcela rozdilné, viz napiiklad
ukazku v [10, p. 431, Fig. 6.2.3]. Triangulace MAX-MAX a MIN-MIN jsou samozfejmé
kvili tvaru vyslednych trojahelnikii pro praktické aplikace nevhodné.

Aplikujme nyni tyto triangulace na nepokryta souhvézdi. Triangulace MAX-MAX
pokryva v8echny hrany HYI, v PHE pak pokryva hranu, kterou neméla DT, ale ne-
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a) MAX-MAX (identicka s MIN-MIN)

b) Kombinace DT, LMT a MIN-MAX
(identicka s DT)

c) Kombinace DT, LMT a MIN-MIN
(identickd s kombinaci DT, LMT a
MAX-MAX)

v 7 3 " .

Obr. 4. Piiklady méné obvyklych triangulaci na datové mnoziné PHE

pokryva celé PHE. Ve vysledku pro CEN a LIB jsou hrany potfebné pro pokryti
spise vyjimkou, vzhledem k v&tsimu poc¢tu bodua tu totiz triangulace naplno rozvine
v8echny své nevyhody dané pouzitym kritériem. MIN-MIN dava identické vysledky
jako MAX-MAX.

Na zbyvajici nepokrytou hranu v CEN, resp. v LIB je tedy zapotfebi nasadit
jesté silnéjsi nastroje. Najdeme je v triangulacich optimalizujicich zéroven vice kritérii.
Tuto myslenku lze realizovat napt. prostfednictvim vazené kombinace nékolika kritérii
podobné jako v [8]. Pro ucely tohoto ¢lanku byla kombinace kritérii navrzena jako
,hlasovani ve prospéch dané hrany triangulace* — spocitaji se dvé nebo vice kritérii;
k prohozeni hrany dojde v piipadé, Zze vice nez polovina kritérii povazuje alternativni
hranu za lep8i. Priklady vicekriteralnich triangulaci 1ze vidét v obr. 4b a 4c. Teprve
vicekriteridlnim triangulacim se podafilo zvitézit nad ob&ma nepokrytymi hranami,
a to kombinaci DT + LMT + MIN-MAX nad CEN a kombinaci LMT + MIN-MIN
nebo LMT + MAX-MAX nad LIB. Tim bylo testovani hypotézy tispésné dokonceno.

4. Zavér

Pokud shrneme dosazené vysledky, pak navrzend hypotéza byla prokdzana, ovSem
za cenu ponékud krkolomnych kombinaci kritérii lokalné optimélnich triangulaci pro
posledni dvé hrany. Pokryti vétSiny hran triangulacemi s ,rozumnymi‘“ kritérii uka-
zuje, ze i v souhvézdich je patrna tendence lidskych pozorovateld spojovat blizké body
hranou. Nékolik nalezenych vyjimek (hrany v CEN, HYI, LIB a PHE) ukazuje, Ze lid-
skou pfedstavivost podobnym jednoduchym pravidlem charakterizovat stoprocentné
nastésti nelze.

Podé&kovani. Tato prace byla podpofena projekty VEGA 1/0996/16 Metody 3D
pocitacového videnia na mraéndch bodov na FMFI UK Bratislava (A. Ferko), APVV-
0326-11 Hodnotenie kvality geografickiyjch informdcii pre tvorbu environmentdlnych roz-
hodnuti (J. Moravcik) a LO1506 Ministerstva Skolstvi, mladeZe a t&lovychovy CR
(I. Kolingerové).
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