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the weights v3 = v, = ... =0v;p =1, or 1, = 0} Ny = Gp, .., Nn = Gy ON
substitution into Eq. (13), we would obtain r,,’ = 0,45.

Use of the correct weights, therefore, improves considerably the
correlation between the total result of the eight problems and the measured
attribute.

The reader will find more detailed treatment of the above matter in the works:
HOLZINGER K.: Statistical Résumé of the Spearman Two-factor Theory, 1930.
SPEARMAN G.: The abilities of Man (Appendix), 1927.

NOTE SUR UN PROBLEME FONDAMENTAL DE
THEORIE DE L’EQUILIBRE ECONOMIQUE. [<& Riie

Par Jiti Seirz.

Au cours de la résolution du probléme fondamental de la théorie de

Iéquilibre économique, on est amené & résoudre une question qui, en
termes mathématiques, s’énonce ainsi:

A quelle condition doivent étre assujettis les coefficients d’une forme
n
quadratique & n variables A(z, ) = Zaikx,-xk pour que cette [forme ait
i k=1
une valeur non-négative pour tout systéme de nombres réels z,, z,, ..., 2,
vérifiant la relation linéaire c,z; + ¢y%y + ... + ¢z, = 0. La réponse 3
cette question est l'affirmation suivante:
n n
Soient respectivement A4(x, x) = z agry et Lix) = Z ¢;x; une forme

i, k=1 i=
quadratique de matrice A et une forme linéaire pour laquelle ¢, % 0 et
n 2> 2; supposons en outre qu’on ait

0, ¢, €Cp...p Cy
C1s Q15 Qg --vs Oy
Cyy gyy Qogy ovvy Qo | F 0 (A = ay;.) 1)

L IR AP S A PSP

Cnsy Anys Apgy «vs Ay

alors la condition nécessaire et suffisante pour que la forme quadratique
A(x, x) soit définie, positive (négative), sous I’hypothése que les variables
Z4, Xy, «.., T, vérifient une relation linéaire L(x) = O est que les termes de
la suite
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0, ¢ 0, ¢, ¢ } 0, ¢, ¢ ¢ 0, €, CgeesCn
Ci @y |y [ C1s By By l €1y Qs Gy, Gig Gy Gy Gygy oo Oyn
O dayy Qg |5 | Gy Ggpy Bppy Oog Co» Q215 Oy, ooy Qop
Car 335 Bagy Taaly vyl vevnnnnnsennnnns
Cns Anys Qngs +++ Ann (“))
soient de méme signe (de signes alternés).
Démonstration. :
Introduisons les nouvelles valeurs des variables X, X,, ..., X, déduites

de la substitution réguliére:

Xy =6 + Clp + .0+ Cully

4Y2 == :L‘2

Xy =y . (3)
. [ .

Xp = 2

Si nous désignons par C la matrice de cette substitution, nous pouvons
écrire symboliquement:

X = Cx. 4)
On en déduit pour la transformation inverse:
x = C-1X. (5)

Par la substitution (5) la forme quadratique A(z, z) se transforme en une
forme quadratique des variables X, X,,..., X, qui sera désignée par 4'(X, X)),
les coefficients de cette nouvelle forme quadratique 1’étant par o'y et la
matrice de cette forme par A’

De la théorie de la transformation des formes quadratiques on déduit
immédiatement la relation:

A’ = C-'AC, (6)
On en tire facilement ce résultat auxiliaire: '

La condition nécessaire et suffisante pour qu'une forme quadratique
A(z, x) soit définie, positive (négative), sous Ihypothése que les variables
Xy, Ty, - ., T, Vérifient la relation L(z) = 0 est que la forme quadratique A'(X,
X) soit définie, positive (neganve) sous lhvpothése que X, = 0 c’est-a-dire

que la forme quadratique Za X ;X soit définie, positive (négative).
k=2
Pour le but que nous poursuivons, il sufit etabhr Jes conditions néces-

saires et suffisantes pour que la forme quadrathue Z a's Xi X, soit définie,
k=2
positive (négative).
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Soient, en notation symbolique, K,, K,, ..., Ky toutes les combinaij-

sons possibles d’ordre r — 1 des nombres 1, 2, 3, ..., n: done N = ’ _n_ l)

r peut prendre ici les valeurs entiéres de 2 & n et 'ordre des combinaisons
est d’abord quelconque. Soit «,, la valeur du mineur de rang (r — 1) formé
a partir de la matrice A avec les lignes et les colonnes dont les rangs sont
donnés par les nombres employés respectivement dans les combinaisons
K, et K,. Donnons un sens analogue a I'expression a’,, associée & la matrice
A’ et de méme & y,, associée 3 la matrice ||Ciy{| ou Ciy est le complément
formé aprés suppression de la i-iéme ligne et de la k-iéme colonne de la
matrice C, c’est-a-dire de la matrice de la transformation (3). Pour ce,
nous formons ces mineurs de telle sorte que leurs lignes et leurs colonnes se
suivent dans l'ordre qu’elles ont dans la matrice dont ils sont extraits.

Désignons en outre par ||x,,|| la matrice d’ordre N:

K11y Xpgy eoey XN
Koy (Xggy eevy Koy

XNy XNgy -y ANN
C’est donc une matrice dont les éléments sont tous les mineurs de rang
(r — 1) de la matrice A. Par analogie définissons la matrice ||a’,,|| et la
matrice ||y, Un théoréme connu de la théorie des matrices est:

Si la matrice A est égale au produit des matrices A, A® .. Al
cest-a-dire si on a A =AM A® A, alors on a aussi |jay)]| =
= |[ouo®|| + | o] -+ | uo™)|| ol ces matrices sont formées & partir des
mineurs des matrices A, AW, A® . A0 de la maniére indiquée, le
rang des mineurs étant le méme dans toutes les matrices.

La matrice C—1 qui se présente dans la relation (6) est la matrice

O Cro . O

— =2 e ey

6 G ‘1
O Cas ., O
G G G

----------------

o o o
Si on forme & partir de cette matrice ses mineurs de rang (r — 1), on trouve

. , ., 1 . ,
que cette matrice est égale au produit = [IVusll, 01 [[Yuy]| & le sens donné
plus haut. De cela et du théoréme qu’on vient de voir sur le produit de

matrices formées de mineurs de matrices données, on déduit d’aprés (6) la
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relation:

o' sl = g [Pl vl (sl @

car on voit immédiatement que la matrice formée des mineurs de la matrice
associée & une matrice donnée est égale & la matrice associée & la matrice
formée avec les mineurs de méme rang de la matrice donnée.

Déterminons maintenant 'ordre des combinaisons K, K,, ..., Ky de
telle sorte qu’on ait:

Ky =230 Ko=(1,3,...0, .. K;i=(1,2...j—1,j+
1) K= (1,2, r—1) (8)

Les combinaisons restantes, c’est-a-dire K., K 4,,..., Ky peuvent étre
quelconques, mais elles doivenit étre telles que I'ensemble des N combi-
naisons ainsi désignées épuisent ’ensemble des N différentes combinaisons.
Alors il en résulte pour &'y, I'équation:

I ’ ’
a'gp @ogyenny @'y

r ’ ’
Ay = |@ g9, Bgg -ver Xgy

SECTTICTRDY e 9)
@ry, @y vy @ pp
Et d’aprés (7) nous obtenons:
: 1 N
aly = PRy Z Y1u K up Vivr (10)
1 #,0=1
Calculons maintenant 1’expression y,,. Posons d’abord 1< u < r. Alors
v €st le mineur de la matrice ||Ciyf| formé des lignes de rang (2,3, ...,7)
et des colonnes de rang (1,2,...,u— 1,4 4+ 1, ..., r) selon (8).

Mais d’autre part y,, est aussi le mineur du déterminant réciproque
au déterminant de la matrice C; selon {1], théoréme a) paragraphe 60, y,,
est égal au mineur de rang (» — r - 1) formé des lignes de rang 1,7 + 1,
r 4+ 2,...,n et des colonnes de rang u,r 4 1, r 4- 2, ..., » de la matrice C,
multiplié par Pexpression ¢;’—2(— 1)#+1,

Etant donné que la matrice C est de la forme:

€1y Cgy Cgy «ves Cy

0,1,0,..,0
0,0 1,..., 0
0, 0, 0,..., 1

on voit immédiatement que:
Y = (— D¥+le™ %, (w=1,2,...,71). (11)
Soit maintenant  + 1 < u < n. Nous obtenons alors par un raisonnement
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tout & fait analogue: . .
V=0 (w=r4+Lr4+2 .. n) (12)

D’aprés (10), (11) et (12), il vient alors:
1 < ‘
0‘"11 =3 (— D¥T¥e e vy (13)
C1” u,r=1 :

Comme d’aprés (8) «,, est pour 1 < u, ¢, < r le mineur formé en barrant
la u-iéme ligne et la v-iéme colonne dans la matrice

G1ys Qyg, ooy Qyp
Qgys Aagy +- s Aoy

arl; ai’Z) cony Qpp 3’

nous pouvons écrire d’aprés (9) et (13):

Qog'y Qgg'y ..oy Ay’ 0, ¢, Cg..Cy
Byg's Ggg’s ovor O | Ao, oy g3y,
c® | €y Aoy Aogy ...y Gy (14)
s’y Aps’y ooy By

| Cpy Qpyy Gpgy onny Gy |
Pour r = n, il résulte de (1) que:

’ 14 ’
a22,, ag”,’ cees Gan
G3a5 Qg5 o0 @an | 4
FERIRRPERRREYS
@ ngs Ang 5 «oes A ng

n
c’est-d-dire que la forme quadratique ag’' XX a la valeur (n — 1) et
L ik A ik

Lit=a
d’aprés (14) et [1], paragraphe 103, théoréme d), on peut énoncer:
La condition nécessaire et suffisante pour que la forme quadratique
n

z a’ X X, soit définie, positive (négative) est que les termes de la suite
k=2 '

_110,¢ 210, ¢, e 1|0, ¢, ¢ ¢
2 3 2

G 1 C B |y 67 C Oy Oy 67| 1y Oyyy qgy O3

Cos Qgpy Qg |5 Cas G315 Aggs g3

€3y @3y, Qg Oag |y .-,
0, ¢, €z -e0sCy
Cur Qyyy Gygy ooy Gyn
— .| Ca Bg1, Cpgs ..o 2n

Crs Apis Ang-vvs Ty
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soient de méme signe (de signes alternés).

Et d’aprés le résultat auxiliaire donné plus haut, notre théoréme est.
aors tout & fait évident.

Le procédé de démonstration de notre théoréme peut étre étendu & un
cas plus général oli, au licu d’une seule condition linéaire L(z) = 0, on en
donne plusieurs. Aingi dans le cas de deux conditions linéaires on obtient
le résultat suivant:

Soit A(x, x) = Z agrix; une forme quadratique de matrice A et
k=1
n
soient L,(x) = Z €% et Ly(x) = Z ¢oi; deux formes indépendantes pour
i=1 i=1

lesquelles 4 ), si on a en outre

€11 Ci2
Ca1 Co2

0, 0, ¢, € evns Cop
0, 0, ¢y, Cog5--05 Cop
' 0
G Co1s @yps Qyps -5 Gan| F 0,
14)
Ci2s Ca20 gy, Gggy vy Ugp (
Cins Cans Anys Tpos oo Cnn
alors la condition nécessaire et suffisante pour que la forme quadratique
Az, ) soit définie, positive (négative), sous 'hypothése que les variables
Xy, Xy, ..., T, vérifient les relations linéaires L,(z) = 0 et Ly(z) = 0, est que
les termes de la suite

0, 0, ¢y, € 0, 0, ¢4 €a €13 0, 0, ¢y C125-++5C1n

0, 0, ¢y, Cpo 0, 0, ¢y, Cy9, €y 0, 0, ¢, Cg95 05 Cop
C11 Ca1y By15 Gyz| | Crps Ca1y @yy1s Gygy Oy G Cov G Mz oo Ginf(15)

Ci2s Ca2s G315 Qg |5 | Cyay Caoy Qg1y Gy, Oy C1o; Cg95 U3y Qggy --os Aop

C13s Cazy gy Bags Agaly eews] covvviiiiiiiiiinae,

Cins Cons @nys Angy ++ o5 Aup

soient de méme signe (de signes alternés).
Pour le démontrer, nous emploierons la transformation réguliére

X, = Ly(x), Xy = Ly(x), Xy =23, X, = 24,..., X, = 2,. (16)

Par cette transformation la forme quadratique A(z, x) se transforme
en une autre forme quadratique 4’(X, X) dont la matrice A’ vérifie encore
la relation (6) o C désigne évidemment alors la matrice de la transfor-

mation (16). De nouveau on en tire facilement qu’il suffit d’examiner les
n

conditions pour que la forme quadrathue Z aii’ XX soit définie, positive
k=3
{négative). Pour cela formons la matrice des mineurs de rang (r — 2) de

la matrice A’ (r = 3).
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On obtient par analogic avec (7) la formule

1 _
lh'ul‘” = "_“‘—_é;:‘iﬂyuul ”*m ”?’uu“ (17)

Coy Cap

ou, bien entendu, chaque élément de chaque matrice est un mineur de
rang (r — 2).

De toutes les combinaisons possibles de rang (r — 2) des nombres
1,2, ..., n, considérons maintenant les combinaisons

K, =(3,4,...,7r), K, =(2,4,...,r), K3 =(2,3,5,...,7),..., (18)
’ K,.=(,2,...,r—2),
(3)

¢’est-a-dire toutes les combinaisons de rang (r — 2) des nombres 1,2, ..., 7.
Alors on a
14 1 ’
@as’y i’y -eey Ay
I ’ ’ 4
o'y = | Ggs Qs .. Ay (19)
) ’ ’
145, a), ..., a,

Et d’apres (17)
€11 C12
Co1 Cag
Par un raisonnement plus détaillé, on obtient le résultat suivant, analogue
a (11):

Sil1fwg (;), et soit K, une combinaison de rang (r —2) des

’
Ay =

_ , n
=2 Zylu Xuv¥1e (N = (r — 2)) (20)

u,v

nombres 1, 2, ..., r, qui ne fasse pas intervenir les nombres & et j, (b < §)
alorson a:

—(—1 h+i+1 | 1 C12 "7 | C1ns Cy5 (21)
T | Cay Cag Cons Coj
(Iéué(;), 1<RL <)
Mais si (S) < uX< N’ alors on a:
Yiw = 0. (22)
De (20), (21) et (22) on tire
v |G Cra | 4 hajrh 4t | Ciho C1i cn’s €1 ;
= Co1 Caz z (1) b Cons Caj Conts Cojt Yo (23)
hihy =1 :
h<j,h'<j'

ol ., est le mineur de rang (r — 2) formé & partir de la matrice
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@y, Uyg, vee, Gy
@y, Agg, - -y Aoy

Qpyy pgy veny Oy
en y barrant la k-iéme et la j-idme ligne et la &'-iéme et la j'-iéme colonne,
On peut alors écrire d’apres (23) et (19):

14 ’ ’
fgg'y Agg's ooy Agp 0, 0, ¢y Crgs-2es Cyr

!’ ! ’ — —2 0 O
Qazy Qgq 5 +vey Qg | = | €5y, Cp » Yy Ca1y Cagye-oy Cop
REREREREREEE Caps Cop Ci1s Capy By Aygs ooy Byr | (24)
g’y Arg's ones Qpp Ci9s Cogy Agjs Qggy +vey Bor

Ciry Copy Qpyy Apgy ooy Qpp | -

De 13, étant donné (14), on tire facilement le résultat (15).

Une plus ample généralisation & p conditions linéaires L(x) =0,
Ly(x) = 0, ..., L,(x) = 0, (p << n) ne présente pas alors de grandes diffi-
cultés.

La condition nécessaire et suffisante pour qu’une forme quadratique
A(z, x) soit définie; positive (négative), sous 'hypothése que les variables
Ty, Ty, ..., T, vérifient p conditions linéaires L,(z), Ly(z), ..., Ly(z) est que
les termes de la suite
0,..., 0, ¢y €19 4vy Cyp

. . . .
. . . .
. . .

0,.., 0, cpy, Cpoy-nvs Cpr .
- D) =

Ciir ooes Cppy ygs Bpoyoens Gy | {r=p, p+ 1, p+2,...,10).  (25)
Cigs -+ Cpgy Qgpy oy veey Aoy

. . . .
. . . .
. . . .

Cirs eens cpﬂ arl’ Qros -5 App
soient de méme signe (de signes alternés).

La démonstration détaillée du résultat (2) et du résultat général (25)
ne se trouve pas dans la littérature que nous avons entre les mains. Ce
n’est que dans [2] qu’'est énoncé le résultat (2) qui n'y est démontré que
pour n =2 et n = 3, tandis que pour n quelconque, la démonstration
mangque. - 5

Les notions dont il a été’fait usage dans cet article (mineur, forme
quadratique définie, positive {négative) sont conformes aux notions emp-
loyées dans [1] et il en est de méme pour la désignation des matrices.

Littérature:
[1.] B¥DZovSKY: Uvod do theorie determinantd a matic a jejich uziti

(Edité en 1945).
[2.] R. G. D. ALLEN: Mathematical analysis for economists, Londres 1947.
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