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D’aprés (29:
S, < 8,, si @ est convexe, c'est i dire pour min hy > 7,

Sy > 8,, 5i @ est concave, c’est & dire pour Max &, < 7. |
(A suivre.)

Durchschnittliche Priimienreserve in der Sozial-
versicherung.

Dr. A. Zelenka.

Eine von den wichtigsten, aber auch schwierigsten Aufgaben des
Versicherungsmathematikers in der Sozialversicherung ist die Losung
der Frage des Anspruches der Ubertretenden Versicherten. Verlisst
ein Versicherter seinen bisherigen Versicherungstriger infolge Berufs-
oder Gebietswechsel, entsteht begreiflich die Notwendigkelt das Ver-
hiltnis zwischen der alten und der neuen Versicherung im Interesse des
Versicherten zu regeln. Eine Losung ergibt sich dadurch, dass der
urspriingliche Versicherungstriger dem folgenden Versicherungstriger
einen sog. Ueberweisungsbetrag ausfolgt, den der neue Vorsicherungs-
trager zur Erhohung der Anwartschaften des Versicherten beniitzt.
Die Feststellung dieses Ueberweisungsbetrages gehért nun zu den bisher
eigentlich noch nicht befriedigend gelosten Problemen.

Der Ueberweisungsbetrag muss von zweierlei Standpunkten beur-
teilt werden. Fiir den Versicherten soll er ein Ekvivalent der Anwart-
schaften, welche ihm durch die Versicherung gewahrt werden, dar-
stellen. Der Versicherungstriger hingegen steht vor der Frage, die Hohe -
des durch den Austritt des Versicherten freigewordenen Geldes zu
bestimmen, in Erwigung, dass einerseits durch den Uebertritt des
Versicherten seine Anspriiche gegeniiber dem Versicherungstriger
erloschen sollen, andererseits die zukiinftigen Primieneinnahmen ent-
fallen. Fiir den Versicherungstriiger ist auch der Wunsch ausschlagge-
bend, dass das Kollektiv der sog. ,treuen Versicherten* durch die
Herausgabe des Ueberweisungsbetrages fiir die iibertretenden Versicher-
ten nicht geschidigt werden darf.

Wire die Versicherung auf dem Systeme der vollen Deckung durch
individuelle Priimien aufgebaut, so wiirde die Feststellung des Ueber-
weisungsbetrages keinerlei Schwierigkeiten bereiten, denn die Netto-
reserve entspricht dann den beiden Postulaten. Die Sozialversicherung
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kennt aber nur das Durchschnittsdeckungssystem, bei welchem die Bei-
trige unabhingig oder bloss geringermassen von den individuellen Ver-
hiltnissen des Versicherten abhiingig sind. Auch im Falle, dass die
Versicherung von dem gleichzeitigen Kollektivum der Versicherten
durch die durchschnittliche vom Alter des Versicherten unabhingige
Primie voll gedeckt wird, kann die Nettoreserve als Uebersweisungs-
betrag nicht beniitzt werden, sodass ein Kompromiss zwischen den
beiden frither erwahnten Bedingungen zu suchen ist.

Ein solches Kompromiss enthilt auch das ¢echoslovakische Sozial-
versicherungsgesetz in der folgenden Bestimmung: ,,Der Ueberweisungs-
betrag entspricht den erworbenen Anwartschaften des Versicherten
inwieweit sie durch bezahlte Versicherungsbeitrige gedeckt sind.*
Selbstverstandlich geniigt diese Definition fiir die Berechnung des
Ueberweisungsbetrages selbst nicht, denn die wesentliche Schwierig-
keit besteht in der Beriicksichtigung der Tatsache, dass der Versicherte
die Durchschnittspramie gezahlt hat, die niedriger oder vielleicht auch
hoher als die individuelle, vom Alter, Familienverhialtnissen des Versi-
cherten abhéngige Primie ist. Es wurden auf diesem Gebiete mehrere
Methoden vorgeschlagen (Kiittner, Schirtlin), die aber entweder auf
willkiirlichen Voraussetzungen beruhen, oder auch zu einigen praktisch
unbrauchbaren Resultaten fiithren (negative Ueberweisungsbetriige).

In diesem Artikel méchte ich eine Methode darstellen, mittels der
eine durchschnittliche. Pramienreserve festgestellt werden kann, wobei
die durchschnittliche Primienreserve bloss die direkte Folge des Dek-
kungssystems mit der durchschnittlichenn Priamie ist. Diese durch-
schnittliche Pramienreserve ist als Ueberweisungsbetrag, unter der Vor-
aussetzung, dass die Uebertritte gleichmassig in dem Kollektivum der
Versicherten verteilt sind, verwendbar.

Nehmen wir eine Versicherung an, welche bei Beginn ihrer Wirksam-
keit die Anzahl M(x) x-jihrige Versicherte erfasst, wobei sich « in den
Grenzen z, bis w» bewegt, und welche ihren Versicherten eine Invaliden-
rente in der Héhe ,,1° jahrlich zusichert; die Pramien werden wahrend
der ganzen Aktivititszeit gezahlt. Die Durchschnittspramie p dieser
Versicherung ist durch die Relation gegeben

Y M@)ay =Y M) af (1)

T~ T=%,
Die durchschnittliche Pramienreserve nach der Beitragszeit n bezeichnen
wir mit V,. Aus der urspriinglichen Anzahl M(x) z-jihriger Versicherter
sind nach n Jahren noch M(z, ») aktiv. Nach der prospektiven Methode

bestimmt man. leicht die Primienreserve Z Vo. M(x,n) des ganzen

T=Z,

Kollektivums als Differenz der zukiinftigen \;erpflichtungen der Ver-
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sicherungsanstalt LM(x, n)ad, , und der zukiinftigen Einnahmen
2=1, '

». zM(:r:, n) a ,

X=Xy

Vo. EM(x, n) = ZM(x, n) . a% —p .2 Mz, n)a . (2)

Hiemit ist die gesuchte Pramienreserve V, bestimmt. Auf die gleiche
Weise kann man sie retrospektiv berechnen, u. z. als Differenz zwischen

den rechnungsmissigen bmhengen Einnahmen und Ausgaben der Ver-
sicherungsanstalt

Vi 2 Mz, n) = XMz n)n, ax . p—r XMz, n)n, a‘f. (3)
Naturgemiiss miissen die aus den Beziehungen (2) und (3) bestimmten
Werte V, gleich sein, was iibringens leicht aus der Relation (1) fest-
gestellt werden kann; setzen wir

aa . aa N o a0 aq ai ., pat SR T PN 13
a," == |nd, + v Pop - Qgpn 8, = ndly +v Pan @ in (@)

1 . . . .
wo vt = & der Diskonticrungsfaktor ist und dann p% die Wahr-

scheinlichkeit ist, dass die z-jiihrige aktive Person nach n Jahren noch
aktiv ist. Dann gilt

P ZM@) (nag® + 255, . v"agt ) = Z M () (mag’ + pgs, - 0" - agl,)
sodass
p.Z(M(z) pat— X M(x) ,a% =
= v [ M@) p, - al = p 2 M) v agt, )
“Aber M(x). v, = M(x, n). Wir multiplizieren weiter diese Gleichung
mit dem Ausdruck r”:
m.p. . ZM@). el —rt . ZM(2). wal =
=2 M(x,n). a%, , —pZMxnal,.
Dies aber ist die rechte Seite der Gleichung (2) resp. (3), womit unserc
Behauptung erwiesen ist.

Es eriibrigt sich noch bei Berecnnung der durchschnittlichen Pré-
mienreserve den Umstand in Betracht zu ziehen, dass das Kollektiv
der Versicherten nicht geschlossen ist, sondern, dass stindig neuer
Zugang von Versicherten stattfindet. Nehmen wir an, dass nach ¢ Jahren
N{z, t) z-jibrige Personen in die Versicherung eintreten. Diese Versicher-
ten werden unter den Begriff ,zukiinftige Generation” zusammenge-
fasst, im Gegensatz zur ,,gegenwirtigen Generation', welche durch das
frither angefiihrte Kollektiv ZM(x) gegeben ist. Fiir die mit dieser zu-
kiinftigen Generation auszufiihrenden Rechenoperationen ist es not-
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wendig bestimmte Voraussetzungen iiber dieselbe zu machen. Setzen
wir voraus, dass die Eintritte sich gleichmissig tiber das ganze Jahr
verteilen, dann lassen sich diese fortlaufenden Zuginge durch die Fiktion
eines Masseneintrittes auf die Mitte des Jahres zusammenziehen. Setzen
wir ferner voraus, dass die Anzahl dieser Zugiinge eine geometrische
Progression mit dem Quotienten ¢ bildet, dann ist N(z, ) = ¢!N(z}.
Diese Voraussetzung ist aber nicht wesentlich und alle unsere Formeln,
die weiter angefiihrt. werden, bleiben auch dann aufrecht, wenn wir
nur N{z, t) = N{x) . p(t) setzen, was immer der Fall ist.

Die Durchschnittspriamie ist durch die Relation

P { EM(x) a% + k. ZN(w) ; agg]x

X=Xy . =Ty
w L2
= Z M(z). a% + k. Z N(z) a%, 4)
T=2, T=Ty
gegeben, wo ‘
k = \ va+§ cu +i‘
‘ a=0

Die durchschnittliche Primientressrve nach Ablaut der Beitragszeit n,
die durch die ganze Zeit der Wirksamkeit dey Gasetzas d. i. fiiv alle
Generationen, die jemals in die Versicherung eintreten, gleichbleibt und
die also nur von der Beitragszeit abhingig ist, und speziel vom Zeit-
punkte des ersten Eintrittes des Versicherten in die Versicherung un-
abhéngig ist, bezeichnen wir mit V. Sie wird folgendermassen bestimmt:
aus der urspriinglichen Anzahl der Versicherten M(z) sind nach n Jahren
noch M(x, n) aktiv, von N{x, t)Personen sind nach weiteren n Jahren
noch N(z,t, n) aktiv.Wir berechnen den Barwert aller dieser ReservenV,,
zum Zeitpunkt des Ablaufes von n Jahren nach Wirksamkeitsbeginn des
Gesetzes, Die Primienreserven der gegenwirtigen Generation haben

B (] N
einen Gesamtwert von 2 M(x, n) V,, withrend dieselben bei jener Gene-
- Z, e
ration, die in der'Zeit ¢ seit Wirksamkeitsbeginn des Gesetzes eintritt,
W
den Wert'z N(z,t, ) Vp.. v'*+¥ haben. Der Gesamtwert ist also
1 xo A - .

{Vn.[iﬁM‘{x,‘n) -’{—iﬁm .iN(m, t, n)}? t )

t=0

- z-V,,,[ZM(x,h)-i-klgN(?,”)]~

w
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' Dieser Wert km;n leicht bestimmt werden und zwar entweder prospektiv
' Va.[Z M(x,n)+ k. EN(z, n)] = ZM (x,n) a¥,, +

+ k. ZN(x,n)—a%  p.[M(z,n)a} +k2’N(z,n)ag‘§m

oder retrospektiv '
Vo . [Z(z,n) + k. ZN(z,n)] ="r. {[M(a:)] n 8% +

+ k. ZN(z, n)jn 8% . p — [ZM(2) . |0 &%+ k. ZN(2))n a‘“]}.
Es kann abermals leicht bewiesen werden, dass belde Werte gleich sind,
wenn man bedenkt, dass

M(z, m) = M(z) . p%, N (z,n) = N, . po,

und wenn man in die Relation (4) fiir a? und a% die Werte aus den
Gleichungen {(a) einsetzt.

Was die tatsiichliche Berechnung anbelangt, so bietet diese Methode
keine Schwierigkeiten und ist sehr einfach und dbersichtlich. Auch in
dieser Hinsicht zeigen sich ihre Vorziige gegeniiber den individuellen
Primienreserven.

Alle diese Beschliisse und Formeln gelten nicht nur fiir Invaliden-
rente von festem Betrag ,,1*, sondern ganz allgemein in allen Fillen;
setzen wir eine solche Versicherung voraus, dass dem nach & Jahren -
Beitragszeit invalid gewordenen Versicherten die Rente ¢ zugesichert
wird, Der Barwert dieser Rente ist

z+n

) 1
| &:‘(6) = Ez; .' Dg‘+ =

und die durchschnittliche Pramienreserve ist durch die Formel

Va . [EM(z, )+ k. ZN(z, n)] = ZM(z,n) . a%, _ () a1 - . -) +

+ k ZN(x, n) &;{M(Cm Cr--1 "’) ""‘p[M(xsn)a:iﬁ ~P k Z‘N(Z, 7&) a:?"ﬂ]
bestimmt; auch durch eine analoge retrospektive Formel kann sie
festgesetzt werden. Dass beide Berechnungsweisen — die retrospektive
sowie die prospektive — zu denselben Resultaten fithren, ist gerade so
wie vorher leicht zu beweisen, wenn wir die evidente Gleichung
' 8“‘ (¢, ¢ €. )= aa{ (co, . ;c,‘,._l)—}— p”“ o . a;in(cncn_r_l . J
in Betracht ziehen.

" Ebenso leicht ist zu beweisen, dass alle Formeln auch dann aufrecht
blexben, -wenn keine konstante Primie zu zahlen ist, sondern wenn die
Pramie von der Beitragszeit abhingig ist. :

Die abgeleiteten Ergebnisse kénnen selbstversta.ndheh auch fu
die Alters-, Wxtwen‘ Waisen- u. a. Renten verwendet: werden, soda.s
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es moglich ist, die angefiihrte Methode bei allen die Sozialversicherung
betreffenden Aufgaben zu verwenden.

Die Frage und ihre Lésung wird sich dndern, wenn wir ausser
neuen Eintritten auch Austritte (nicht nur Uebertritte) in Betracht
ziehen, was aber- einer anderen Arbeit vorbehalten bleiben soll. Die
praktische Bedeutung ist jedoch mangels passender und verlasslicher
statistischer Forschungen iiber die Austritte nicht so gross.
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Klasicky potet pravdépodobnosti vychdzi z Laplaceovy definice, podle
ni% pravddpodobnost jest zlomek, v jehoZ &itateli jest polet pfipada prizni-
vych a ve jmenovateli thimny polet vBech stejnd moZnych piipadd. %“ilosm
fové i matematikové zdhy poznali, %o vyraz ,stejnd moiné p¥ipady"
jest Gplnym synonymem se réenim ,,pfipady stejnd pravdépodobné*
a %o tedy definice Laplaceova v jistém smyslu mé v sobd logicky circulus.
Byly proto z rliznych hledisek wlindny Eokwsy podati vhodnou definici
pojmu pravdspodobnosti, ale vysledek nebyl uspokojujici. Ustélilo se pak
min&ni, Ze pFesnou definici tohoto pojmu asi sotva bude moZno podat
(H. Poincaré), ale pfes to Ze méme subjektivnf vd8domi o rozdilu mezi
i‘(istotou a pravdépodobnosti a %e toto védomi jest tak urdité, %e postadi

e kvantitativnimu rozboru hromadnyeh zjevii a opakovanych pokusti.
. Abychom si ptipomenuli k jakym désledkiim vede klasicky p. pr, stad{
poznamenat, fe v ném, na pf. otdzka ,,Jaks jest pravddpodobnost
imrti 30letého muZel” mé zcela urlity smysl. Ale zku¥enost poudila
pojistné matematiky, Ze piedloZend otdzka mé tehdy a jen tehdy smysl,
udéme-li soudasnd souhrn osob, do kterého onen mu# néleZi. Mi%eme proto
také Hei, %e vyroky v klasickém p., pr. maji absolutni smysl. To viak
odporovalo zkuSenosti, podle ni% velkerd vyroky o pravdspodobnosti
hromadnych zjovi maji smysl toliko relativnf.

- Za takového stavu zadala-se vedle klasického p. pr. vyvijeti disciplina
nazvand ,teorif kolektivnich pFedmdtd* (Fechner: Kollektiviass-
lehre, 1897), kterd rovné% analysovala hromadné zjevy, ale &inila tak pFede-

‘vEim z hlediska zkuSenostniho. Ze tento stav nebyl trvale udrfitelny,

ukazoval ji¥, na pf. H. Bruns {(Wahrsheinlichkeitsrechnung u. Kollektiv-
masslehre, 19068), kdyZ vyzdvihl souvislost podtu pr. s teorii kolektivnich
pfedméth. Ironieky poznamendvé, Ze p. pr. operuje 8 mnohymi pojmy,
které jaou zphisobilé, aby byly uloZeny do musea zajimavych staroZitnosti.
MA-li p-pr. miti vyznam pro zkuSenost, pak mus{ vyjiti-od pojmf teorie
kolektivnich pfedmétd. Predeviim nesmime vyjiti od pojmu pravdépodob-
riosti & prior. stanoveného, nybrf hodnotu pro pravdépodobnost urditého
z'evuc;lest tfeba vidy odvozovati ze zkuSenosti, kterou méme o hromadngch
zjovéch, ! - -

Disledné spojenf p. pr. s teorii kolektivnich ksﬂ'edmétﬁ proved! pak
R, von Mises v nékolika pojedninfch,~s nich% zdkladni jsou nésledujici:
1, Fundamentalsitze der Wahrscheinlichkeitsrechnung (Ma-
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