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Pocitame oteviené se SageMath

Tomds Kalvoda, 5tépdn Starosta, Praha

1. Uvod

Vyvoj pocéitac¢i zacinal, z dnesniho pohledu, u velkych neohrabanych stroju, které za-
plnily celou mistnost, a dospél az k velmi vykonnym jednotkam, které se nam vejdou
do kapsy. Podobny vyvoj lze sledovat i u softwaru véetné tzv. pocitacovijch algebraic-
kych systémi. Tyto systémy si lze pfedstavit jako velmi chytré kalkulacky, které slouzi
ke zpracovani matematickych symbola a k numerickym vypoctim. V dnesni dobé jsou
pocitacové algebraické systémy schopné fungovat i na osobnich pocitacich a uzivateltim
poskytuji mnoho moznosti pouziti.

V tomto ¢lanku bychom radi ¢tenéfe seznamili s pocitacovym algebraickym systé-
mem SageMath. Tento systém se zameéfuje spiSe na symbolické vypocty a patii mezi
tzv. otevieny software — software s volné dostupnym zdrojovym koédem. SageMath
a jeho ¢asti podléhaji licenci GNU GPL verze 2 nebo vyssi nebo jiné volné licenci
kompatibilni s GPL. Tento systém je pomérné mlady, ale uz dosahl schopnosti né-
kterych svych starSich (komerénich) rivala. To se mu podafilo pravdépodobné diky
tomu, Ze zahrnuje mnoho jinych komponent s otevienym kédem a nestavi tedy vse od
nuly. Tim se také SageMath odlisuje od podobnych systému. V jeho ttrobach je navic
zakodovano hlubsi matematické védéni, a to z néj déla néco vice nez jen soubor funkei.

Detailnéji se budeme hlavnim charakteristikAm SageMath vénovat v kap. 2. V kapi-
tole 3 na nékolika ukazkach predstavime nékteré konkrétni funkce a principy SageMath.
V posledni ¢asti si polozime dilezitou otazku, do jaké miry se lze na tento a podobné
systémy spoléhat, jaké vyhody a nevyhody ¢ekaji uzivatele, ktery si na takovou chytrou
kalkulacku vsadi. Zamyslime se i nad srovnanim s komerénimi konkurenty.

2. O SageMath

SageMath je pocitacovy algebraicky systém, jehoz cilem, jak hlasé jeho oficidlni inter-
netova stranka [12], je

,, Vytvoreni zivotaschopné bezplatné oteviené alternativy k Magma, Maple,
Mathematica a MATLAB.“!

Je tfeba poznamenat, ze motto je z roku 2005, kdy systém SageMath vznikl. Samotni
vyvojari SageMath se s timto heslem jiz zcela neidentifikuji, protoze ze systému Sage-
Math se rozvinul samostatny balik funkci a neni pouze konkurenci jinych systémi,
které od roku 2005 také urazily kus cesty.

1V originéle: ,,Creating a viable free open source alternative to Magma, Maple, Mathematica and
MATLAB.*

Ing. ToMmMAS Kawopa, Ph.D. Ing. STEPAN Starosta, Ph.D., Katedra apliko-
vané matematiky FIT CVUT v Praze, Thakurova 9, 16000 Praha 6, e-mail:
{tomas.kalvoda,stepan.starosta}@fit.cvut.cz
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2.1. Cim se SageMath vyznacuje

Hlavni charakteristikou SageMath zcela jisté je jiz zminény fakt, Ze sdruzuje mnoho
samostatnych komponent s otevienym zdrojovym koédem. Jejich seznam lze nalézt na
oficidlnich strankach [13], v tabulce 1 uvadime stru¢ny piehled komponent, které se

staraji o zasadni oblasti matematickych moznosti systému SageMath.

oblast

seznam vyuZivanych komponent

aritmetika s lib. pfesnosti
algebra

algebraickd geometrie
teorie Cisel

eliptické kiivky a L-funkce

symbolické vypocty
presna linearni algebra
numericka linearni algebra
numerické vypocty
kombinatorika

teorie graft

MPIR (GMP), MPFR, MPFI, NTL
GAP, Maxima, Singular, Givaro
Singular, Macaulay2*

FLINT, PARI/GP, NTL, ecm

ECLib, mwrank, ratpoints, SYMPOW,
Lealc

Pynac, Maxima, Sympy, giac*
Linbox, IML

Blas (Atlas), Numpy, LAPACK

GSL, Scipy

Symmetrica, Lrcalc, PALP, Coxeter 3,
Chevie

NetworkX, Cliquer, Buckygen*,
graphviz*, nauty*

optimalizace cvxopt, PPL, glpk, CBC*
teorie grup GAP

teorie her Gambit*

statistika R, Rpy, pandas*
kryptografie pycrypto, cryptominisat™®

Tab. 1. Pifehled nejzasadngjsich komponent, které jsou v SageMath pouZzivany (&i ke kterym
poskytuje rozhrani). Symbol * ozna¢uje komponentu, ktera je volitelna.

Kromé téchto balickl, k nimz SageMath takto tvoii jednotné rozhrani, obsahuje
i mnoho vlastniho kodu. Jako piiklad oblasti, kterym se SageMath vénuje piimo,
uvedme automaty, kombinatoriku na slovech ¢ matroidy.

Otevienost zdrojového kédu je dalsi dilezitou charakteristikou. Tato vlastnost
nema vliv pouze na jeho bezplatnost, ale ma i mnoho zndmych vyhod a nevyhod.
Tomuto tématu se budeme vénovat vice v odst. 2.3.

Treti charakteristickou vlastnosti SageMath je, ze zaklad rozhrani tvoii rozsifeny
obecny programovaci jazyk Python. Vyvojafi tedy nevytvafeli vlastni novy jazyk,
ale pouzili jiz existujici a ozkouSeny programovaci jazyk. Tato vlastnost spolu s bez-
platnosti mé vliv na to, ze SageMath je stale popularnéjsi i jako nastroj pro vyuku na
stfednich a vysokych Skolach. Python je totiz programovaci jazyk, ktery je vhodny pro
zacatecniky: nuti napiiklad autory udrzovat standardn{ odsazeni blokt, dynamicky vy-
bira typy proménnych a obecné jeho syntaxe patii k tém jednodussim a intuitivnéjsim.

Volba jazyka Python navic umoziuje vyuzivat programovaci paradigmata, kteréd
zahrnuje. Konkrétné pfedevsim jeho moznosti tykajici se objektového programovani.
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V SageMath jsou oproti nejvétsim konkurentiim témér veskeré proménné instancemi
néjakych tiid. Existuji dva dulezité druhy t¥id: t¥idy pro prvky (element) a pro rodice
(parent). Kazdy prvek ma svého rodi¢e. Napiiklad &islo 11 lze totiz chapat bud jako
prvek mnoziny celych &sel nebo jako prvek okruhu Z/18Z, tedy okruhu celych &isel
se s¢itanim a nésobenim modulo 18. Oba tyto prvky se pak chovaji rozdilné vzhledem
ke standardnim operacim s¢itdni a nasobeni. Toto chovani urcuje pravé rodi¢, ktery
v SageMath tuto informaci uchovava. Podrobnéji se témto konceptiim budeme vénovat
v Casti 3.

Model rodi¢i a jejich prvki je inspirovan systémem Magma a jednim z jeho uéelu
je vnést do objektové struktury dat vice matematickych znalosti, a tim také rozsirit
moznosti prace tak, aby vice odpovidaly jejich matematickému vyznamu a pouziti.
Tento navrhovy vzor je v SageMath soucasti jeSté obecnéjsiho pojeti, které je zalozeno
na kategoriich (mysleno jako pojem z teorie kategorii). Inspirace pochazi ze systému
Axiom a jeho nésledovniki. Kategorie je vlastné rodi¢ néjakého jiného rodice, ale
rozdil je v tom, Ze jeden rodi¢ mize byt ve vice kategoriich. P¥islusnost do kategorii
pak poméha fadnému a optimalizovanému zpracovani chovani prvki a dava objektium
v SageMath jesté hlubsi matematicky smysl. Vice o tomto konceptu se ¢tenaf mize
dozvédst v oficialni internetové dokumentaci [15].

2.2. Historie a vyvoj SageMath

Prvni verze SageMath byla zvefejnéna 24. ledna 2005. Otcem a hlavnim vyvojafem
SageMath je dodnes William Stein, profesor matematiky na University of Washington.
Svym projektem dokézal zaujmout dostateény pocet osob, predevsim matematikii-
-programatori, aby nastartoval vyvoj, ktery dovedl tento systém az do dne$niho stavu,
kdy se poéet piispivajicich lidi po¢ita ve stovkach?. Svou motivaci k vytvoreni systému
SageMath William Stein detailné popisuje v [17]. Poznamenejme jesté, Ze prvni nazev
systému byl pouze Sage, coz vzniklo z prvnich pismen oznaceni ,A Computer System
for Algebra and Geometry Experimentation®.

Vyvoj SageMath je zaloZzen na viili komunity a jejich vidéich osobnostech. Prvnim
zplsobem nartstani poc¢tu moznosti SageMath je pfispivani vyvojafia. Vyvojari jsou
Casto védci a pri implementaci novych ¢ vylepSovani existujicich funkei se ¢asto vénuji
pravé oblasti svého vyzkumu. Tento vyzkum byva Casto velice specializovany a mimo
,masovy* zajem. Velkou vyhodou je ovSem to, Ze jsou nové funkce implementovany
opravdovymi odborniky na dané téma. Podobnym zptisobem vznikaji a jsou upravo-
vany i Casti, které nesouvisi s matematickou podstatou SageMath, ale napiiklad s uzi-
vatelskym rozhranim. Za novou ¢ upravenou ¢asti stoji vzdy vile néjaké konkrétni
osoby.

Druhy zptisob rozsifovani moznosti SageMath je ten, Ze uzivatel zada podnét? k pii-
déni né&jaké funkce a doufa, Ze se néktery z vyvojaru tkolu zhosti. Tento postup je
veelku srovnatelny s komerénim vyvojem s tim rozdilem, ze v p¥ipadé SageMath mu-
zete zcela transparentné sledovat, jak se na daném tkolu pracuje ¢i nepracuje. Zapla-
tovani, opravovani nalezenych chyb, probih4 stejnym zptisobem. Objevitel chyby se po
jejim nahlaSeni mize navic sdm zhostit opravy.

2Ke dni 17.6. 2015 piispélo k vyvoji 267 lidi z celého svéta, z CR jich bylo 5.
3Systém pro sledovani nalezenych problémt a planovanych zmén v SageMath se nachézi na adrese
http://trac.sagemath.org
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2.3. Vyhody a nevyhody otevienych systému

Porovnat obecné vyhody a nevyhody komeréniho softwaru a softwaru s otevienym
zdrojovym kdédem neni jednoduché. U otevienych projekti velmi zévisi na tom, jak
se pocateéni myslenka ujme a jak velkou, popiripadé zdatnou, komunitu dokaze prila-
kat. Existuje mnoho priklada veletspésnych projekti s otevienym zdrojovym kdédem.
Za v8echny zmihme alespoil Linux (operacni systém), IXTEX (programovatelny typo-
graficky systém), Apache (webovy server) nebo MySQL (rela¢ni databaze). Jestli se
SageMath pripoji k této uspésné skupinég, ukize teprve cas.

Jak plyne z popisu vyvoje vySe, otevieny projekt je rozvijen tak dlouho, dokud
o néj jeho komunita ma zajem. To nelze fict o komerénim softwaru, jehoz vyvoj ¢asto
kon¢i, jakmile pro vyvojare neni vydéleény. V takovém pripadé se vSak muze stat, ze
firma pak zdrojové kody zverejni a dalsi budoucnost svého dila necha v rukou uZivatel-
ské komunity, ze které se stanou vyvojari. Timto procesem prosel napiiklad pocitacovy
algebraicky systém Axiom, ktery byl do roku 2001 vyvijen firmami IBM (pod nézvem
Scratchpad) a NAG, ale nasledné zvefejnén pod BSD licenci. V soucasnosti je distri-
buovan také jako balicek SageMath. Podobny osud potkal i program Maxima, ktery je
v SageMath vyuzivan k fadé symbolickych vypocti.

Pocitacové algebraické systémy jsou spjaty s matematikou a praci matematiki.
MozZnosti pocitacovych algebraickych systému zahrnuji nejen sofistikované vypocty,
ale lze je také vyuzit k vyzkumu. Pocita¢e umoznuji vyzkumnikim testovat hypo-
tézy, simulovat experimenty a obecné urychlovat jejich, nejenom rutinni, praci. Lze je
poditat i mezi vhodné néstroje pii studiu matematiky. O historii propojeni pocitaci,
matematiky a matematikii se mize ¢tenaf vice dozvédét napiiklad v [4]. V pFipadé po-
¢itacového algebraického systému, ktery mé aplikovat matematické védéni a rozsifovat
je, je volné dostupnost zdrojového kodu dilezitou otazkou. Nasledujici tivaha Joachima
Neubiisera, zakladatele systému GAP (jedné z dilezitych komponent SageMath), vy-
stihuje velmi dobfte dileZitost otevienosti matematického poéitacového softwaru:

»Miuzete si precist Sylowovu vétu a jeji dikaz v Huppertové knize v kni-
hovné, aniz byste si knihu vitbec koupili. Potom muzZete pouzivat Sylowovu
vétu po cely Zivot a zdarma (...), ale pro mnoho poéitacovych algebraic-
kych systému je tfeba platit licenéni poplatky pravidelné po celou dobu
jejich pouzivani. Aby bylo ochranéno to, za co je zaplaceno, neméte k dis-
pozici zdrojové kody. (...) Touto situaci jsou porusena dvé z nejdilezitéjsich
pravidel v matematice: informace je poskytovana zdarma a vSechno si lze
ovéfit. (...) MiZeme olekavat, Ze nékdo bude v&rit vysledkim programu,
ktery nemize vidst?“ [7]

Otevienost a komunitni zpisob vyvoje mé i své nevyhody. Pokud narazime na
néjaky problém ¢ budeme-li systém pouzivat vice do hloubky, je tfeba jisté miry
zkuSenosti ¢i programéatorskych dovednosti. Tato situace je obdobna i pro jiné oteviené
systémy; napf. na plnohodnotné pouzivani opera¢niho systému Linux je tfeba mit
vice znalosti nez na pouzivani jinych komer¢nich opera¢nich systémi, které jsou také
zpravidla uZivatelsky pfiivétivejsi (pokud po nich chceme nékteré zékladni funkce).
I komeréni pocitacové algebraické systémy ¢asto pfedéi SageMath ve svém uzivatelském
rozhrani a v pohodlnosti prace s nimi.
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Dalsi nevyhoda otevienosti SageMath je to, Ze uzivatel mtze ¢asto narazit na ¢asti,
které nejsou zcela dodélané ¢i odladéné, nebo které nejsou zcela kompatibiln{ s pied-
chozimi verzemi. Také muZe narazit na chyby, které jsou znamé, ale jesté se nenasel
dobrovolnik, ktery by se ujal opravy.

3. Jak a k ¢emu lze SageMath pouzivat

V této ¢asti nejprve zminime, jak lze systém SageMath ziskat. Poté podrobné predve-
deme nékolik ukazek pouziti SageMath, kterymi bychom radi vyzdvihli nékteré zaji-
mavé moznosti prace v SageMath. Ukazky byly vytvofeny ve verzi SageMath 6.7.

Pocitacové algebraické systémy jsou Casto velmi rozsahlé a stejné tomu je i v piipadé
SageMath. Instala¢ni soubory maji velikost kolem jednoho gigabajtu a jsou k dispozici
predevsim pro nejbéznéjsi distribuce OS Linux a novéjsi verze Mac OS X. Jako vy-
chozi bod k ziskédni SageMath doporu¢ujeme oficidlni navod?, kde se uzivatelé dozvédi,
jak postupovat pfi instalaci i na jiné opera¢ni systémy nez Linux. Souc¢ésti instalace
je dokumentace, ktera je téz dostupna na adrese http://doc.sagemath.org. Tato
dokumentace obsahuje i tematicky t¥idény seznam vsech funkei®.

Po nainstalovani je mozné SageMath pouzivat nejjednoduseji pomoci interaktivni
prikazové fadky. Dalsi moznost je uzivatelské rozhrani, ke kterému se pfistupuje pres
internetovy prohlize¢ a jehoz koncept je zaloZen na myslence pracovnich seSiti, po-
dobné jako tomu je v systému Mathematica.

Tteti zajimavou moznosti, jak SageMath pouzivat, je SageMathCloud. Jak nazev
napovida, SageMathCloud je sluZzba dostupné na internetu, k jejimuz vyuZziti staci
prohlize¢ a pripojeni k internetu. Odpada tim nutnost cokoliv instalovat. P¥ipadnému
zajemci sta¢i zdarma se zaregistrovat na adrese https://cloud.sagemath.org, ¢imz
ziska pristup k plnohodnotné instalaci SageMath. Podobnou sluzbu nabizi i vyrobci
systému Mathematica pod nédzvem Wolfram Programming Cloud.

SageMathCloud nabizi mimo jiné moznost spoluprace vice uzivateli na sdilenych
projektech a také napfiklad podporu pro vyuku. Uzivatel v roli ucitele mize vy-
tvorit kurz, pomoci néhoz muze studentim hromadné distribuovat tkoly a vyukové
materidly. Nasledné muze tkoly hromadné vybirat, opravovat a ohodnocené vracet
zpét studenttm. Podle [16] b&hem prvniho pololeti roku 2015 tuto moZnost vyuZi-
valo téméf 50 kurzi vyucovanych i na znamych univerzitach, napiiklad University of
Oxford a MIT. Na SageMathCloud uZzivatel ziska pfistup nejen k instalaci SageMath
a k dalsim implementovanym funkcim, ale i pfistup k virtudlnimu stroji, na kterém
je SageMath pfedinstalovan. Tim se moznosti prace na SageMathCloud vyrazné rozsi-
fuji. Uzivateli je k dispozici mimo jiné i propracované prostiedi pro tvorbu dokumentt
v jazyku I¥TEX, které autoii tohoto ¢lanku vyuzili k jeho sepséni.

3.1. Prvky a rodice

Nyni si ukdzeme konkrétni piriklady vyuziti SageMath. Prvni ukizka demonstruje za-
kladni pouzit{ a také vySe zminény koncept prvka a rodi¢u. Jak bylo Feceno, témeér
veskeré proménné v SageMath jsou instancemi t¥id, a maji tedy dostupné pouze re-
levantni metody. Nasledujicimi dvéma piikazy vytvoiime proménnou n, ktera bude

4http://wiki.sagemath.org/DownloadAndInstallationGuide
Shttp://doc.sagemath.org/html/en/reference/index.html
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reprezentovat prirozené ¢islo 11, a nasledné zavolame metodu is_prime (), kterad roz-
hodne, zda je n prvodislo:
n = 11
print n.is_prime ()

Odpovéd v tomto piipadé bude True, tedy SageMath si o &sle 11 pravem mysli,
7e je prvocislo.

Podivejme se, co je rodi¢ proménné n. To zjistime pfikazem
print n.parent ()

na ktery SageMath odpovi vypsanim Integer Ring — celd ¢isla. Vytvorme nyni
¢islo 11 jako prvek okruhu Z/18Z. To provedeme naptiklad pomoci nésledujicich pi¥i-
kaz:

R = IntegerModRing(18)
n R(11)

Na prvnim fadku jsme vytvorili objekt, ktery reprezentuje okruh Z/18Z. Na dru-
hém Fadku pak fikdme, Ze proménna n ma nyni reprezentovat ¢islo 11 jako prvek tohoto
okruhu. Piikaz

print n.parent ()

nadm nyni vypise Ring of integers modulo 18, tedy okruh celych ¢&isel modulo 18.
Na tento prvek lze nyni pouzivat standardni operace a vysledek bude dan jeho
rodi¢em:

print n + n
print 3*n
print n~-1

Vysledky budou popofadé 4, 15 a 5. V§imnéme si, Ze u druhého piikazu neni
tfeba specifikovat, Ze 3 ma stejného rodic¢e jako n. SageMath nam v tomto piipadé
vhodného spole¢ného rodice pro provedeni pozadované binarni operace * najde sam.
Timto rodi¢em je v nasi ukizce okruh Z/18Z, jak bychom se mohli pFesvédéit piikazem

print (3*n) .parent ()
Pokud bychom nyni zadali prikaz
print n.is_prime ()

odpoveéd by byla False. Pouzita metoda se nevztahuje pouze na prirozena ¢isla, ale ve
skutecnosti je obecnd a testuje, zda je dany prvek prvoelementem. Zaporna odpovéd
je tedy spravné, nebot v nami vybraném okruhu plati 11 =5 - 13.

3.2. Linearni programovani

Ukéazeme, jak lze v SageMath pomoci balicki pro linearni programovéani jednoduse
vyfesit nekteré klasické grafové problémy. Inspiraci k tomuto feseni cerpame z [2].

Pro ukazky v této ¢asti textu jsme vybrali Tietztuv graf, oznacme jej G = (V, E).
V' je tedy mnozina vrcholi a E mnozina hran Tietzova grafu G. Tietzuv graf je znazor-
nén na obrazku 1. Jeho zkonstruovani a zobrazeni provedeme v SageMath néasledujicimi
prikazy:
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Obr. 1. Tietziv graf

g = graphs.TietzeGraph()
g.plot O

Prvni ukézkovou tlohou je nalezeni maximélni nezavislé mnoziny. Hleddme tedy
co nejvétsi mnozinu vrchola N C V takovou, Ze jeji prvky spolu nesousedi. Pro kazdy
vrchol budeme uvazovat bindrni proménnou b, € {0, 1}, ktera bude vyjadfovat ptislus-
nost vrcholu v € V- do mnoziny N, tedy N = {v € V: b, = 1}. Aby N byla nezavisla
mnoZina, musi platit

by +b, <1 pro V{u,v} € E.
Zaroven chceme mmnozinu co nejvétsi, tedy chceme maximalizovat funkci
b Y by = #N. (1)
veV

Tim jsme tuto ulohu pfevedli do termint linearniho programovani. V SageMath bude
kod vypadat takto:

lp = MixedIntegerlLinearProgram(maximization=True, solver="
GLPK")
b = lp.new_variable(binary=True)

lp.set_objective( sum([b[v] for v in gl) )

for u,v in g.edges(labels = False):
lp.add_constraint ( b[u] + blv] <= 1)

print lp.solve()
print lp.get_values(b)
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Obr. 2. Modfe oznacené vrcholy tvofi nalezenou maximalni nezéavislou mnozinu N.

Provadéné piikazy jsou piimocaré a ¢tenaf si jisté domysli, co se v jednotlivych
krocich d&je. Vystupem téchto piikazti bude vypsani maxima funkce (1) a nalezenych
hodnot proménnych b,, pfi kterych se toto maximum nabyva:

5.0
{0: 1.0, 1: 0.0, 2: 0.0, 3: 1.0, 4: 0.0, 5: 1.0, 6: 0.0,
7: 1.0, 8: 0.0, 9: 0.0, 10: 0.0, 11: 1.0}

Poznamejme, Ze dloha mé vice TeSeni a vypsané feSeni je jedno z nich. Druhy
rfadek vystupu je ve formétu asociativniho pole, v Pythonu dostupného pod kli¢ovym
pojmem slovnik. Prvky slovniku jsou oddéleny ¢arkami a kazdy prvek je formétu ,klic:
hodnota“. Kli¢e jsou nazvy vrcholli, v naSem piipadé SageMath oznacil vrcholy ¢isly 0
az 11 (1ze vidét na obrazku 1). Hodnota u daného kli¢e v je hledana pfislusnost b,. Na
obrazku 2 je barevné vyznac¢ena vysledna mnozina N = {v: b, = 1}.

Druhou ukazkovou tulohou je nalezeni vrcholového obarveni. Ozna¢me C' pocet
barev, které mame k dispozici, a pfifadme barvam indexy od 0 az po C — 1. Binarni
proménné nasi dlohy budeme tentokrat indexovat dvéma indexy: b,,; € {0,1}, kde
v €V al<i< C. Tato proménna vyjadiuje, zda je vrchol v obarven barvou 1.
P1i takto zvoleném oznaceni musime prvni podminkou zajistit, aby kazdy vrchol mél
pravé jednu barvu:

c-1
Z by; =1 provveV.

1=

Druhou podminkou splnime pozadavek vrcholového obarveni, tedy zajistime, ze zadné
dva sousedni vrcholy nebudou obarveny stejnou barvou:

busi+by; <1 proVvie{0,...,C—1},V{u,v} € E.
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Obr. 3. Nalezené vrcholové obarveni grafu G. Barevné verze obrazku bude k dispozici koncem
roku 2017 na www.dml.cz

Tim je tloha zadana. V8&imnéme si, Ze neméame zadnou funkci, kterou budeme optima-
lizovat. V tomto pfipadé nam totiz staci jakékoliv pFipustné feseni naSich podminek.
SageMath si s timto poradi{ a nasledujici kdd nam najde vrcholové obarveni ze 3 barev:

c =3
lp = MixedIntegerLinearProgram()
b = lp.new_variable(binary = True)

for v in g:
lp.add_constraint (sum([b[v,i] for i in [0..(C-1)]1]1) =
1)

for u,v in g.edges(labels = False):
for i in [0..(C-1)1]:
lp.add_constraint( blu,i] + blv,i] <= 1 )

lp.solve ()
print lp.get_values(b)

Kod vypise slovnik vSech nalezenych hodnot b, ;. Nalezené obarveni je znazornéno
na obrazku 3.

Pokud bychom chtéli pouzit jen dvé barvy, tedy pokud nastavime hodnotu C' = 2,
vypocet feSeni v tomto pripadé skon¢i chybovym hlaSenim o nemoznosti vytesit tlohu.
Chybové hlaseni je realizovano vyvolanim vyjimky.

3.3. Automaty

Automaty (matematické objekty) slouzi predevsim jako G¢inné nastroje pro modelo-
van{ jazykl a vypocti ¢i celych algoritmu. Bali¢ek pro praci s automaty je implemen-
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Obr. 4. Automat p¥ijimajici Fetézce 0(11)*0 pro k celé nezéaporné

tovan piimo v SageMath. Autofi této implementace jsou zéroven i autory ¢lanku [5],
kde popisuji pouzivani automatt v SageMath.

Ukazeme si, jak lze v SageMath automat sestrojit a provést na ném vypocet. Prvni
ukdzka je automat, ktery bude piijimat jakékoliv slovo tvaru 0(11)*0, kde k je ne-

zaporné celé ¢islo. Tedy slovo, které za¢ina 0, za nim nasleduje sudy pocet jednicek
a konéf opét symbolem 0. Automat je zobrazen na obrazku 4% a koéd vypada takto:

A = Automaton([(’I’,’L’,0),(’L’,’R’>,1),(°L’,’F>,0),(’R>,’L”
,1)], initial_states=[’I’], final_states=[’F’])
A.process([0,1,1,1,1,0]) [0]

Na posledni fadku automat poustime se vstupem 011110. Dle ocekavani je navra-
tova hodnota True, tedy automat takové slovo pfijimaé.

Uvedeme jesté druhy automat, ktery ma dva stavy 0 a 1. Oba jsou koncové a po-
¢atecni stav je 0. Jeho vyobrazeni je na obrazku 5. Jelikoz jeho pfechodové funkce
je uplnd a kazdy stav je koncovy, tento automat pfijima jakykoliv konetny retézec
nad {0,1}. V tomto pFipadé nas bude zajimat, v jakém stavu automat skonéi. Pokud
mu na vstup dame binarni rozvoj ¢isla n, automat se zastavi ve stavu, ktery se rovné
sumé cifer v binarnim rozvoji ¢isla n modulo 2, neboli po¢tu jednic¢ek v tomto rozvoji
modulo 2. Oznaéme tuto hodnotu s,,. Posloupnost (s,,);> za¢ina na

011010011001011010010110

a byla studovana jiz pfed vice nez 150 lety ([11], [1]). Dnes je znama pod jménem
Thueova—Morseova posloupnost ¢i Thueovo-Morseovo slovo. Zminény automat a ko-
ne¢ny prefix tohoto slova vyrobime nésledujicim kdédem:

A = Automaton([(O, O, 0),(0, 1, 1),(1, 1, 0), (1,0,1)],
initial_states=[0], final_states=[0,1])

print Word([A.process(Integer(n).digits(base=2))[1] for n
in [0..1911)

print words.ThueMorseWord ()

Na poslednim fadku vypisujeme Thueovo-Morseovo slovo z databaze nekonec¢nych
slov, kterou SageMath obsahuje. Vystup je nésledujici:
word: 01101001100101101001
word: 0110100110010110100101100110100110010110. ..

6Je vhodné poznamenat, e i tento obrazek nam vytvoiil SageMath, a to piimo ve formatu pro
INTEX, ktery je pro sazbu pouzit. Kéd obrazku je v syntaxi balicku TikZ.
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Obr. 5. Automat generujici Thueovo-Morseovo slovo

Balicek starajici se o podporu automati nabizi mnoho dal$ich uziteénych funkci.
Jejich vycet s navody lze nalézt v oficialni internetové dokumentaci [14].

3.4. Rozhrani k dalsim bali¢ktm

Jak jiz bylo zminéno vyse, systém SageMath v sobé zahrnuje mnoho balicki, které
integruje do svych moznosti. Zaroven k nim i poskytuje rozhrani. V nasledujici ukazce
pristupujeme piimo k systému R. Vytvoiime reprezentaci proménné v R a poté na ni
zavolame metodu summary (), kterd odpovida znamé stejnojmenné funkei v R:

v = r.c(list(random_vector (ZZ,100)))
print v.summary ()

Vystup z druhého fadku bude nasledujici, tak, jak jej vraci R:

Min. 1st Qu. Median Mean 3rd Qu. Max.
-30.00 -1.00 0.00 0.51 1.00 131.00

Dalsi ukazkou je zadéni pfimo piikazu ve formatu pro systém Maxima, tedy bez
dalsiho rozhrani:

s = maxima(’nusum(exp(l+i/n)/n,i,1,n)?)
print s

Do proménné s je ulozen pozadovany vystup ze systému Maxima, tedy vysledek
souctu
Zn: exp(l +1i/n)
i=1 "
Vypsanim této proménné dostaneme nasledujici fetézec, ktery je v typickém forméto-
vani programu Maxima:

1/n + 2 1/n + 1
%e %e

n (%e - 1) n (%e - 1)

Pokud bychom chtéli s touto proménnou déle pracovat, mizeme ji metodou sage ()
transformovat do proménné, ktera jiz neni spjata s vystupem ze systému Maxima. Po
této transformaci bude vysledny prvek mit rodi¢e Symbolic Ring, ktery reprezentuje
okruh symbolickych vyraz. Prvky tohoto okruhu lze zjednoduSovat pomoci metody
full_simplify():

print s.sage().full_simplify ()
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Tento piikaz vypiSe nasledujici fetézec, ve kterém bylo provedeno zjednoduSenti,
které ¢tenar jiz zajisté provedl sdm pii samotném ¢éteni vyrazu vyse:

(e”2 - e)*e~(1/n)/(n*e~(1/n) - n)
Tedy zapsano jinak’, vysledkem je vyraz

(e —e) exp(1/n)
nexp(l/n) —n

Na zavér této Casti jeSté zmihme, Ze SageMath pro nékteré symbolické vypocty
(napiiklad zjednoduSovani symbolickych vyraza, séitani fad nebo integraci) vyuziva
pravé programu Maxima. UZzivatel ho nemusi rucné volat tak, jak jsme si ukazali
v fadcich vyse, ale sta¢i pfimo zadat:

var(’in?)
sum(exp (1+i/n)/n,i,1,n)

Aby bylo mozné funkci sum spravné zavolat, je tieba deklarovat symbolické pro-
ménné i a n, coz je provedeno piikazem na prvnim Fadku.

Vsechny zminéné ukizky, doplnéné o dalsi komentére a piiklady, jsou dostupné ve-
Fejné na adrese https://goo.gl/eT0iY1 ve formé pracovniho sesitu platformy Sage-
MathCloud. Po zaregistrovani na SageMathCloud si lze v kopii seSitu v8e vyzkousSet.
Sesit obsahuje navic i struény navod pro zajemce o vyvoj SageMath.

4. Lze poéitatovym algebraickym systémum duvérovat?

V této ¢asti se zamyslime nad pocitac¢ovymi algebraickymi systémy trochu obecnéji.
Uvedme nejprve piiklady nékterych jinych velmi znamych pocitadovych algebraickych
systémi. Mezi ty, které se orientuji spiSe na numerické vypocty, se fadi MATLAB,
Scilab ¢ R. Z druhé skupiny, ktera se zaméruje spiSe na symbolické pocitani, jmenujme
programy Mathematica, Maple a Maxima. Ze jmenovanych jsou Scilab, R a Maxima
poskytovany zdarma.

O uzitefnosti pocitacovych algebraickych systéma jiz snad ¢tena¥ nemé pochyb.
Nelze jim ovSem bezmezné divérovat. Toto tvrzeni lze obecné rozsifit na jakékoliv
uzivani pocitace, nebot ty se (zatim) spolehlivé ¥idi pofekadlem ,dobry sluha, ale
Spatny pan“. Kvuli jejich slozitosti je ovSem nékdy tézké poznat, kdy se uz ze sluhy
stal pan. Za relativné kratkou dobu historie pocitaca jiz lidstvo potkalo i nékolik
katastrofickych selhani pocitacovych systémii. Priklady téchto selhani lze najit v ivodu
témér kazdé knihy zabyvajici se numerickymi vypocty.

Duvodt k nedtvére je nékolik. Jednim z nich je podstata toho, jak pocitace vlastné
poc¢itaji. V [10] se muZe ¢tenal dozvédét vice o tom, jak jsou vibec &isla v poéitaci
reprezentovana. My pfipomeneme jen problémy, které mohou vzniknout pfi neopatr-
ném zachézeni s ¢isly s pohyblivou ¢arkou, kterd maji reprezentovat realna ¢isla. Mezi
zékladni problémy se fadi ztrata presnosti pii kazdé operaci a katastrofickd ztrata
platnych cifer. Ztrata piesnosti byla pii¢inou selhani protiraketového systému Patriot,

"Poznamenejme opé&t, Ze i v tomto piipadé nam SageMath umoZiiuje vygenerovat kod vyrazu piimo
ve formatu WTEXprikazem latex(s.sage().full_simplify()).
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systémy. V oficialni zpravé [9] se 1ze dodist, Ze problém vznikl méfenim ¢asu s¢itanim
desetin sekundy, které ovsem byly vyjadiené jako 24bitova binérni ¢isla. JelikoZ rozvoj
¢isla % v binarni soustavé neni kone¢ny, nemize byt reprezentace na 24 biti presné,
a tedy kazdym pri¢tenim vznikd chyba. Opakované hromadéni téchto chyb mélo za
néasledek nespravnou funkci systému a skonéilo pohromou.

Numerickym problémtim se nelze v pocitacovych algebraickych systémech vyhnout.
V pocitacovych algebraickych systémech existuji jednoduse dostupné moznosti, jak lze
tyto problémy fesit. Pfedné lze pracovat v predem dané piesnosti, ktera ma velky roz-
sah. SageMath pfi bézné instalaci umoznuje pouzit az 2147483 391 bitu pro mantisu,
rozsah exponentu se pak ridi tim, zda je pouzit 32 nebo 64 bitovy systém. Lze opero-
vat i s reprezentacemi, které si podle potieby presnost samy zvétsuji. Dalsi moznost je
vyhnout se numerickému pocitani, dokud to neni t¥eba. Pokud pocitdme s algebraic-
kymi ¢isly, lze vyhodné pocitat v absolutni pfesnosti ve vhodnych ¢iselnych télesech.
Takové pocitani je v SageMath jednoduché: ¢iselné téleso hraje roli rodice a pak uz
staci jen pocitat s jeho prvky. Nutno poznamenat, Ze takové presné pocitani je na tkor
rychlosti.

Dalsi davod k neduvéie je primocary — software obsahuje chyby a ne vidy se
chova tak, jak ma. Pocitacové algebraické systémy jsou navic velice komplexni a roz-
sahlé. Chyby, které se v nich vyskytuji, mohou byt i pfi dobfe odvedené inzenyrské
praci tvirci velice tézko odhalitelné nebo mohou mit velmi komplikované piiciny. Na-
opak, tvirci jsou stéle jen lidé, takze i velmi prosté chyby nemusi byt zcela potlaceny.
Otevienost SageMath, kterou lze pro spravnou matematickou praci povazovat za nut-
nou, je v tomto pfipadé vyhodou oproti komerénim soupefim. Lze kdykoliv ovérit,
co program vlastné déla, protoze jsou k dispozici podrobné okomentované zdrojové
kédy. Dale je mozné chybu nahlésit, kontaktovat pfimo autora ¢i komunitu a hledat
feSeni a sledovat jeho pribéh. U komeréniho softwaru jsou nase moznosti omezené;
jedinad moznost je kontaktovat vyrobce a doufat, ze problém odstrani. Jako ilustraci,
co miZe nastat pfi pouZivani programu Mathematica, doporucujeme ¢lanek [3], kde
autori vypravi o svych potizich s vypo¢tem determinantu matice.

Pokud bychom byli nuceni odpovédét na otazku v nadpisu této casti, tedy zda
lze pocitacovym algebraickym systémim dvéiovat, odpovéd by znéla ,duveiuj, ale
provéiuj.“ Zdrojové kody SageMath, vcetné balickl, které zahrnuje, davaji prostor
k dokonalému provéfeni, co vlastné chytra kalkulacka déla. Pokud i do budoucna bude
komunita, kterda se SageMath vénuje, rist, mohli bychom se dockat systému, ktery
bude provéfeny mnoha vyvojari a jehoz vyvoj nebude zaviset na vrtoSich manazert
a jejich manazert. Pozitivnimu vyvoji by mohlo prispét i to, ze SageMath ziska fi-
nan¢ni podporu spolu s dalsimi matematickymi otevienymi nastroji v rdmci projektu
OpenDreamKit®.

Abychom podtrhli zavére¢nou myslenku piedchoziho odstavce, pfipomeneme zna-
my komenta¥ D.E. Knutha z [6] o jistém programu, ktery lze bezpetné zobecnit na
jakykoliv jiny zdrojovy kod:

,Pozor na chyby v k6du vyse. Dokazal jsem pouze, Ze je spravny; nezkousel
jsem ho.“? [6]

8Zajemce se o tomto projektu miize dozvédét vice na strance projektu [8].
97 anglického originalu ,, Beware of bugs in the above code; I have only proved it correct, not tried it.
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