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Einsteinovy rovnice a jejich vybrané d̊usledky

Tomáš Málek, Vojtěch Pravda, Alena Pravdová, Praha

1. Úvod

Newtonovská fyzika byla v popisu pohybu těles ve Slunečńı soustavě neobyčejně úspěš-
ná a dodnes z̊ustává ve většině aplikaćı v rámci Slunečńı soustavy dostatečně přesným
nástrojem. V tomto článku se zaměř́ıme na relativistickou teorii gravitace, neboli obec-
nou teorii relativity (OTR). Proto nás přirozeně budou zaj́ımat zejména takové situace,
kdy newtonovská teorie neńı dostatečně přesná. Uved’me tedy dva př́ıklady, kde již
v 19. stolet́ı byly ve Slunečńı soustavě pozorovány odchylky od newtonovského modelu.

Nesoulad mezi pozorovaným pohybem Uranu s newtonovským modelem Slunečńı
soustavy vysvětlil francouzský matematik Urbain Le Verrier v roce 1846 tak, že odchyl-
ky v pohybu Uranu jsou zp̊usobeny př́ıtomnost́ı daľśı, tehdy neznámé planety. Vypoč-
tenou polohu nové planety zaslal do Berĺına, kde se již téže noci podařilo planetu
Neptun nalézt s přesnost́ı 1◦ na mı́stě vypoč́ıtaném Le Verrierem.

Urbain Le Verrier se také řadu let zabýval studiem pohybu planety Merkur a ve
svých praćıch došel k závěru, že pozorované stáčeńı perihelia Merkuru nelze plně
vysvětlit pomoćı newtonovské teorie (např. gravitačńım p̊usobeńım daľśıch planet).
Část tohoto efektu o velikosti 43′′ z̊ustávala nevysvětlena.1 Le Verrier se snažil vysvětlit
odchylky v pozorovaném pohybu planety mj. pomoćı gravitačńıho vlivu hypotetické
planety Vulkán.

Když dojde k rozporu mezi pozorovaným chováńım systému a matematickým mo-
delem tohoto systému, docháźı mnohdy k novým objev̊um. Tento rozpor nás upo-
zorňuje, že bud’ nemáme úplné informace o pozorovaném systému (viz výše uvedený
objev planety Neptun) nebo náš matematický model neńı postaven na vhodné teorii
(jak uvid́ıme v kapitole 4.1, tato situace nastává u stáčeńı perihelia planety Merkur).

Albert Einstein však ke své obecné teorii relativity došel ještě jinou, abstraktněǰśı
cestou. Jeho hlavńı motivaćı při práci na nové teorii nebylo vysvětlit rozpory mezi teoríı
a experimentem, ale odstranit nekompatibilitu dvou teoretických model̊u — speciálńı
teorie relativity a newtonovské teorie gravitace2. Einstein se tak pokusil vybudovat
novou teorii gravitace.

Výchoźım principem OTR je tzv. princip ekvivalence, který ř́ıká, že lokálně nelze
odlǐsit gravitačńı pole od rovnoměrně zrychleného pohybu. Uvnitř kosmické lodi

1Le Verrier p̊uvodně došel k hodnotě 38′′.
2Newtonova gravitace předpokládá okamžité gravitačńı p̊usobeńı na dálku a v principu tak

umožňuje přenášet signál nekonečnou rychlost́ı, což je v rozporu se speciálńı teoríı relativity.
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v prázdném prostoru, která se bude pohybovat s rovnoměrným zrychleńım g, bude kos-
monaut pozorovat gravitačńı pole nerozlǐsitelné od homogenńıho gravitačńıho pole.
Naopak volným pádem se mohou gravitačńı pole

”
odtransformovat“. Např́ıklad ve

výšce cca 400 km nad zemským povrchem dosahuje gravitačńı śıla pouze asi o 10% nižš́ı
hodnoty než na zemském povrchu. Přesto kosmonauti na mezinárodńı vesmı́rné sta-
nici gravitačńı śılu Země nepocit’uj́ı. To je zp̊usobeno

”
volným pádem“3 mezinárodńı

vesmı́rné stanice v gravitačńım poli Země.
Poměrně dlouhou a komplikovanou cestou, která je podrobněji rozebrána v daľśıch

článćıch tohoto č́ısla PMFA, dospěl Einstein k vyjádřeńı gravitace pomoćı deseti kom-
ponent symetrického metrického tenzoru gab zakřiveného prostoročasu. Einsteinovy
rovnice, nelineárńı parciálńı diferenciálńı rovnice druhého řádu pro deset neznámých
funkćı gab, popisuj́ı, jakým zp̊usobem hmota zakřivuje okolńı prostoročas a jak naopak
tento zakřivený prostoročas ovlivňuje pohyb hmoty (viz kapitola 3).

I když je Einstein̊uv pohled na gravitaci fundamentálně odlǐsný od newtonovského
pohledu, jeho d̊uležitou vlastnost́ı je, že za vhodných limitńıch podmı́nek (malé rych-
losti hmotných objekt̊u v̊uči rychlosti světla a slabá gravitačńı pole) přecháźı na
Newtonovu teorii gravitace. Newtonovu teorii tedy můžeme za těchto podmı́nek dále
použ́ıvat při popisu gravitace s vědomı́m toho, že se jedná o limitu přesněǰśı Einstei-
novy teorie.

Einsteinova teorie vedla k řadě teoretických předpověd́ı, které byly postupně s na-
r̊ustaj́ıćım pochopeńım OTR odvozovány a mnohé z nich později i experimentálně
ověřovány. Prvńımi klasickými testy Einsteinovy teorie gravitace byly soulad stáčeńı
perihelia Merkuru s OTR4 a naměřeńı ohybu světla v gravitačńım poli kompatibilńıho
s OTR při zatměńı Slunce v roce 1919. Poté nastalo na dlouhou dobu obdob́ı, kdy
teorie byla př́ılǐs daleko před experimentálńı technologíı. Řada astronomických obje-
v̊u v šedesátých letech (např. pulsary či reliktńı zářeńı) pak umožnila pokračovat
v experimentálńım ověřováńı d̊usledk̊u OTR a mnoho relativistických efekt̊u je dnes
ověřeno s vysokou přesnost́ı (viz např. [6], [7] nebo článek [1] v tomto č́ısle PMFA).
Můžeme doufat, že v nejbližš́ıch letech se podař́ı př́ımá detekce gravitačńıch vln, také
předpovězených OTR, což by otevřelo nové okno do vesmı́ru a umožnilo tak vznik
nového oboru astronomie.

Testy ve Slunečńı soustavě ověřuj́ı OTR pouze ve slabém gravitačńım poli, protože
veličina ε = GM/Rc2, odlǐsuj́ıćı slabá a silná gravitačńı pole,5 je zde menš́ı než 10−5.
V současné době se experimentálńı výzkum posouvá i k ověřováńı OTR v

”
silných“

gravitačńıch poĺıch, např. v bĺızkosti černých děr, kde ε ∼ 1.
Einsteinova teorie a s ńı spjaté matematické metody jsou technicky náročné, proto

se v tomto článku zaměř́ıme předevš́ım na stručný výklad některých souvisej́ıćıch
základńıch myšlenek a některých př́ıstupněǰśıch d̊usledk̊u Einsteinových rovnic. Vı́ce
informaćı o OTR nalezne čtenář např. v úvodńıch učebnićıch [4], [3].

V kapitole 2 se seznámı́me s křivost́ı prostoru a prostoročasu. V kapitole 3 budeme
diskutovat některé vlastnosti Einsteinových rovnic. Seznámı́me se i s tzv. Schwarz-
schildovým řešeńım těchto rovnic, popisuj́ıćım gravitačńı pole sféricky symetrického
zdroje (vně tohoto zdroje). V závěrečné kapitole 4 pak z Einsteinovy teorie s využit́ım

3To znamená pohybem pouze pod vlivem gravitačńıho pole.
4Ve chv́ıli, kdy už byla teorie dostatečně rozvinuta a neobsahovala žádné volné parametry, odvodil

z ńı Einstein správnou hodnotu stáčeńı perihelia Merkuru.
5M a R jsou charakteristická hmotnost a rozměr systému.
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Schwarzschildova řešeńı odvod́ıme některé relativistické efekty pozorovatelné i ve Slu-
nečńı soustavě — stáčeńı perihelia Merkuru, ohyb světla v gravitačńım poli Slunce
a gravitačńı rudý posuv.

Na závěr této úvodńı části si ještě připomeňme, že na galaktických a větš́ıch
škálách existuj́ı i pozorováńı, která jsou v př́ıkrém rozporu jak s newtonovskou gra-
vitaćı tak s OTR. Problémem je např́ıklad př́ılǐs vysoká rotačńı rychlost jednotlivých
hvězd ve spirálńıch a eliptických galaxíıch. Gravitačńı śıla viditelné hmoty př́ıtomné
v galaxíıch nemůže, dle současných model̊u, hvězdy udržet na orbitě. Opět, jako ve
výše diskutovaných př́ıpadech ve Slunečńı soustavě, nastávaj́ı dvě možnosti. Prvńı
možnost́ı je modifikovat teorii gravitace na velkých škálách. Většina odborńık̊u se ale
v současnosti sṕı̌se klońı ke druhé možnosti: předpokládat, že v galaxíıch se kromě
nám známé baryonové hmoty vyskytuje ještě v několikanásobně vyšš́ım množstv́ı do-
posud neznámá hmota, tzv. temná hmota. Existuj́ı r̊uzné modely popisuj́ıćı neznámé
částice temné hmoty, které mezi sebou neinteraguj́ı, ale i teorie komplexńı temné hmoty
popisuj́ıćı částice, které mezi sebou interaguj́ı a př́ıpadně mohou i vytvářet struktury,
např. i jakési temné atomy. Doposud však částice temné hmoty nebyly experimentálně
detekovány. Nezbývá nám tedy než doufat, že v době 120. výroč́ı OTR budeme o otázce
temné hmoty vědět o něco v́ıce.

2. Křivý prostor a prostoročas

V Einsteinově teorii relativity je gravitačńı pole vyjádřeno pomoćı křivosti prostoro-
času. Připomeňme si nejprve pojem zakřiveného dvourozměrného prostoru. Představ-
me si dvourozměrné bytosti žij́ıćı na zakřivené dvourozměrné ploše M , které nic netuš́ı
o tom, zda je nebo neńı jejich svět M vnořen do nějakého v́ıcerozměrného prostoru,
a maj́ı pouze informace o M . Umı́me-li v M měřit vzdálenost, můžeme na M zavést
zobecněńı pojmu úsečky známé z eukleidovské geometrie. Na M úsečky nahrad́ıme
tzv. geodetikami, což jsou nejkratš́ı spojnice6 dvou bod̊u. Kružnice můžeme zavést
jako množiny bod̊u maj́ıćıch stejnou vzdálenost r od daného středu. Jejich obvod
označme C(r).

Na M obecně neplat́ı obvyklá pravidla eukleidovské geometrie, např. součet úhl̊u
v trojúhelńıku vytvořeném ze tř́ı geodetik je obvykle odlǐsný od 180◦ a obvod kruž-
nic C(r) neńı roven 2πr. Mı́ru toho, jak se geometrie v M lǐśı (lokálně) od eukleidovské
geometrie, lze vyjádřit pomoćı tzv. Gaussovy křivosti K

K = lim
r→0

6

r2

(
1− C(r)

2πr

)
. (1)

Např́ıklad pro sféru S2 o poloměru r vycháźı Gaussova křivost K = 1/r2. Geo-
metrie na sféře je tedy neeukleidovská. Geodetiky v S2 jsou části hlavńıch kružnic7.

6Požadujeme samozřejmě, aby každý bod těchto spojnic ležel v M .
7Hlavńı kružnice je pr̊useč́ık sféry S2 s rovinou procházej́ıćı středem koule. Na Zemi jsou to např. po-

ledńıky. Jedinou rovnoběžkou, která je současně hlavńı kružnićı, je rovńık. Na severńı polokouli hlavńı
kružnice spojuj́ıćı dva body lež́ıćı na téže rovnoběžce vedou severně od této rovnoběžky. Proto např. le-
tadlo z Prahy do Los Angeles (které lež́ı výrazně jižněji než Praha), voĺıćı nejkratš́ı trasu, mı́̌ŕı nejprve
na severozápad a let́ı přes Island a Grónsko. To lze také zd̊uvodnit t́ım, že poledńıky jsou na severu
bĺıže u sebe a proto se při dlouhé cestě na západ vyplat́ı nejprve zamı́̌rit o něco severněji.

Pokroky matematiky, fyziky a astronomie, ročńık 60 (2015), č. 3 205
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Obr. 1. Trojúhelńıky v rovinné, cylindrické a sférické geometrii. Prvńı př́ıpad má nulovou
vněǰśı i vnitřńı křivost. Druhý př́ıpad má nulovou vnitřńı a nenulovou vněǰśı křivost a ve
třet́ım př́ıpadě jsou obě tyto křivosti nenulové.

Trojúhelńıky vytvořené z geodetik maj́ı v S2 součet úhl̊u větš́ı8 než 180◦ a snadno
si dovedeme představit, že pomoćı části rovńıku a dvou poledńık̊u můžeme vytvořit
i trojúhelńık, který má všechny tři úhly pravé (viz též obrázek 1).

Přejděme nyńı k válci. Představme si, že na list paṕıru nakresĺıme kružnice a troj-
úhelńıky. Když poté sleṕıme dvě protilehlé strany, źıskáme válec. Trojúhelńıky na
tomto válci však stále budou mı́t součet úhl̊u 180◦ a kružnice budou mı́t obvod 2πr.
Gaussova křivost válce je tedy rovna nule. My, jako trojrozměrné bytosti, pozorujeme,
že válcová plocha jistou křivost má, tato křivost se nazývá vněǰśı křivost a souviśı
s vnořeńım M do trojrozměrného prostoru. V obecné relativitě nás však bude zaj́ımat
vnitřńı křivost, tj. křivost pozorovatelná obyvateli žij́ıćımi v M .

Gaussova křivost je vnitřńı křivost́ı dvourozměrné plochy. Zobecněńım plochy do
n dimenźı je n-rozměrná varieta M , jej́ıž křivost je popsána tzv. Riemannovým ten-
zorem křivosti Rabcd, který má obecně n2(n2 − 1)/12 nezávislých komponent.

V Einsteinově teorii relativity pracujeme se čtyřrozměrným prostoročasem M (tři
dimenze odpov́ıdaj́ı prostoru a jedna času), takže Riemann̊uv tenzor popisuj́ıćı (vnitř-
ńı) křivost M má obecně 20 nezávislých komponent. V OTR se v prostoročasu M
hmotné body pod vlivem gravitačńı śıly pohybuj́ı v určitém smyslu nejjednodušš́ım
možným zp̊usobem — po geodetikách. Např. Země se tak na své dráze pohybuje po
geodetice v prostoročase zakřiveném hmotou Slunce a daľśıch těles Slunečńı soustavy.

3. Einsteinovy rovnice

Základńımi rovnicemi obecné teorie relativity jsou Einsteinovy rovnice

Rab −
1

2
Rgab + Λgab =

8πG

c4
Tab, (2)

8Součet vnitřńıch úhl̊u geodetického trojúhelńıku je 180◦+
”
celková křivost“ uvnitř trojúhelńıku

(viz Gauss̊uv–Bonnet̊uv teorém). Tato
”
celková křivost“ je v S2 vždy kladná, na jiných plochách může

být i záporná.
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které popisuj́ı gravitaci jako křivost prostoročasu. Na levé straně těchto rovnic se vy-
skytuj́ı geometrické veličiny:Rab je Ricciho tenzor křivosti (stopa Riemannova tenzoru)
a Ricciho skalár R (stopa Ricciho tenzoru), metrika gab a kosmologická konstanta Λ.9

Na pravé straně vystupuje Newtonova gravitačńı konstanta G, rychlost světla c a ten-
zor energie a hybnosti Tab popisuj́ıćı rozložeńı a pohyb hmoty.

Jednoduchý a elegantńı tenzorový zápis Einsteinových rovnic ve tvaru (2) může
vyvolat mylný dojem, že se jedná o poměrně jednoduché rovnice. Tyto rovnice při ro-
zepsáńı v souřadnićıch ovšem dávaj́ı komplikovaný systém deseti nelineárńıch parciál-
ńıch diferenciálńıch rovnic druhého řádu pro deset neznámých komponent metriky gab.

Einsteinovy rovnice jsou natolik složité, že jejich analytická řešeńı lze nalézt pouze
za vhodných předpoklad̊u vedoućıch k jejich výraznému zjednodušeńı, např. za před-
pokladu dostatečného množstv́ı symetríı. Dnes je známo velké množstv́ı jak tzv. va-
kuových řešeńı Einsteinových rovnic (tj. pro Tab = 0), tak nevakuových řešeńı pro
fyzikálně relevantńı tvary Tab, viz např. [5].

Historicky prvńı netriviálńı přesné vakuové řešeńı Einsteinových rovnic nalezl již
v roce 1915 K. Schwarzschild (publikováno bylo v roce 1916). Toto řešeńı popisuje
gravitačńı pole vně sféricky symetrického objektu, který má nulový elektrický náboj
a moment hybnosti, a s dostatečnou přesnost́ı odpov́ıdá např. gravitačńımu poli vně
Slunce (zanedbáváme-li rotaci, zploštěńı a vyzařováńı Slunce).

Schwarzschildovu metriku lze napsat ve tvaru

ds2 = −f(r)c2dt2 +
1

f(r)
dr2 + r2(dθ2 + sin2 θdϕ2), f(r) ≡ 1− 2M

r
, (3)

kde M = Gm/c2 a m je hmotnost centrálńıho objektu. Jednotlivé komponenty met-
riky gab v souřadnićıch (t, r, θ, ϕ) jsou rovny odpov́ıdaj́ıćım koeficient̊um v (3), např.
grr = 1/f(r), gtr = 0 atd. Zobecněńı tohoto řešeńı na př́ıpad rotuj́ıćıho centrálńıho
objektu nalezl až v roce 1963 R. Kerr.

4. Odvozeńı vybraných d̊usledk̊u Einsteinových rovnic

V této kapitole odvod́ıme s využit́ım Schwarzschildova řešeńı (3) některé relativistické
efekty pozorovatelné i ve Slunečńı soustavě — stáčeńı perihelia Merkuru, ohyb světla
v gravitačńım poli Slunce a gravitačńı rudý posuv.

4.1. Stáčeńı perihelia Merkuru

Nyńı budeme studovat pohyb planety Merkur ve Slunečńı soustavě. V př́ıpadě planety
Merkur nás budou zaj́ımat zejména odchylky od newtonovského chováńı. Pro naše
účely je dostatečně přesné považovat Merkur za testovaćı hmotný bod pohybuj́ıćı se
ve Schwarzschildově prostoročasu10 (3). Jak jsme již uvedli výše, trajektorie hmotného
bodu, který se volně pohybuje pouze pod vlivem gravitačńı śıly, je v Einsteinově teorii
neeukleidovské zobecněńı př́ımky — geodetika. V křivém prostoru bychom porovnávali

9Původńı tvar Einsteinových rovnic byl bez členu s kosmologickou konstantou. Tu zavedl Einstein
až v roce 1917, aby z těchto rovnic mohl odvodit model statického vesmı́ru, v́ıce viz např. článek [2]
v tomto č́ısle PMFA.

10Zanedbáváme tedy např. zakřiveńı prostoročasu zp̊usobené Merkurem a daľśımi planetami, rotaci
a zploštěńı Slunce a jeho vyzařováńı.
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všechny křivky mezi body A a B, poč́ıtali jejich délku a hledali stacionárńı body
(křivky) odpov́ıdaj́ıćı akce. V OTR ovšem pracujeme v prostoročasu, kde geodetika
odpov́ıdá maximálńımu vlastńımu času částice. V př́ıpadě částice ve Schwarzschildově
prostoročasu má tedy akce pro volnou částici tvar

L =

√
f(r)

(
cdt

dτ

)2

− 1

f(r)

(
dr

dτ

)2

− r2
(

dθ

dτ

)2

− r2 sin2 θ

(
dϕ

dτ

)2

. (4)

S využit́ım Eulerových–Lagrangeových rovnic (nebo př́ımo dosazeńım do rovnic geode-
tiky) bychom dospěli ke čtyřem rovnićım, nejsložitěǰśı z těchto rovnic však nahrad́ıme
podmı́nkou, že norma čtyřrychlosti je rovna −c2 pro hmotnou částici (κ = 1) a nule
pro nehmotnou částici (κ = 0),

−f(r)

(
cdt

dτ

)2

+
1

f(r)

(
dr

dτ

)2

+ r2
(

dθ

dτ

)2

+ r2 sin2 θ

(
dϕ

dτ

)2

= −c2κ. (5)

Zbývaj́ıćı tři rovnice maj́ı tvar

d

dτ

(
f(r)

dt

dτ

)
= 0, (6)

d

dτ

(
r2

dθ

dτ

)
− r2 sin θ cos θ

(
dϕ

dτ

)2

= 0, (7)

d

dτ

(
r2 sin2 θ

dϕ

dτ

)
= 0. (8)

”
Rovina“ θ = 1

2π (stejně jako všechna jej́ı otočeńı) je rovinou symetrie. Každá počátečńı
rychlost lež́ı v nějaké takové rovině a trajektorie částice po celou dobu v této ro-
vině z̊ustává. Bez újmy na obecnosti tedy budeme předpokládat, že veškerý pohyb se
odehrává v ekvatoriálńı rovině

θ =
π

2
, (9)

č́ımž jsme vyřešili rovnici (7). Rovnice (6) a (8) pak maj́ı řešeńı

dt

dτ
=
E
f(r)

,

dϕ

dτ
=

`

r2
, (10)

kde E a ` jsou integračńı konstanty souvisej́ıćı s energíı a momentem hybnosti.
Dosazeńım (9) a (10) do (5) dostaneme

1

2

(
dr

dτ

)2

+ V (r) =
c2

2
(E2 − κ), (11)

kde

V (r) =
1

2

[(
c2κ+

`2

r2

)
f(r)− c2κ

]
=

1

2

(
`2

r2
− 2Mc2κ

r
− 2M`2

r3

)
. (12)
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Porovnáńım s rovnićı pro pohyb newtonovské částice zjist́ıme, že prvńı člen je centri-
fugálńı, druhý odpov́ıdá přitažlivé gravitačńı śıle a posledńı člen popisuje čistě relati-
vistický efekt.

Vyjádř́ıme-li rovnici (11) pomoćı

r′(ϕ) ≡ dr

dϕ
=

dr

dτ

/
dϕ

dτ
= ṙ

r2

`
(13)

a použijeme-li substituci
u ≡ 1/r, (14)

dostaneme

(u′)2 + u2 − 2Mc2κ

`2
u− 2Mu3 = c2

E2 − κ
`2

, (15)

kde u′ ≡ du/dϕ. Derivace rovnice (15) podle ϕ dává tzv. relativistický Binet̊uv vzorec

u′′ + u =
Mc2κ

`2
+ 3Mu2. (16)

Uvažujme nyńı pohyb hmotné částice, a tedy κ = 1. Bez členu 3Mu2 popisuje
rovnice (16) newtonovský pohyb planet. Pro poměr člen̊u na pravé straně dostáváme

3Mu2

Mc2/`2
=

3`2

r2c2
≈ 3

v2

c2
, (17)

kde ` ≈ rv. Tento poměr je pro Merkur mnohem menš́ı než 1. Vyjdeme tedy z řešeńı
rovnice (16) bez posledńıho členu

u0 =
Mc2

`2
(1 + e cosϕ) (18)

a řešeńı rovnice (16) naṕı̌seme jako

u = u0 + u1, (19)

kde u1 � u0. Funkce u1 splňuje rovnici

u′′1 + u1 = 3Mu20, (20)

ve které jsme ponechali členy prvńıho řádu a zanedbali členy vyšš́ıch řád̊u
(3M(2u0u1 + u21)� 3Mu20). Jej́ı řešeńı je ve tvaru

u1 = a0 + b0 cosϕ+ c0 cos2 ϕ+
3eM3c4

`4
ϕ sinϕ, (21)

kde a0, b0 a c0 jsou konstanty. Kromě posledńıho členu jsou všechny členy periodické
s periodou 2π a na stáčeńı perihelia nemaj́ı vliv. Přibližné řešeńı rovnice (15) je

u ≈ Mc2

`2

(
1 + e cosϕ+

3eM2c2

`2
ϕ sinϕ

)
≈ Mc2

`2

[
1 + e cos

(
1− 3M2c2

`2

)
ϕ

]
. (22)
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Obr. 2. Stáčeńı perihelia v gravitačńım poli popsaném Schwarzschildovou metrikou. Během
jednoho oběhu se eliptická dráha otoč́ı o úhel ∆ϕ.

Rovnice (22) popisuje mı́rně se stáčej́ıćı elipsu. Po jedné otáčce se Merkur dostane do
stejné vzdálenosti od Slunce, pokud se argument kosinu ve vztahu (22) změńı o 2π.
Merkur se tedy otoč́ı o úhel

ϕ2 − ϕ1 =
2π

1− 3M2c2

`2

(23)

a elipsa se tud́ıž stoč́ı o

∆ϕ = (ϕ2 − ϕ1)− 2π ≈ 6πM2c2

`2
, (24)

kde stejně jako v (3) M = mG/c2, hmotnost Slunce m = M� = 1,989× 1030 kg,
rychlost světla c = 3× 108 m s−1, gravitačńı konstanta G = 6, 674×10−11 m3 kg−1 s−2

a ` ≈ R22π/T , oběžná doba Merkuru okolo Slunce T = 0, 24 roku (88 dńı) a vzdálenost
Merkuru od Slunce R = 5,791× 1010 m. Dostáváme tedy

∆ϕ ≈ 5× 10−7rad/orbitu ≈ 0, 1′′/orbitu, (25)

a protože Merkur oběhne Slunce za 88 dńı, za 100 let bude tento efekt činit

∆ϕ ≈ 43′′/ 100 let. (26)
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4.2. Ohyb světla

Podle obecné teorie relativity je prostoročas v okoĺı hmotných těles zakřiven, a proto je
ovlivněn nejenom pohyb hmotných testovaćıch částic v bĺızkosti takovýchto objekt̊u,
ale jsou zakřiveny také trajektorie nehmotných částic pohybuj́ıćıch se po nulových
geodetikách11.

Ukažme si, jak se světelný paprsek ohýbá v gravitačńım poli Slunce, popsaném
Schwarzschildovou metrikou (3). Využijeme rovnice geodetiky (5), (6)–(8) a z nich
odvozený Binet̊uv vzorec (16), do kterých pro světlo dosad́ıme κ = 0. Dostaneme

u′′ + u = 3Mu2, (27)

kde člen na pravé straně je relativistická korekce. Podobně jako v př́ıpadě stáčeńı
perihelia hledáme řešeńı postupnou aproximaćı ve tvaru u = u0+u1, tedy newtonovské
řešeńı u0 plus relativistická korekce u1 � u0 prvńıho řádu v M . Řešeńım rovnice (27)
bez pravé strany je newtonovská trajektorie

u0 =
1

b
cosϕ, (28)

odpov́ıdaj́ıćı př́ımce v polárńıch souřadnićıch, kde jedna z integračńıch konstant byla
zvolena tak, aby ϕ = 0 odpov́ıdalo nejbližš́ımu bodu k počátku souřadnic. Zbývaj́ıćı
integračńı konstanta b, tzv. impaktńı faktor, představuje právě tuto nejmenš́ı vzdále-
nost od počátku a je určena rovnićı (15), ze které v newtonovské limitě pro nulovou
geodetiku plyne

b =
`

cE . (29)

Korekci u1 dostaneme řešeńım rovnice (20),

u1 =
M

b2
(1 + sin2 ϕ). (30)

Přibližné řešeńı rovnice (27) je tedy

u ≈ 1

b

(
cosϕ+

M

b
(1 + sin2 ϕ)

)
. (31)

Všimněme si, že nejbližš́ı bod je oproti newtonovskému př́ıpadu bĺıže k počátku sou-
řadnic, ale protože typicky pro pr̊uchod foton̊u v bĺızkosti povrchu hvězd M/b � 1,
můžeme tento posun zanedbat. Např́ıklad pro Slunce M/b = rs/(2R�) = 2×10−6, kde
R� = 6,96× 108 m je poloměr Slunce a rs = 3× 103 m je Schwarzschild̊uv poloměr
Slunce.

Fotony přicházej́ı z nekonečna a odcházej́ı do nekonečna (r → ∞), což odpov́ıdá
úhl̊um ±ϕ∞ splňuj́ıćım u(±ϕ∞) = 0. Jak je patrné z obrázku 3, úhel ohybu trajektorie
fotonu od p̊uvodńıho směru ∆ϕ źıskáme z rovnice

u

(
π

2
+

∆ϕ

2

)
= 0. (32)

11Nulové geodetiky jsou geodetiky, jejichž tečný vektor má nulovou normu.
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Obr. 3. Ohyb trajektorie foton̊u v gravitačńım poli popsaném Schwarzschildovou metrikou.
Čerchovaná čára představuje newtonovskou trajektorii.

Obr. 4. Pr̊uběh efektivńıho potenciálu pro nulové geodetiky v ekvatoriálńı rovině Schwarz-
schildova prostoročasu

Provedeme-li rozvoj v bodě π/2, dostáváme

∆ϕ ≈ 4M

b
. (33)

Pro fotony prolétávaj́ıćı těsně nad povrchem Slunce je ohyb roven

∆ϕ = 1, 75′′. (34)

Tento zdánlivý posun pozice hvězd při jejich pr̊uchodech v bĺızkosti slunečńıho kotouče
během úplného zatměńı Slunce v roce 1919 byl skutečně naměřen při expedici vedené
Arthurem Eddingtonem. Přestože bylo měřeńı zat́ıženo poměrně velkou chybou, po-
tvrdilo platnost obecné teorie relativity.

Ohyb trajektorie foton̊u jsme studovali v přibĺıžeńı slabého gravitačńıho pole za
podmı́nky M/b � 1. Pokud tato podmı́nka neńı splněna (např. u černých děr),
tj. impaktńı faktor překroč́ı určitou kritickou hodnotu, fotony již neuniknou a jsou
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zachyceny. K odvozeńı této kritické hodnoty využijeme efektivńı potenciál (12) pro
nulové geodetiky

V (r) =
`2

2r3
(r − 2M), (35)

jehož pr̊uběh je znázorněn na obrázku 4. Vyšetřeńım efektivńıho potenciálu zjist́ıme,
že v bodě r = 3M se nacháźı maximum odpov́ıdaj́ıćı nestabilńı kruhové orbitě foton̊u.
Minimálńı energii foton̊u potřebnou na překonáńı této potenciálové bariéry źıskáme
z rovnice (11),

1

2
c2E2 = V (3M), (36)

odkud dostáváme

b2 =
`2

c2E2 = 27M2. (37)

Schwarzschildova geometrie tedy zachyt́ı všechny fotony pohybuj́ıćı se po trajektoríıch
s impaktńım parametrem b menš́ım než kritická hodnota

bc = 3
3
2M. (38)

Pro objekty o hmotnosti Slunce vycháźı kritická hodnota impaktńıho parametru bc =
7,7× 103 m.

4.3. Gravitačńı rudý posuv

Gravitačńı rudý posuv je daľśım z d̊usledk̊u Einsteinových rovnic. Budeme jej nyńı
studovat ve statickém12 Schwarzschildově prostoročase (3). Mějme dva pozorovatele,
V (vyśılaj́ıćı) a P (přij́ımaj́ıćı), kteř́ı (s pomoćı motor̊u) z̊ustávaj́ı na pevných sou-
řadnićıch (rv, θv, ϕv) a (rp, θp, ϕp). Pozorovatel V vyśılá v pravidelných interva-
lech ∆τv krátké světelné pulsy. Pro čtyřinterval mezi dvěma následuj́ıćımi pulsy plat́ı

−c2∆τ2v ≡ ∆s2 = gab∆x
a
v∆xbv = −f(rv)c2∆t2v. (39)

Pozorovatel P přij́ımá tyto pulsy v intervalech ∆τp

−c2∆τ2p ≡ ∆s2 = gab∆x
a
p∆xbp = −f(rp)c2∆t2p. (40)

Ve statickém gravitačńım poli nedošlo mezi dvěma pulsy k žádné změně. Dráha obou
puls̊u bude tedy identická, pouze posunutá o pevný čas ∆t. Plat́ı tedy

∆tv = ∆tp. (41)

Odtud dostáváme pro poměr interval̊u a frekvenćı

∆τp
∆τv

=

√
f(rp)

f(rv)
,

∆νp
∆νv

=

√
f(rv)

f(rp)
. (42)

Stejný výsledek samozřejmě plat́ı i pro poměr vlnových délek a frekvenćı elektromag-
netického zářeńı.

12Ve statickém prostoročase lze zvolit časovou souřadnici t tak, že metrika na této souřadnici
nezáviśı.
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Pro parametr rudého posuvu z tak dostáváme

z ≡ ∆λ

λv
=

∆τp
∆τv

− 1 =

√√√√1− 2M
rp

1− 2M
rv

− 1, (43)

kde ∆λ je změna vlnové délky.
Pokud se tedy š́ı̌ŕı elektromagnetická vlna z oblasti se silněǰśım gravitačńım po-

lem do oblasti se slabš́ım gravitačńım polem (tj. rp > rv), docháźı k prodlužováńı
jej́ı vlnové délky, a tud́ıž v př́ıpadě spektrálńı čáry k jej́ımu posunu k rudé části
spektra (z > 0).

Poděkováńı. Práce na článku byla podpořena prostředky RVO 67985840.
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