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Einsteinovy rovnice a jejich vybrané dusledky

Tomds Malek, Vojtéch Pravda, Alena Pravdovd, Praha

1. Uvod

Newtonovska fyzika byla v popisu pohybu téles ve Slune¢ni soustavé neobycejné ispés-
na a dodnes zustava ve vétsiné aplikaci v ramci Sluneéni soustavy dostateéné presnym
nastrojem. V tomto ¢lanku se zaméfime na relativistickou teorii gravitace, neboli obec-
nou teorii relativity (OTR). Proto nés pfirozené budou zajimat zejména takové situace,
kdy newtonovskd teorie neni dostateéné piesnd. Uvedme tedy dva piiklady, kde jiz
v 19. stoleti byly ve Slunec¢ni soustavé pozorovany odchylky od newtonovského modelu.

Nesoulad mezi pozorovanym pohybem Uranu s newtonovskym modelem Sluneéni
soustavy vysveétlil francouzsky matematik Urbain Le Verrier v roce 1846 tak, ze odchyl-
ky v pohybu Uranu jsou zpusobeny piitomnosti dalsi, tehdy nezndmé planety. Vypoc-
tenou polohu nové planety zaslal do Berlina, kde se jiz téze noci podafilo planetu
Neptun nalézt s presnosti 1° na misté vypocitaném Le Verrierem.

Urbain Le Verrier se také fadu let zabyval studiem pohybu planety Merkur a ve
svych pracich dosel k zavéru, ze pozorované staceni perihelia Merkuru nelze plné
vysvétlit pomoci newtonovské teorie (napi. gravitaénim pusobenim dalsich planet).
Cést tohoto efektu o velikosti 43" ziistdvala nevysvétlena.! Le Verrier se snazil vysvétlit
odchylky v pozorovaném pohybu planety mj. pomoci gravita¢niho vlivu hypotetické
planety Vulkan.

Kdyz dojde k rozporu mezi pozorovanym chovanim systému a matematickym mo-
delem tohoto systému, dochdzi mnohdy k novym objevim. Tento rozpor nas upo-
zorfiuje, ze bud nemame tiplné informace o pozorovaném systému (viz vyse uvedeny
objev planety Neptun) nebo nds matematicky model nenf postaven na vhodné teorii
(jak uvidime v kapitole 4.1, tato situace nastava u stdceni perihelia planety Merkur).

Albert Einstein vSak ke své obecné teorii relativity dosel jesté jinou, abstraktnéjsi
cestou. Jeho hlavni motivaci pfi praci na nové teorii nebylo vysvétlit rozpory mezi teorif
a experimentem, ale odstranit nekompatibilitu dvou teoretickych modelu — specidlni
teorie relativity a newtonovské teorie gravitace®. Einstein se tak pokusil vybudovat
novou teorii gravitace.

Vychozim principem OTR je tzv. princip ekvivalence, ktery tikd, ze lokdlné nelze
odlisit gravita¢ni pole od rovnomérné zrychleného pohybu. Uvniti kosmické lodi

1Le Verrier ptivodné dosel k hodnoté 38”.
2Newtonova gravitace predpoklddd okamzité gravitaéni pusobeni na délku a v principu tak
umoznuje pirenaSet signal nekonecnou rychlosti, coz je v rozporu se specialni teorii relativity.
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v prazdném prostoru, kterd se bude pohybovat s rovnomérnym zrychlenim g, bude kos-
monaut pozorovat gravitaéni pole nerozliSitelné od homogenniho gravita¢niho pole.
Naopak volnym padem se mohou gravitacni pole ,odtransformovat®. Napiiklad ve
vysce cca 400 km nad zemskym povrchem dosahuje gravitacni sila pouze asi o 10% nizsf
hodnoty nez na zemském povrchu. Presto kosmonauti na mezinarodni vesmirné sta-
nici gravitaéni sflu Zemé nepocituji. To je zpiisobeno ,volnym padem*? mezinarodni
vesmirné stanice v gravitaénim poli Zemé.

Pomérné dlouhou a komplikovanou cestou, ktera je podrobnéji rozebrana v dalsich
¢lancich tohoto ¢isla PMFA, dospél Einstein k vyjadieni gravitace pomoci deseti kom-
ponent symetrického metrického tenzoru g,, zakfiveného prostorocasu. Einsteinovy
rovnice, nelinedrni parcialni diferencidlni rovnice druhého fddu pro deset neznamych
funkei gqp, popisuji, jakym zpusobem hmota zakfivuje okolni prostorocas a jak naopak
tento zaktiveny prostorocas ovlivituje pohyb hmoty (viz kapitola 3).

I kdyz je Einsteinuv pohled na gravitaci fundamentalné odlisny od newtonovského
pohledu, jeho dulezitou vlastnost{ je, ze za vhodnych limitnich podminek (malé rych-
losti hmotnych objektu vuci rychlosti svétla a slaba gravita¢ni pole) prechdzi na
Newtonovu teorii gravitace. Newtonovu teorii tedy muzeme za téchto podminek déle
pouzivat pfi popisu gravitace s védomim toho, Ze se jednd o limitu presnéjsi Einstei-
novy teorie.

Einsteinova teorie vedla k fadé teoretickych predpovédi, které byly postupné s na-
rustajicim pochopenim OTR odvozoviny a mnohé z nich pozdéji i experimentdlné
ovéfovany. Prvnimi klasickymi testy Einsteinovy teorie gravitace byly soulad staceni
perihelia Merkuru s OTR* a naméieni ohybu svétla v gravitaé¢nim poli kompatibilniho
s OTR pii zatméni Slunce v roce 1919. Poté nastalo na dlouhou dobu obdobi, kdy
teorie byla p#ilis daleko pied experimentélni technologii. Rada astronomickych obje-
vu v Sedesdtych letech (napf. pulsary ¢i reliktni zéfen{) pak umoznila pokracovat
v experimentalnim ovéfovani dusledku OTR a mnoho relativistickych efektu je dnes
ovéfeno s vysokou presnosti (viz napf. [6], [7] nebo ¢lanek [1] v tomto ¢isle PMFA).
Muzeme doufat, ze v nejblizsich letech se podaii piimé detekce gravitacnich vin, také
predpovézenych OTR, coz by otevielo nové okno do vesmiru a umoznilo tak vznik
nového oboru astronomie.

Testy ve Sluneéni soustavé ovéruji OTR pouze ve slabém gravitaénim poli, protoze
velicina e = GM/Rc?, odlisujici slabd a silnd gravitaéni pole,® je zde mensi nez 10~°.
V soucasné dobé se experimentalni vyzkum posouva i k ovérovani OTR v ,silnych“
gravitacnich polich, napt. v blizkosti ¢ernych dér, kde € ~ 1.

Einsteinova teorie a s ni spjaté matematické metody jsou technicky naro¢né, proto
se v tomto ¢lanku zaméfime pfedevsim na strucny vyklad nékterych souvisejicich
zékladnich myslenek a nékterych piistupnéjsich dusledku Einsteinovych rovnic. Vice
informaci o OTR nalezne ¢tendi napf. v ivodnich uéebnicich [4], [3].

V kapitole 2 se seznamime s kiivosti prostoru a prostoroc¢asu. V kapitole 3 budeme
diskutovat nékteré vlastnosti Einsteinovych rovnic. Sezndmime se i s tzv. Schwarz-
schildovym feSenim téchto rovnic, popisujicim gravitacni pole sféricky symetrického
zdroje (vné tohoto zdroje). V zavérecné kapitole 4 pak z Einsteinovy teorie s vyuzitim

3To znamena pohybem pouze pod vlivem gravitaéniho pole.

4Ve chvili, kdy uz byla teorie dostateéné rozvinuta a neobsahovala zadné volné parametry, odvodil
z ni Einstein spravnou hodnotu stdceni perihelia Merkuru.

5M a R jsou charakteristickd hmotnost a rozmér systému.
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Schwarzschildova FeSeni odvodime nékteré relativistické efekty pozorovatelné i ve Slu-
necni soustavé — staceni perihelia Merkuru, ohyb svétla v gravita¢nim poli Slunce
a gravitacni rudy posuv.

Na zavér této tvodni Casti si jeSté pripomenme, ze na galaktickych a vétsich
gkalach existuji i pozorovani, kterd jsou v piikrém rozporu jak s newtonovskou gra-
vitaci tak s OTR. Problémem je naptiklad pfilis vysoka rota¢ni rychlost jednotlivych
hvézd ve spirdlnich a eliptickych galaxiich. Gravitacni sila viditelné hmoty piitomné
v galaxiich nemuze, dle sou¢asnych modelu, hvézdy udrzet na orbité. Opét, jako ve
vyse diskutovanych piipadech ve Slune¢ni soustavé, nastavaji dvé moznosti. Prvni
moznosti je modifikovat teorii gravitace na velkych skalach. Vétsina odborniku se ale
v soucasnosti spiSe kloni ke druhé moznosti: predpokladat, ze v galaxiich se kromé
nam znamé baryonové hmoty vyskytuje jesté v nékolikandsobné vyssim mnozstvi do-
posud neznamd hmota, tzv. temnd hmota. Existuji rizné modely popisujici neznamé
castice temné hmoty, které mezi sebou neinteraguji, ale i teorie komplexni temné hmoty
popisujici ¢astice, které mezi sebou interaguji a pripadné mohou i vytvaret struktury,
napf. i jakési temné atomy. Doposud vSak ¢astice temné hmoty nebyly experimentalné
detekovany. Nezbyva nam tedy nez doufat, ze v dobé 120. vyro¢i OTR budeme o otdzce
temné hmoty védét o néco vice.

2. Kiivy prostor a prostorocas

V Einsteinové teorii relativity je gravitac¢ni pole vyjadieno pomoci kiivosti prostoro-
casu. Pripomenme si nejprve pojem zakiiveného dvourozmérného prostoru. Predstav-
me si dvourozmérné bytosti zijici na zakiivené dvourozmérné plose M, které nic netusi
o tom, zda je nebo neni jejich svét M vnofen do néjakého vicerozmérného prostoru,
a maji pouze informace o M. Umime-li v M méfit vzdalenost, muzeme na M zavést
zobecnéni pojmu usecky znamé z eukleidovské geometrie. Na M isecky nahradime
tzv. geodetikami, coz jsou nejkratsi spojnice® dvou bodi. Kruznice muzeme zavést
jako mnoziny bodu majicich stejnou vzdalenost r od daného stiedu. Jejich obvod
ozna¢me C(r).

Na M obecné neplati obvykla pravidla eukleidovské geometrie, napi. soucet thla
v trojuihelniku vytvoreném ze tii geodetik je obvykle odlisny od 180° a obvod kruz-
nic C(r) neni roven 27r. Miru toho, jak se geometrie v M 1is{ (lokdlné) od eukleidovské
geometrie, 1ze vyjadiit pomoci tzv. Gaussovy kiivosti K

K:Iim6<1—c(r)>. (1)

r—0 12 2mr

Napiiklad pro sféru S? o poloméru r vychazi Gaussova kiivost K = 1/r2. Geo-

metrie na sféie je tedy neeukleidovskd. Geodetiky v S? jsou édsti hlavnich kruznic”.

SPozadujeme samoziejmé, aby kazdy bod téchto spojnic lezel v M.

"Hlavni kruznice je prusecik sféry S? s rovinou prochézejici stiedem koule. Na Zemi jsou to napi. po-
ledniky. Jedinou rovnobézkou, kterd je soucasné hlavni kruznici, je rovnik. Na severni polokouli hlavni
kruznice spojujici dva body lezici na téze rovnobézce vedou severné od této rovnobézky. Proto napf. le-
tadlo z Prahy do Los Angeles (které lez{ vyrazné jizngji nez Praha), volici nejkrats{ trasu, mif{ nejprve
na severozapad a leti pres Island a Grénsko. To lze také zduvodnit tim, ze poledniky jsou na severu
blize u sebe a proto se pfi dlouhé cesté na zapad vyplati nejprve zamifit o néco severnéji.
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Obr. 1. Trojuhelniky v rovinné, cylindrické a sférické geometrii. Prvni pfipad méa nulovou

Cevs

tfetim piipadé jsou obé tyto kfivosti nenulové.

Trojuhelniky vytvoiené z geodetik maji v S? soucet thli vétsi® nez 180° a snadno
si dovedeme predstavit, ze pomoci ¢asti rovniku a dvou poledniki muzeme vytvorit
i trojuhelnik, ktery md vsechny tii ihly pravé (viz téz obrazek 1).

Prejdéme nyni k vélci. Predstavme si, ze na list papiru nakreslime kruznice a troj-
thelniky. Kdyz poté slepime dvé protilehlé strany, ziskdme valec. Trojuhelniky na
tomto vélci v8ak stdle budou mit soucet hla 180° a kruznice budou mit obvod 27r.
Gaussova kiivost vélce je tedy rovna nule. My, jako trojrozmérné bytosti, pozorujeme,
ze vélcovéa plocha jistou kiivost ma, tato kfivost se nazyva vnéjsi kiivost a souvisi
s vnofenim M do trojrozmérného prostoru. V obecné relativité nés vSak bude zajimat
vnitini kiivost, tj. kiivost pozorovatelnd obyvateli zijicimi v M.

Gaussova kfivost je vnitini kfivost{ dvourozmérné plochy. Zobecnénim plochy do
n dimenzi je n-rozmérnd varieta M, jejiz kiivost je popsana tzv. Riemannovym ten-
zorem kiivosti Rgpeq, ktery ma obecné n?(n? — 1)/12 nezdvislych komponent.

V Einsteinové teorii relativity pracujeme se ¢tyfrozmérnym prostoro¢asem M (tii
dimenze odpovidaji prostoru a jedna ¢asu), takze Riemanntv tenzor popisujici (vniti-
nf) kiivost M mé obecné 20 nezavislych komponent. V. OTR, se v prostorocasu M
hmotné body pod vlivem gravitacni sily pohybuji v urcitém smyslu nejjednodussim
moznym zpusobem — po geodetikdch. Napi. Zemé se tak na své draze pohybuje po
geodetice v prostorocase zakiiveném hmotou Slunce a dalsich téles Slunecni soustavy.

3. Einsteinovy rovnice

Zakladnimi rovnicemi obecné teorie relativity jsou Einsteinovy rovnice

1 8rG
Rab - §Rgab + Agab = CTTaba (2)

8Soucet vnitinich 1hli geodetického trojihelniku je 180°+ ,celkova kiivost® uvniti trojihelniku
(viz Gausstiv—Bonnetiiv teorém). Tato ,,celkova kiivost“ je v S? vzdy kladnd, na jinych plochdch mize
byt i zAporna.
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které popisuji gravitaci jako kiivost prostorocasu. Na levé strané téchto rovnic se vy-
skytuji geometrické veliciny: R, je Ricciho tenzor kiivosti (stopa Riemannova tenzoru)
a Ricciho skaldr R (stopa Ricciho tenzoru), metrika g,p a kosmologické konstanta A.°
Na pravé strané vystupuje Newtonova gravitaéni konstanta G, rychlost svétla ¢ a ten-
zor energie a hybnosti Ty, popisujici rozlozeni a pohyb hmoty.

Jednoduchy a elegantni tenzorovy zdpis Einsteinovych rovnic ve tvaru (2) muze
vyvolat mylny dojem, ze se jednd o pomérné jednoduché rovnice. Tyto rovnice pii ro-
zepsani v souradnicich ovsem davaji komplikovany systém deseti nelinedrnich parcial-
nich diferencidlnich rovnic druhého fadu pro deset nezndmych komponent metriky gqp.

Einsteinovy rovnice jsou natolik slozité, ze jejich analyticka feSeni lze nalézt pouze
za vhodnych pfedpokladia vedoucich k jejich vyraznému zjednodusSeni, napt. za pred-
pokladu dostatecného mnozstvi symetrii. Dnes je zndmo velké mnozstvi jak tzv. va-
kuovych Feseni Einsteinovych rovnic (tj. pro Ty, = 0), tak nevakuovych feseni pro
fyzikalné relevantni tvary Tgp, viz napf. [5].

Historicky prvni netrividlni pfesné vakuové feSeni Einsteinovych rovnic nalezl jiz
v roce 1915 K. Schwarzschild (publikovédno bylo v roce 1916). Toto feSeni popisuje
gravitacni pole vné sféricky symetrického objektu, ktery ma nulovy elektricky naboj
a moment hybnosti, a s dostate¢nou pfesnosti odpovida napi. gravitaénimu poli vné
Slunce (zanedbavame-li rotaci, zplosténi a vyzarovani Slunce).

Schwarzschildovu metriku lze napsat ve tvaru

1 2 = il
mdﬁ +7%(d6? +sin® 0dp?),  f(r)=1-— — )

kde M = Gm/c?* a m je hmotnost centrélniho objektu. Jednotlivé komponenty met-
riky gqp v soufadnicich (¢, 7,0, ¢) jsou rovny odpovidajicim koeficienttim v (3), napf.
grr = 1/f(r), g&r = 0 atd. Zobecnéni tohoto feSen{ na piipad rotujictho centrélniho
objektu nalezl az v roce 1963 R. Kerr.

ds? = —f(r)c2dt* +

4. Odvozeni vybranych disledka Einsteinovych rovnic

V této kapitole odvodime s vyuzitim Schwarzschildova feseni (3) nékteré relativistické
efekty pozorovatelné i ve Sluneéni soustavé — stdceni perihelia Merkuru, ohyb svétla
v gravita¢nim poli Slunce a gravitac¢ni rudy posuv.

4.1. Staceni perihelia Merkuru

Nyni budeme studovat pohyb planety Merkur ve Slune¢ni soustavé. V piipadé planety
Merkur nas budou zajimat zejména odchylky od newtonovského chovani. Pro nase
ucely je dostatecné presné povazovat Merkur za testovaci hmotny bod pohybujici se
ve Schwarzschildové prostorocasu'? (3). Jak jsme jiz uvedli vyse, trajektorie hmotného
bodu, ktery se volné pohybuje pouze pod vlivem gravitacni sily, je v Einsteinové teorii
neeukleidovské zobecnéni pitimky — geodetika. V kfivém prostoru bychom porovnavali

9Ptvodni tvar Einsteinovych rovnic byl bez élenu s kosmologickou konstantou. Tu zavedl Einstein
az v roce 1917, aby z téchto rovnic mohl odvodit model statického vesmiru, vice viz napf. ¢ldnek [2]
v tomto ¢isle PMFA.

10Zanedb4vame tedy napf. zakiiveni prostoro¢asu zpusobené Merkurem a daldimi planetami, rotaci
a zplosténi Slunce a jeho vyzafovéni.
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vS8echny kiivky mezi body A a B, pocitali jejich délku a hledali staciondrni body
(kfivky) odpovidajici akce. V. OTR ovSem pracujeme v prostorocasu, kde geodetika
odpovidd maximalnimu vlastnimu ¢asu ¢astice. V piipadé ¢édstice ve Schwarzschildové
prostorocasu ma tedy akce pro volnou ¢astici tvar

=0 () st () () ()

S vyuzitim Eulerovych-Lagrangeovych rovnic (nebo pifmo dosazenim do rovnic geode-

vvvvvv

podminkou, ze norma étyirychlosti je rovna —c? pro hmotnou éstici (k = 1) a nule
pro nehmotnou ¢éstici (k = 0),

2 2 2 2

Zbyvajici tfi rovnice maji tvar

(1) =0 ©)

d [ ,do 5 . dp\?

. (7“ d7_> r*sinf cosf (d’l’ =0, (7)
d (9. 2,de)\

I (7" sin 9d7’> =0. (8)

»,2Rovina®“ § = %77 (stejné jako viechna jeji otoceni) je rovinou symetrie. Kazdd poc¢ateéni

rychlost lezi v néjaké takové roviné a trajektorie ¢astice po celou dobu v této ro-
viné zustava. Bez jmy na obecnosti tedy budeme predpokladat, ze veskery pohyb se
odehrava v ekvatorialni roviné -
-, 9
. )

¢imz jsme vyftesili rovnici (7). Rovnice (6) a (8) pak maji Feseni

9:

dae &
ar )
dep l
- - 10
dr r?’ (10)
kde £ a ¢ jsou integraéni konstanty souvisejici s energii a momentem hybnosti.
Dosazenim (9) a (10) do (5) dostaneme
1/dr\? .
5 (d7‘> + V(?”) = 5(5 - H), (11)
kde 2 2 2 2
1 9 l 9 1 /¢ 2Mc*k 2MY
=- — - S . 12
V)= (@) s -] =5 (- - B ). a2

208 Pokroky matematiky, fyziky a astronomie, roénik 60 (2015), ¢. 3



Porovnanim s rovnici pro pohyb newtonovské ¢astice zjistime, ze prvni ¢len je centri-
fugalni, druhy odpovida pritazlivé gravitacni sile a posledni ¢len popisuje ¢isté relati-
visticky efekt.

Vyjadiime-li rovnici (11) pomoci

== [ = (13

a pouzijeme-li substituci
u=1/r, (14)
dostaneme oM 2n 2,
- u—2Mu? = 2 P

kde v’ = du/de. Derivace rovnice (15) podle ¢ déva tzv. relativisticky Binetuv vzorec

(ul)2 + ’U,2

(15)

M 2
v tu= % + 3Mu?. (16)

Uvazujme nyni pohyb hmotné ¢éstice, a tedy k& = 1. Bez élenu 3Mu? popisuje
rovnice (16) newtonovsky pohyb planet. Pro pomér ¢lenti na pravé strané dostavdme

3Mu? 302 v?
M3/~ 722 N3 (17)

kde ¢ =~ rv. Tento pomér je pro Merkur mnohem mensi nez 1. Vyjdeme tedy z feseni
rovnice (16) bez posledniho élenu

ug = %262(1+ec0s<p) (18)
a feSen{ rovnice (16) napiSeme jako
U= ug+ uy, (19)
kde u; < ug. Funkce u; splnuje rovnici

uf +uy = 3Mu, (20)

ve které jsme ponechali ¢leny prvniho fadu a zanedbali ¢leny vyssich fadu
(3M (2uguy + u?) < 3Mud). Jeji feseni je ve tvaru

3 M3 4
u1 = ag + by cos g + ¢y cos® ¢ + %gp sin ¢, (21)

kde ag, by a cg jsou konstanty. Kromé posledniho ¢lenu jsou vSechny ¢leny periodické
s periodou 27 a na stdceni perihelia nemajf vliv. Pfiblizné fesen{ rovnice (15) je

NM62 3eM?c? | NM(:2 3M3c?
U s 1—|—ecos<p+T<psmcp N m 1+ ecos 1—7 el . (22)
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Obr. 2. Staceni perihelia v gravita¢nim poli popsaném Schwarzschildovou metrikou. Béhem
jednoho obéhu se eliptickd draha otoc¢i o ihel Ap.

Rovnice (22) popisuje mirné se stécejici elipsu. Po jedné otécéce se Merkur dostane do
stejné vzdélenosti od Slunce, pokud se argument kosinu ve vztahu (22) zmeén{ o 27.
Merkur se tedy otoc¢i o tihel

27
P2 — 1= 1_ 3M2e (23)
— M7
a elipsa se tudiz stoc¢i o
67 M?c?
Agpz(cpgfgal)f%rzT, (24)

kde stejné jako v (3) M = mG/c?, hmotnost Slunce m = Mg = 1,989 x 103° kg,
rychlost svétla ¢ = 3 x 108 ms™!, gravita¢ni konstanta G = 6,674 x 10~ m3 kg ! s~2
al ~ R?2m /T, obé&zna doba Merkuru okolo Slunce T' = 0, 24 roku (88 dnf) a vzddlenost
Merkuru od Slunce R = 5,791 x 10 m. Dostavame tedy

Ap ~ 5 x 10~ "rad /orbitu ~ 0, 1” /orbitu, (25)
a protoze Merkur obéhne Slunce za 88 dni, za 100 let bude tento efekt ¢init

Ap =~ 43"/ 100 let. (26)
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4.2. Ohyb svétla

Podle obecné teorie relativity je prostorocas v okoli hmotnych téles zakfiven, a proto je
ovlivnén nejenom pohyb hmotnych testovacich ¢éastic v blizkosti takovychto objektu,
ale jsou zakfiveny také trajektorie nehmotnych ¢astic pohybujicich se po nulovych
geodetikach!!.

Ukazme si, jak se svételny paprsek ohyba v gravitaénim poli Slunce, popsaném
Schwarzschildovou metrikou (3). Vyuzijeme rovnice geodetiky (5), (6)—(8) a z nich
odvozeny Binetuv vzorec (16), do kterych pro svétlo dosadime x = 0. Dostaneme

o’ +u=3Mu?, (27)

kde ¢len na pravé strané je relativistickd korekce. Podobné jako v ptipadé staceni
perihelia hledame feSeni postupnou aproximaci ve tvaru u = ug—+u1, tedy newtonovské
fesen{ ug plus relativistickd korekce u; < ug prvniho fadu v M. Resenfm rovnice (27)
bez pravé strany je newtonovska trajektorie

Uug = % Cos ¢, (28)
odpovidajici piimce v polarnich souradnicich, kde jedna z integracnich konstant byla
zvolena tak, aby ¢ = 0 odpovidalo nejblizsimu bodu k pocatku soutadnic. Zbyvajici
integra¢ni konstanta b, tzv. impaktni faktor, predstavuje pravé tuto nejmensi vzdale-
nost od pocatku a je uréena rovnici (15), ze které v newtonovské limité pro nulovou
geodetiku plyne

1
b= —. 29
s (29)
Korekei uy dostaneme feSenfm rovnice (20),
M .
U = b—2(1 +sin? ). (30)
Pfiblizné feseni rovnice (27) je tedy
1 M
um (cosgo + ?(1 + sin? go)) . (31)

Vsimnéme si, ze nejblizsi bod je oproti newtonovskému piipadu blize k poc¢atku sou-
fadnic, ale protoze typicky pro pruchod fotont v blizkosti povrchu hvézd M/b <« 1,
muZeme tento posun zanedbat. Napifklad pro Slunce M/b = r,/(2Rs) = 2x 107, kde
Ro = 6,96 x 108m je polomér Slunce a 7, = 3 x 103 m je Schwarzschildiiv polomér
Slunce.

Fotony prichdzeji z nekoneéna a odchdzeji do nekoneéna (r — 0), coz odpovidd
uhlim £¢ splitujicim u(+@s,) = 0. Jak je patrné z obrdzku 3, ihel ohybu trajektorie
fotonu od puvodniho sméru A ziskdme z rovnice

u (2+A2“0) —0. (32)

HNulové geodetiky jsou geodetiky, jejichz teény vektor ma nulovou normu.
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Obr. 3. Ohyb trajektorie fotont v gravitaénim poli popsaném Schwarzschildovou metrikou.
Cerchovand ¢ara predstavuje newtonovskou trajektorii.

Vi(r)

3M bHM 10M 15M T

Obr. 4. Prubéh efektivniho potencidlu pro nulové geodetiky v ekvatoridlni roviné Schwarz-
schildova prostorocasu

Provedeme-li rozvoj v bodé /2, dostdavame

Ap =~ - (33)

Pro fotony prolétavajici tésné nad povrchem Slunce je ohyb roven
Ap=1,75". (34)

Tento zdanlivy posun pozice hvézd pii jejich pruchodech v blizkosti sluneéniho kotouce
béhem tplného zatméni Slunce v roce 1919 byl skuteé¢né naméten pii expedici vedené
Arthurem Eddingtonem. Ptestoze bylo méfeni zatizeno pomérné velkou chybou, po-
tvrdilo platnost obecné teorie relativity.

Ohyb trajektorie fotonu jsme studovali v pfiblizeni slabého gravitaéniho pole za
podminky M/b < 1. Pokud tato podminka neni splnéna (napf. u ¢ernych deér),
tj. impaktni faktor prekroc¢i urcitou kritickou hodnotu, fotony jiz neuniknou a jsou
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zachyceny. K odvozeni této kritické hodnoty vyuzijeme efektivni potencial (12) pro

nulové geodetiky
2

V(r) r—2M), (35)

jehoz prubéh je zndzornén na obrazku 4. Vysetfenim efektivniho potencidlu zjistime,
ze v bodé r = 3M se nachazi maximum odpovidajici nestabilni kruhové orbité fotonu.
Minimélni energii fotonu potfebnou na prekonani této potencidlové bariéry ziskdame
z rovnice (11),

1
§c252 =V(3M), (36)
odkud dostavame 2
2 _ _ 2
b = g7 = 27M*. (37)

Schwarzschildova geometrie tedy zachyti vSechny fotony pohybujici se po trajektoriich
s impaktnim parametrem b mensim nez kritickd hodnota

b, =35 M. (38)
Pro objekty o hmotnosti Slunce vychazi kritickd hodnota impaktniho parametru b, =
7,7 x 10% m.
4.3. Gravitacni rudy posuv

Gravitacni rudy posuv je dalsim z dusledku Einsteinovych rovnic. Budeme jej nyni
studovat ve statickém!? Schwarzschildové prostorocase (3). Mé&jme dva pozorovatele,
V (vysilajici) a P (pfijimajici), ktef{ (s pomoci motort) ztstédvaji na pevnych sou-
fadnicich (ry, 6y, @u) a (rp, 0,, @p). Pozorovatel V vysild v pravidelnych interva-
lech AT, krétké svételné pulsy. Pro ¢tyfinterval mezi dvéma nésledujicimi pulsy plati

—AAT? = As? = g Azt Az = — f(r,) AL (39)
Pozorovatel P pfijima tyto pulsy v intervalech A,
702A75 =As? = gabA:ch:cg = ff(rp)c2At12,. (40)

Ve statickém gravita¢nim poli nedoslo mezi dvéma pulsy k zddné zméné. Draha obou
pulsu bude tedy identickd, pouze posunutd o pevny ¢as At. Plati tedy

Aty = At,. (41)

Odtud dostavame pro pomér intervalu a frekvenci

ATy _ f(rp) Avy _ f(ry)
A'rv f(rv) ’ AVU f(rp) .

(42)

Stejny vysledek samoziejmeé plati i pro pomeér vlnovych délek a frekvenci elektromag-
netického zafeni.

12Ve statickém prostorocase lze zvolit Gasovou soufadnici t tak, Ze metrika na této soufadnici
nezavisi.
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Pro parametr rudého posuvu z tak dostavame

(43)

kde A\ je zména vinové délky.

v v s

Pokud se tedy sifi elektromagnetickd vina z oblasti se silnéjsim gravita¢nim po-

lem do oblasti se slabsim gravita¢nim polem (tj. 7, > r,), dochédzi k prodluzovani

jejl

vlnové délky, a tudiz v piipadé spektralni ¢ary k jejimu posunu k rudé casti

spektra (z > 0).

Li
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Podékovani. Prace na ¢lanku byla podpoiena prostiedky RVO 67985840.

teratura

GRYCAR, J.: Prolindni astronomie a relativity (1919-2014). PMFA 3 (2015), 189-202.
NoOVOTNY, J.: 100 let obecné teorie relativity. PMFA 3 (2015), 177-188.
RINDLER, W.: Relativity, special, general and cosmological. Oxford University Press, 2001.

SCHUTZ, B.: A first course in general relativity. 2nd edition, Cambridge University Press,
2009.

STEPHANI, H., KRAMER, D., MAcCALLUM, M., HOENSELAERS, C., HERLT, E.: Ezact
solutions of Finstein’s field equations. 2nd edition, Cambridge University Press, 2003.

WiLL, C.M.: Theory and experiment in gravitational physics. 2nd edition, Cambridge
University Press, 1993.

WiLL, C. M.: The confrontation between general relativity and experiment. Living Rev.
Relativity 17 (2014), 4. Dostupné z: www.livingreviews.org/lrr-2014-4

Pokroky matematiky, fyziky a astronomie, roénik 60 (2015), ¢. 3



		webmaster@dml.cz
	2015-09-08T13:08:52+0200
	CZ
	DML-CZ attests to the accuracy and integrity of this document




