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POVRCH JE DERIVACI OBJEMU

Frantisek Kutina, Hradec Krdlové
1. Uvod

V krasné vypravené knize Atlas geomet-
rie [7] jsem si na s. 190 piedetl:

Vzorec 2mr pro vypocet obvodu kruhu zis-
kdme derivovdnim vzorce mr? pro vijpocet
obsahu kruhu.

Vzorec 4wr? pro vijpocet povrchu koule zis-
kdme derivovdnim vzorce §7T7’3 pro vijpocet
objemu koule.

V duchu koncepce této knihy (termin
atlas chapeme obvykle jako soubor obrazu
z ur¢itého oboru) se zde pfirozené pro-
blematika nevysvétluje ani nezdivodnuje:
uvadéji se fakta. Fakta o velikostech di-
menzionalné odlisnych dtvard mohou lec-
koho pfekvapit. VSimnéme si proto této
problematiky podrobnéji.

2. Prvni setkani

V roce 1955 jsem nastoupil po studiich
matematiky a deskriptivni geometrie na
své prvni ucitelské misto na jedendctileté
stiredni veobecné vzdéldvaci Skole (takto
slozité se jmenovala instituce, jejiz posled-
ni t¥i ro¢niky byly nahrazkou &tyftletych
gymnazii z predeslych let). VSechno bylo
tehdy nové. Pro mne zcela nové, protoze
prvni bylo zaméstnani, nova byla struk-
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tura Skoly, nové byly i ucebnice. Na &tyt-
letych gymnéagziich se uc¢ila matematika po-
dle tzv. Cechovych ucebnic [2], produktu
autorského kolektivu (Frantisek Balada,
Eduard Cech, Josef Holubat, Karel Hrusa,
Marta Chytilova, Vanda Jandova, Bedfich
Koenig, Emil Mastny, Karel Srb, Josef Si-
mek, Antonin Tuladek, Rudolf Zelinka),
které byly neobycejné narocéné. Mély
ov8em jepidi Zivot (1951-1953), predevsim
v dtsledku tehdy realizované skolské re-
formy. O éeChOV}?ch ucebnicich jsem v ji-
nych souvislostech psal v ¢lanku [4].

Ucebnici geometrie, kterd nastoupila
do 8koly spolu se mnou, napsali Jan Vy-
8in, Zbynék Dlouhy, Josef Metelka a Alois
Urban. To byli vesmés matematici hlubo-
ce vzdélani, ktefi se dlouhodobé zabyvali
problematikou vyucovani. Jejich ucéebni-
ce [8] je ucebnice ,poctiva®, zpracovana
systematicky a promySend do vSech de-
tailt. Vidim v tom pfedevsim vliv Zbyiika
Dlouhého, jehoz hluboky smysl pro preciz-
nost jsem znal jiz z doby spole¢nych stu-
dii. Odhaduji, a nemohu to jiz dnes do-
kazat, protoze ani Zbynék jiz nezije, zZe
to byla Dlouhého zésluha, Zze se do uciva
11. roéniku dostala problematika velikosti
geometrickych atvart v pojeti HERMAN-
NA MINKOWSKEHO (1864-1909), temati-
ka, kterou se zabyvame v tomto ¢lanku.

V jakém potadi studovat velikosti geo-
metrickych dtvart v prostoru? Méame nej-
drive studovat objemy a pak povrchy nebo
obracené?

SoucCasnd ucebnice stereometrie pro
gymnazia [5] odvodi nejd¥ive na zaklads
Cavalieriho principu vzorec pro objem
koule a pak pokracuje takto:

Predstavme si kouli polepenou napt. mili-
metrovym papirem. Jeji povrch tak mame
rozdélen na mnozstvi &tvereckid (mm?).
Spojime-li vrcholy kazdého ¢étverecku se
stfedem koule, dostaneme jehlany se
¢tvercovou podstavou, hlavnimi vrcholy
ve stfedu koule a vyskou rovnou poloméru
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koule. Ctvereéky na povrchu koule,
tj. podstavy jehlant, miZzeme bez omezeni
zmenSovat a podstavu kazdého jehlanu
povazovat za Cast roviny, nikoli za cast
kulové plochy. Objem koule se pak rovna
souftu objemil vSech takto vytvorenych
jehlani. Podstavy téchto jehlant tvori do-
hromady povrch koule. Neboli objem V
koule je roven objemu jehlanu, jehoZ obsah
podstavy je roven povrchu S koule a jeho
vyska je rovna poloméru r koule. Plati te-
dy rovnost:

1 4
§S7’ = §7r7’3,
odtud
S = 4mr?.

V podstaté stejné postupuje Cech
v udebnici z r. 1951. Autofi u¢ebnice [8]
toto nazorné, ale z matematického hledis-
ka ne zcela korektni odvozeni nepfijimaji
a postupuji takto:
Vzorec pro objem koule poctivé odvozuji
na ¢tyfech stranéch pomoci limity objemi
posloupnosti valci ,,vepsanych® a ,,opsa-
nych“ n kulovym vrstvam vysky v/n, na
néz je rozdélena dana kulova tsec vysky v,
roste-li n nade vSechny meze. Dalsi postup
je elegantni a struény [8, s. 358]:
Zvolme libovolné kladné h a sestrojme
k dané kouli o poloméru r té&leso T}, (na
obr. 1 je zobrazen jeho fez rovinou jdouci
stiedem koule). Je-li h < r, je T}, rozdilem
kouli s poloméry r+h, r—h a pro objem V},
télesa T}, dostavame

4 O .
Vi = §7T(7“ +h)? — 577(7“ —h)’ =

= gwh(?ﬂ’Z + h?).

Dale se konstruuje posloupnost dutych
kouli se zmengujici se tloustkou stény 2h.
Povrch takovychto téles dostaneme pii-
blizné z jejich objemu délenim &islem 2h
(to je podle mého nazoru slabé misto vy-
kladu).

A

Obr. 1
Mame tedy
Vi 4
Sy = ﬁ =4 + §7rh2.

Limita této posloupnosti pro h konver-
gujici k nule je 4772, tj. povrch koule. Zde
jsem se poprvé setkal s odvozenim vzorce
pro povrch télesa pomoci limity objemi
téles.

3. Derivaci objemu je povrch

Jiz se znalosti tvodu do diferencidlniho
po¢tu na trovni u¢ebnice [3] mizeme vyse
naznaceny postup upfresnit.

Je-li V(z) = 37a® objem koule polo-
méru z, V(z + h) = 2m(z + h)® objem
koule poloméru z+h, pak V(z+h) -V (x)
je objem jakéhosi obalu koule tloustky h
(prostorova analogie mezikruzi (obr. 2))

)

Obr. 2
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T+ h
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Obr. 3

a povrch S(z) koule pak muZzeme defino-
vat jako limitu

S(z) = }Lli% V(:C—l—hiz— V() -

(1)

Povrch koule S(z) je tedy derivaci jejitho
objemu V(z) podle x:
am(z + h)® — ma®

/ 1 .
Vi(z) = lim B -

=dn2® = S(x).

Podobné muzeme odvodit napf. vzorce
pro velikost plasté rotac¢niho vélce s polo-
mérem podstavy x a vySkou v, zname-li
vzorec pro objem vélce V(z) = ma?v.

Rozdil V(xz + h) — V(x) pFedstavuje
objem dutého valce s tloustkou stény h
(obr. 3). Velikost S(x) plasté valce vypo-
¢itdme pak podle vzorce (1):

S(x)=V'(x) =
2, .2
= lim m(z +h)" — mz%y = 27wz,
h—0 h

Pokusme se nyni odvodit nazna¢enym
zptisobem vzorec S(x) pro povrch krychle
ze vzorce V (z) = 2® pro jeji objem.

h
T
Obr. 4
h
2x
Obr. 5

Podle vzorce (1) bychom méli

V()= lim R =77
h—0

=322 # S(x).

Selhani tohoto postupu je pfirozené:
V(z+h)—V (x) nepfedstavuje objem oba-
lu krychle tloustky h, ale pouze obalu
tloustky %: obloZeni tloustky h vystaci
pouze na tii stény krychle. Na obr. 4 je
fez takovéhoto atvaru rovinou, kteréa pro-
chézi stfedem krychle a je rovnobézné se
dvéma jejimi sténami. Abychom mohli po-
uzit vzorec (1), musime pracovat s krychli
o hrané délky 2z (obr. 5). Objem krychle
pak je V(z) = 823, jeji povrch je S = 2422
a skutec¢né plati:

8(x + h)3 — 823

/ 1 _
Vi) = lim, h
= 242% = S(x).

Vratme se nyni k planimetrii. Obr. 2
miZeme interpretovat jako obrazek mezi-
kruzi. Jeho obsah je

S(z 4 h) — S(x) = 7(x + h)?* — m2°.
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Nyni je pfirozené definovat obvod kruhu
jako limitu obsahu mezikruzi §itky h, jest-
lize h konverguje k nule:

. S@+h)-Sx)
o) = Jim —=—— —— = 5'(»).
(2)

Je tedy obvod tutvaru derivaci jeho
obsahu: S’(xz) = o(x). Pro obvod kruhu

o poloméru z tak dostaneme:

h 2 _ 2
o(z) = Jim TEFZT

h—0 h

Podobné miizeme odvodit vzorce pro
obvod ¢&tverce ze vzorce pro jeho obsah.
V oznaceni podle obr. 5 tak dostavame pro
¢tverec se stranou 2z:

o) — tim 2L~ (20)°

h—0 h = 8z.

Ovéifme je§té vzorec (2) pro rovno-
stranny trojuhelnik. Abychom dostali
obal trojihelniku sifky h, nemtiZeme vy-
jadfovat obsah pomoci délky jeho strany,
ale pomoci poloméru x kruZnice trojihel-
niku vepsané (obr. 6). Délka strany troj-
thelniku je pak 22v/3, jeho obvod 6zv/3
a obsah 322/3. Je tedy skutecné S'(x) =
o(x).

Ukazme, Ze vzorec (2) plati pro libo-
volny pravidelny n-thelnik. K tomu acéelu

Obr. 6

.
'b :
=
i
!

Obr. 7

vyjadieme jeho obvod a obsah pomoci po-
loméru x kruznice jemu vepsané a thlu «,
ktery se ovSem bude ménit s poltem n
stran mnohothelniku. V oznaceni podle
obr. 7 pravidelného Sestithelniku mizeme
uréit (pro libovolny n-thelnik): p = z tg o,
o = 2nztga, S = nr?tga. Je tedy
S'(x) = o(x).

Vratme se zavérem do prostoru a ovér-
me, Ze vzorec (1) plati pro libovolny pra-
videlny mnohostén.

Oznaceni volme podle obrazku pravi-
delného osmisténu (obr. 8), tvahy vsak
budeme formulovat pro libovolné z platon-
skych téles.

Pravidelny mnohostén urceme polo-
mérem x kulové plochy jemu vepsané
a volbou jeho typu (n = 4,6,8,12,20).
Objem a povrch mnohosténu vyjadifujeme
pomoci poloméru x a uhla «, S sestroje-
nych podle obr. 8. Kazda z n stén mno-
hosténu je pravidelny mnohothelnik slo-
zeny z k rovnoramennych trojthelnika

s obsahem

2

—r“sin a,

kde r je polomér kruznice sténé mmnoho-
thelniku opsané a « je thel u hlavniho
vrcholu kazdého z k rovnoramennych troj-
thelnikid (obr. 8). Protoze r = zcotg f,
plati pro obsah M libovolné stény mno-
hosténu

1
M = 5 kx? cotg? Bsin o
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Obr. 8

Povrch mnohosténu je tedy
1
S=nM = ink:f cotg? Bsina = Cz?,

kde )
C= §nk cotg? Bsin o,

a pro jeho objem dostavame
1 1
V= ngM:c = §C’x3.
Je tedy opét
1
V' = (gC:r‘D’)’ =C0z? =5

Souvislost vzorct pro objem a povrch
(resp. pro obsah a obvod) nelze ovSem
postihnout, postupujeme-li  zptsobem
obvyklym v uéebnicich, nap¥. pro pravi-
delny osmistén podle ucebnice [5, s. 161],
kde je objem vyjadien pomoci poloméru
kulové plochy osmisténu opsané. Postup
nelze rovnéz aplikovat na libovolné télesa.
Vysledek ovSem plati napf. pro objem V
a povrch S ¢tyrdimenzionélni koule s po-
lomérem z ([1, s. 247]):

1
V' = (§7r2:c4)’ =213 = 8.

Zavér

Popsané vztahy objemu a povrchu nebo
obsahu a obvodu ukazuji méné znamy geo-
metricky vyznam prvni derivace funkce,
ktery uvadéji napt. americké publikace [6]
a [9]. Vzhledem k nutnosti konstruovat
pritom ,obal®* télesa dosti umélym zpi-
sobem se zda, ze jde spiSe o zajimavost,
ktera, a¢ nema hlubsi matematicky vy-
znam, muze byt vyuzita ve Skole. Netra-
di¢ni vyznam pojmu derivace funkce miize
prispét k jeho hlubsimu pochopeni, sou-
vislost vzorcii pro objem a povrch (obsah
a obvod) miize pomoci k jejich zapamato-
vani.

Podékovani. Prispévek byl vypraco-
van s podporou Specifického vyzkumu
PfFUHK/2015.
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