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O matematice v mobilu
Vratislava Mošová, Olomouc

1. Úvod

V posledńıch letech vykonal rozvoj v oblasti komunikačńıch technologíı velký skok
dopředu. Poč́ıtače postupně začaly nahrazovat tradičńı informačńı média jako jsou roz-
hlas a televize. Nepostradatelnou součást́ı spojeńı s okolńım světem se staly poč́ıtačové
aplikace e-mail a Skype. Většina z nás si už ani nedovede představit sv̊uj den bez onoho
pomocńıka, společńıka i otrokáře – mobilu. Málokdo však v́ı, že za přenosem zvuku
a obrazu, které mobil nebo internetová śıt’ realizuj́ı, stoj́ı takové matematické nástroje
jako jsou Fourierova (viz [5], [9], [4]) nebo waveletová transformace (viz [3], [7], [10])
a že moderńı mobily maj́ı v sobě také daľśı matematické algoritmy spojené s mnoha
aplikacemi jako jsou GPS, hry apod. Fourierovy myšlenky tak nyńı nośıme ve svých
mobilech.

Vrat’me se však k Fourierově a waveletové transformaci, které byly definovány
a použ́ıvány už dř́ıve k aproximaci funkćı i k řešeńı diferenciálńıch rovnic. V roce 1778
Joseph Fourier poprvé využil trigonometrické řady k aproximaci 2π periodických
funkćı. A v roce 1909 byly Haarovy wavelety prezentovány jako př́ıklad spočetného
ortonormálńıho systému v prostoru L2(R).

V souvislosti s př́ıchodem poč́ıtač̊u, a t́ım i s možnost́ı zpracovávat velké objemy
dat v krátkých časových úsećıch, vzrostl význam zmı́něných transformaćı ještě v́ıce.
Fourierova a waveletová transformace se staly teoretickou základnou pro algoritmy
použ́ıvané při zpracováńı signálu. Ve stávaj́ıćım textu zaměř́ıme pozornost na jejich
roli při zpracováńı zvukových a obrazových signál̊u.

2. Matematické modelováńı signál̊u

Zvukový signál je vlněńı, které vzniká chvěńım vzduchového sloupce. Matematicky
ho lze popsat jako reálnou funkci závislou na jedné reálné proměnné – času. Zvu-
kové signály lze rozdělit na stacionárńı (např. jednotlivé tóny) a nestacionárńı (např.
melodie, řeč). Uvedené typy signálu jsou znázorněny na obrázku 1 a obrázku 2.

Obrazový signál je reálná funkce závislá na dvou proměnných. Přǐrazeńı barev
a jasu jednotlivým pixel̊um se realizuje ve formě matic a každá z obou složek (chro-
mizačńı a luminiscenčńı) je zpracovávána samostatně.

Před t́ım, než se začne signál zpracovávat, je třeba ho navzorkovat, tzn. změřit,
popř. spoč́ıtat hodnoty fi sledovaného signálu ve vybraných bodech xi, i=0, . . . , N−1.
Vzorkovaćı frekvenci ω je při tom nutné zvolit tak, aby pro signál periodický s perio-
dou T byla splněna Nyquistova podmı́nka ω ≥ 1/T . Tato volba umožňuje zabránit
vzniku nežádoućıch zkresluj́ıćıch efekt̊u tzv. aliasingu.
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Obr. 1. Stacionárńı signál Obr. 2. Nestacionárńı signál

V rámci zpracováńı signálu se prováděj́ı předevš́ımdvě základńı úpravy, a to odstra-
něńı šumu a komprese signálu. Př́ıčinou šumu může být nevhodné navzorkováńı nebo
p̊usobeńı náhodných vliv̊u (hluk z okoĺı, porušeńı zvukového nosiče). Odstraněńım
šumu se źıská čistý, snadno čitelný signál. Kompresi je žádoućı provést u signál̊u
reprezentovaných velkým počtem dat (např. u obrazových signál̊u). Realizace sńıžeńı
počtu dat však muśı proběhnout tak, aby podstatná část informace uložené v datech
z̊ustala zachována. Zmı́něné úpravy se prováděj́ı pomoćı Fourierovy nebo waveletové
transformace signálu.

3. Fourierova transformace

Pro f ∈ L1(R) reprezentuje relace

F (ω) =

∫ ∞

−∞
f(x)e2πiωx dx, ω ∈ R, (1)

spojitou Fourierovu transformaci (CFT) funkce f . Integrálńı transformace

F−1(x) =

∫ ∞

−∞
F (ω)e−2πiωx dω, x ∈ R, (2)

pak představuje inverzńı Fourierovu transformaci.
Pro poč́ıtačovou implementaci jsou vhodné diskrétńı analogie relaćı (1) a (2).

V př́ıpadě N navzorkovaných hodnot f0, . . . , fN−1 signálu f je diskrétńı Fourierova
transformace (DFT) definována vztahem

Fk =

N−1∑

j=0

fje
2πijk/N , k = 0, . . . , N − 1. (3)

Počet operaćı nezbytných k výpočtu koeficient̊u Fk pomoćı vztahu (3) je řádo-
vě O(N2). Existuje však efektivńı numerický algorimus rychlé Fourierovy transfor-
mace (FFT), který umožňuje zredukovat počet použitých operaćı (viz [9]). Algoritmus
využ́ıvá vlastnost́ı exponenciálńı funkce a je založen na d̊umyslné organizaci výpočtu.
Následuj́ıćı lemma je uvedeno na str. 391 v publikaci [8].

Lemma 1 (Danielsonovo–Lanczosovo, 1942). Necht’ N je sudé a W jk =
e2πijk/N , pak

Fk = F 0
k +W kF 1

k , k = 0, . . . , N − 1, (4)
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Obr. 3. Abslolutńı hodnoty DFT pro sta-
cionárńı signál

Obr. 4. Abslolutńı hodnoty DFT pro nesta-
cionárńı signál

kde F 0
k =

∑N/2−1
j=0 W 2jkf2j, F

1
k =

∑N/2−1
j=0 W 2jkf2j+1 aW = e2πi/N je N -tá primitivńı

odmocnina z jedné.

Jestliže je počet navzorkovaných hodnot N = 2M , lze lemma 1 rekurentně apli-
kovat Mkrát. Tı́mto zp̊usobem FFT sńıž́ı řád počtu operaćı potřebných k výpočtu
koeficient̊u Fourierovy transformace z O(N2) na O(N logN).

Na výše uvedených dvou obrázćıch jsou grafy absolutńıch hodnot Fourierových
koeficient̊u pro stacionárńı a nestacionárńı signál.

Zat́ımco signál poskytuje informaci o variabilitě vzhledem k nezávislým proměn-
ným, jeho Fourierova transformace podává informaci o frekvenćıch, které se v daném
signálu vyskytuj́ı. Znalost frekvenčńıho spektra signálu je d̊uležitá, protože je základem
pro analýzu signálu. Pomáhá odhalit jak nespojitosti, tak periodicitu nebo šum v sig-
nálu. Nı́zké frekvence jsou d̊uležité při vlastńı identifikaci signálu, vyšš́ı frekvence často
reprezentuj́ı šum.

Při odstraňováńı šumu ze signálu se źıskané Fourierovy koeficienty modifikuj́ı
s ohledem na to, čeho je třeba dosáhnout. Např. porušeńı datových nosič̊u se odstraňuje
pomoćı tvrdého prahováńı, kdy se Fourierovy koeficienty, které odpov́ıdaj́ı frekvenci
vyšš́ı než pevně zvolený práh λ, polož́ı rovny nule.

Komprese rozsáhlých množin dat reprezentuj́ıćıch navzorkovaný signál, se provád́ı
tak, že většina Fourierových koeficient̊u, které nejsou významné pro daný signál, se za-
nedbá.

Po provedeńı těchto úprav se na zbylé Fourierovy koeficienty aplikuje inverzńı
diskrétńı Fourierova transformace:

fj =
1

N

N−1∑

k=0

Fke
−2πijk/N , j = 0, . . . , N − 1. (5)

Ke zpracováńı signálu je také možné použ́ıt r̊uzné modifikace Fourierovy transfor-
mace. Protože Fourierovy koeficienty obecně nabývaj́ı komplexńıch hodnot, využ́ıvá
se při zpracováńı reálných dat pouze reálná část Fourierovy transformace, tzv. diskrétńı
kosinová transformace (DCT)

Ck =

N−1∑

j=0

fj cos

[
kπ

N

(
j +

1

2

)]
, k = 0, . . . , N − 1, (6)
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Obr. 5. Zvukový signál se šumem

Obr. 6. DCT daného signálu

Obr. 7. Zvukový signál po odstraněńı šumu

v kombinaci s inverzńı diskrétńı kosinovou transformaćı

fj =
2

N

(
1

2
C0 +

N−1∑

k=1

Ck cos

[
kπ

N

(
j +

1

2

)])
, j = 0, . . . , N − 1. (7)

Na obrázćıch 5 až 7 je prezentováno odstraněńı šumu z daných dat při použit́ı kosinové
transformace a tvrdého prahováńı s prahem λ = 0.5.

Při zpracováńı obrazového signálu se využ́ıvá dvoudimenzionálńı verze kosinové
transformace (2D DCT):

Ckm =
N−1∑

j=0

P−1∑

l=0

fjl cos

[
kπ

N

(
j +

1

2

)]
cos

[
mπ

P

(
l +

1

2

)]
,

k = 0, . . . , N − 1, m = 0, . . . , P − 1.

Např. komprese obrazu ve formátu JPEG (Joint Photographic Experts Group) zač́ıná
rozkladem na bloky, kterým je přǐrazen př́ıslušný barevný model. Pokračuje se apli-
kaćı dvoudimenzionálńı DCT. Tři barvy systému RGB (Red-Green-Blue) se zpra-
covávaj́ı nezávisle. Provede se modifikace koeficient̊u, při ńıž jsou vynechány ty vyso-
kofrekvenčńı složky jasu, které oko nevńımá. Na závěr se provede dvoudimenzionálńı
inverzńı DCT.

Jinou modifikaćı Fourierovy transformace je tzv. okénková transformace

F (ω, t) =

∫ ∞

−∞
f(x)wr

(
x− t

r

)
e−iωx dx, (8)
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kde wr(x) = w(x/r) je okno (tj. dostatečně hladká funkce s kompaktńım nosičem)
a r je parametr, který umožňuje korigovat velikost analyzovaného segmentu signálu.
Na rozd́ıl od p̊uvodńı Fourierovy transformace (3), při ńıž se ztráćı informace o čase,
diskrétńı forma okénkové transformace (8) informaci o čase poskytuje.

Otázkou ovšem z̊ustává, jak velké okénko zvolit. Při použit́ı užš́ıho okénka má
okénková transformace dobré rozlǐsovaćı schopnosti v časové oblasti, ale horš́ı v oblasti
frekvenčńı. Při použit́ı širš́ıho okénka je to naopak. Východiskem z problému může být
v́ıceúrovňová analýza signálu realizovaná prostřednictv́ım waveletových transformaćı.

4. Waveletová transformace

Fourierova báze v prostoru L2(0, 2π) je systém, který vznikne prostřednictv́ım dilataćı
a translaćı sinusových vln. V analogii s t́ım je možné zkonstruovat v prostoru L2(R)
bázi s podobnými vlastnostmi. Základńı ideou je nahradit exponenciálńı funkci wave-
letem1 a ke zvolenému waveletu ψ pak pomoćı dilataćı a translaćı vytvořit waveletovou
bázi.

Waveletová transformace funkce f ∈ L2(R) s waveletem ψ je definována vztahem

(Wψf)(a, b) =
1√
|a|

∫ ∞

−∞
f(x)ψ

(
x− b

a

)
dx, (9)

kde a představuje dilataci (škálu, měř́ıtko) a b translaci. Hodnoty (Wψf)(a, b) se pro
pevně daná a a b nazývaj́ı waveletové koeficienty. V př́ıpadě, že a ∈ R \ {0} a b ∈ R,
hovoř́ıme o spojité waveletové transformaci. Když a a b nabývaj́ı diskrétńıch hodnot,
mluv́ıme o diskrétńı waveletové transformaci. Z d̊uvodu efektivity výpočtu je zvykem
pracovat s dilataćı2 a = 2−j a s translaćı b = 2−jk, kde j, k ∈ Z. Př́ıslušná diskrétńı
waveletová transformace funkce f má pak tvar

Wj,k = 2j/2
∫ ∞

−∞
f(x)ψ(2jx− k) dx. (10)

Ovšem standardizovaný systém {2j/2ψ(2jx − k)} nemuśı být pro obecnou funkci
ψ ortonormálńı. Jednou z možnost́ı, jak źıskat ortonormálńı bázi v L2(R), je realizace
v́ıceúrovňového multirozkladu (MRA)3. V rámci multirozkladu se konstruuj́ı prostory
Vj ⊂ L2(R), j ∈ Z, které splňuj́ı

Vj ⊂ Vj+1, (11)
⋂

j∈Z
Vj = {0}, (12)

⋃

j∈Z
Vj = L2(R), (13)

1Wavelety jsou funkce, které nejsou periodické a které si lze představit jako vlnky rychle klesaj́ıćı
k nule pro x→ ±∞. (Viz [2].)

2Vyšš́ı hodnotě dilatace př́ısluš́ı
”
deľśı“ wavelet. Ten je schopen zachytit data, která se vyskytuj́ı

s nižš́ı frekvenci.
3Konstruce wavelet̊u prosťrednictv́ım MRA, postavená na existenci škálové funkce ϕ, byla

v roce 1988 navržena francouzským matematikem Stéphanem Mallatem. (Viz [6].)
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Obr. 8. Wavelety Daubechiesové Db4

∃ϕ ∈ V0 takové, že {ϕ(x− k)}k∈Z je úplná ortonormálńı množina v L2(R), (14)

f ∈ V0 ⇔ f(2jx) ∈ Vj . (15)

Při multirozkladu hraje d̊uležitou roli škálová funkce. Pokud je {Vj} multirozklad
se škálovou funkćı ϕ, která splňuje dilatačńı rovnici

ϕ(x) =
√
2
∑

k∈Z
ukϕ(2x− k), kde uk =

√
2

∫

R

ϕ(x)ϕ(2x − k) dx, (16)

pak vztahem

ψ(x) =
√
2
∑

k∈Z
vkϕ(2x− k), kde vk = (−1)k−1u1−k, (17)

je definován tzv. přidružený wavelet př́ıslušný k uvažovanému multirozkladu.

Na obrázku 8 je zachycen wavelet Daubechiesové4 spolu s př́ıslušnou škálovou
funkćı.

Ze zp̊usobu konstrukce prostor̊u Vj plyne, že existuj́ı podprostory Wj ortogonálńı
k Vj tak, že Vj+1 = Vj⊕Wj . Prostory Vj , resp.Wj jsou generovány dilatacemi a transla-
cemi škálových funkćı, resp. přidružených wavelet̊u. Plat́ı

Vj = span{ϕj,k}j,k∈Z, kde ϕj,k(x) = 2j/2ϕ(2jx− k), (18)

Wj = span{ψj,k}j,k∈Z, kde ψj,k(x) = 2j/2ψ(2jx− k). (19)

Protože Vj = Vj−1 ⊕Wj−1 = · · · = Vj0 ⊕Wj0 ⊕Wj0+1 ⊕ · · · ⊕ Wj−1, j0 ∈ Z,

4Wavelety Daubechiesové DbN (viz [1]) paťŕı k hojně použ́ıvaným nástroj̊um při zpracováńı
signálu. Tyto wavelety jsou pro N > 1 spojité, ortogonálńı, maj́ı kompaktńı nosič délky 2N − 1
a N nulových moment̊u. Ingrid Daubechies je Belgičanka, která žije v USA. V roce 2012 jej́ı práci
ocenil belgický král uděleńım titulu baronky.
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představuje množina {ϕj0,k}k∈Z ∪{ψj,k}j≥j0, k∈Z úplnou ortonormálńı bázi5 v L2(R).
To znamená, že libovolnou funkci f ∈ L2(R) lze rozepsat jako součet

f(x) =
∑

k∈Z
aj0,kϕj0,k(x) +

∞∑

j=j0

∑

k∈Z
bj,kψj,k(x), (20)

kde aj0,k = 〈f, ϕj0,k〉 jsou aproximačńı a bj,k = 〈f, ψj,k〉 detailńı koeficienty funkce f
definované prostřednictv́ım skalárńıho součinu v L2(R). Aproximačńı koeficienty patř́ı
k ńızkým frekvenćım a odpov́ıdaj́ı trendu signálu, detaily pak zase k vyšš́ım frekvenćım
a mohou být interpretovány jako šum v signálu.

Výpočet koeficient̊u prob́ıhá na základě Mallatova algoritmu (viz [7]) ve dvou fáźıch
— dekompozičńı a rekonstrukčńı. Během procesu dekompozice se postupně poč́ıtaj́ı
hodnoty aproximačńıch koeficient̊u aj,k a detailńıch koeficient̊u. Oba typy wavele-
tových koeficient̊u lze ještě před zahájeńım procesu rekonstrukce modifikovat.

Odstraněńı nechtěného trendu ze signálu se dosáhne vymazáńım složek s ńızkou
frekvenćı tzn. odstrańı se aproximačńı waveletové koeficienty.

Šum ze signálu zmiźı, když se waveletové koeficienty bj,k, které nemaj́ı hodnotu
větš́ı než vybraný práh λ, polož́ı rovny nule. Je také možné použ́ıt měkkého prahováńı,
při kterém se waveletové koeficienty modifikuj́ı následovně:

b̃j,k =

{
0 pro bj,k ≤ λ,

sgn bj,k |bj,k − λ| jinak.

Komprese signálu se realizuje na základě tvrdého nebo měkkého prahováńı.
Na obrázku 9 a obrázku 10 je prezentováno odstraněńı šumu ze zvukového signálu

prostřednictv́ım waveletové transformace s použit́ım waveletu Daubechiesové Db4.

Obr. 9. Data se šumem Obr. 10. Data po odstraněńı šumu

Zpracováńı obrazu pomoćı waveletové transformace je obdobné jako v př́ıpadě Fou-
rierovy transformace. Obraz se nejprve rozděĺı na dlaždice. Každé dlaždici je přǐrazen
odpov́ıdaj́ıćı barevný model. Pro každou dlaždici zvlášt’ se provede dekompozice do

5Vı́cerozměrné wavelety se tvoř́ı z jednorozměrných wavelet̊u jako jejich tenzorový součin. Např.
2D MRA na j-té úrovni může být konstruována z rozkladu

Vj = Vj⊗Vj =(Vj−1 ⊗ Vj−1)⊕(Vj−1 ⊗Wj−1)⊕(Wj−1 ⊗ Vj−1)⊕(Wj−1 ⊗Wj−1)=Vj−1⊕Wj−1=

· · · = V0 ⊕W0 ⊕ · · · ⊕Wj−1

a waveletová báze je dána jako množina

{ϕ0,k ⊗ ϕ0,l}k,l∈Z ∪ {ϕm,k ⊗ ψm,l, ψm,k ⊗ ϕm,l, ψm,k ⊗ ψm,l}k,l∈Z, 0≤m≤j−1.
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Obr. 11. Původńı obraz
Obr. 12. Rozklad obrazu do úrovně 2 pomoćı
waveletu Db4

aproximačńıch koeficient̊u a do horizontálńıch, vertikálńıch a diagonálńıch detail̊u. Pro
daľśı dekompozici se použ́ıvaj́ı už jen aproximačńı koeficienty, protože právě ty jsou
nositeli d̊uležité informace. Na obrázku 12 je zachycena grafická reprezentace takového
rozkladu.

Pak následuje modifikace źıskaných koeficient̊u, při ńıž jsou vynechány méně vý-
znamné waveletové koeficienty. V závěru se rekonstruuj́ı jednotlivé část́ı obrazu.
Diskrétńı waveletová transformace s tvrdým nebo měkkým prahováńım se použ́ıvá
např. ve formátu JPEG2000, který je vhodný pro zpracováńı obrázk̊u, v nichž se
vyskytuj́ı hladké přechody.

5. Závěrečné poznámky

Uvedené transformačńı techniky patř́ı k metodám, které jsou použ́ıvány při bezdrá-
tovém přenosu zvuku a obrazu. Obecně lze ř́ıci, že zp̊usob zpracováńı signálu se
odv́ıj́ı od typu signálu. Diskrétńı Fourierova transformace slouž́ı pro analýzu lineárńıch
kombinaćı stacionárńıch signál̊u, které jsou dány trigonometrickými polynomy (viz
obrázek 1). Neńı však schopna detekovat skokové změny a trendy. Pro analýzu nesta-
cionárńıch signál̊u se využ́ıvaj́ı waveletové transformace. Jejich velkou výhodou je, že
umožňuj́ı v signálech efektivně provádět lokálńı úpravy.
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Pokroky matematiky, fyziky a astronomie, ročńık 60 (2015), č. 1 57
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