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O matematice v mobilu

Vratislava MoSovd, Olomouc

1. Uvod

V poslednich letech vykonal rozvoj v oblasti komunika¢nich technologii velky skok
doptedu. Pocitace postupné zacaly nahrazovat tradiéni informaéni média jako jsou roz-
hlas a televize. Nepostradatelnou souc¢asti spojeni s okolnim svétem se staly pocitacové
aplikace e-mail a Skype. Vétsina z nas si uz ani nedovede piedstavit sviij den bez onoho
pomocnika, spole¢nika i otrokafe — mobilu. Mélokdo v8ak vi, Zze za pfenosem zvuku
a obrazu, které mobil nebo internetova, sit realizuji, stoji takové matematické nastroje
jako jsou Fourierova (viz [5], [9], [4]) nebo waveletova transformace (viz [3], [7], [10])
a ze moderni mobily maji v sobé také dalsi matematické algoritmy spojené s mnoha
aplikacemi jako jsou GPS, hry apod. Fourierovy myslenky tak nyni nosime ve svych
mobilech.

Vratme se viak k Fourierové a waveletové transformaci, které byly definovany
a pouzivany uz dfive k aproximaci funkci i k feseni diferencidlnich rovnic. V roce 1778
Joseph Fourier poprvé vyuzil trigonometrické fady k aproximaci 27 periodickych
funkci. A v roce 1909 byly Haarovy wavelety prezentovany jako piiklad spocetného
ortonormalnfho systému v prostoru L?(R).

V souvislosti s prichodem pocitaci, a tim i s moznosti zpracovavat velké objemy
dat v kratkych ¢asovych tusecich, vzrostl vyznam zminénych transformaci jesté vice.
Fourierova a waveletova transformace se staly teoretickou zakladnou pro algoritmy
pouzivané pfi zpracovani signdlu. Ve stavajicim textu zaméfime pozornost na jejich
roli pfi zpracovani zvukovych a obrazovych signdlu.

2. Matematické modelovani signala

Zvukovy signél je vlnéni, které vznikd chvénim vzduchového sloupce. Matematicky
ho lze popsat jako redlnou funkci zavislou na jedné realné proménné — casu. Zvu-
kové signaly lze rozdélit na staciondrni (napi. jednotlivé tény) a nestaciondrni (napf.
melodie, fe¢). Uvedené typy signdlu jsou zndzornény na obrézku 1 a obrazku 2.

Obrazovy signdl je redlnad funkce zavisld na dvou proménnych. Ptifazeni barev
a jasu jednotlivym pixelim se realizuje ve formé matic a kazdd z obou slozek (chro-
mizaéni a luminiscenéni) je zpracovdvina samostatné.

Pted tim, nez se za¢ne signdal zpracovavat, je tieba ho navzorkovat, tzn. zmérit,
popi. spocitat hodnoty f; sledovaného signalu ve vybranych bodech z;,i=0,..., N—1.
Vzorkovaci frekvenci w je pii tom nutné zvolit tak, aby pro signal periodicky s perio-
dou T byla splnéna Nyquistova podminka w > 1/T. Tato volba umoznuje zabréanit
vzniku nezddoucich zkreslujicich efektu tzv. aliasingu.

RNDr. VRATISLAVA MoS0ovA, CSc., Ustav informatiky a aplikované matematiky
MVSO o. p.s., tf. Kosmonautu 1, 779 00 Olomouc, e-mail: vratislava.mosova@mvso.cz
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Obr. 1. Staciondrni signal Obr. 2. Nestaciondrn{ signél

V ramci zpracovani signalu se provadéji predevsim dvé zakladni upravy, a to odstra-
néni Sumu a komprese signalu. Pfi¢inou sumu muze byt nevhodné navzorkovani nebo
pusobeni ndhodnych vlivii (hluk z okoli, poruseni zvukového nosice). Odstranénim
Sumu se ziskd ¢isty, snadno c¢itelny signdl. Kompresi je zaddouci provést u signélu
reprezentovanych velkym poctem dat (napf. u obrazovych signdli). Realizace snizenf
poctu dat vsak musi probéhnout tak, aby podstatnd ¢ast informace ulozené v datech
zustala zachovana. Zminéné upravy se provadéji pomoci Fourierovy nebo waveletové
transformace signalu.

3. Fourierova transformace

Pro f € L'(R) reprezentuje relace

oo
= / f(z)e*™* dz, w e R, (1)
— 0o
spojitou Fourierovu transformaci (CFT) funkce f. Integrélni transformace
0 .
F~z) = / F(w)e 2™« dy, z € R, (2)

pak predstavuje inverzni Fourierovu transformaci.

Pro poécitacovou implementaci jsou vhodné diskrétni analogie relaci (1) a (2).
V piipadé N navzorkovanych hodnot fo,..., fy_1 signdlu f je diskrétni Fourierova
transformace (DFT) definovana vztahem

N-1
Fp=Y_ f;™*N k=0,... ,N-1 (3)
=0

Pocet operaci nezbytnych k vypoctu koeficientu Fj pomoci vztahu (3) je fado-
vé O(N?). Existuje vsak efektivni numericky algorimus rychlé Fourierovy transfor-
mace (FFT), ktery umoznuje zredukovat pocet pouzitych operaci (viz [9]). Algoritmus
vyuziva vlastnosti exponencidlni funkce a je zalozen na dimyslné organizaci vypoctu.
Naésledujici lemma je uvedeno na str. 391 v publikaci [8].

Lemma 1 (Danielsonovo-Lanczosovo, 1942). Nechf N je sudé a W7* =
2mik/N | pak

F,=F+WFE!, k=0,...,N—1, (4)
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Obr. 3. Abslolutni hodnoty DFT pro sta-  Obr. 4. Abslolutni hodnoty DFT pro nesta-
cionarni signdl cionédrni signal

kde F) = SN Wk fo R = SN WRIR £y a W = 2T/N je N-té primitivni
odmocnina z jedné.

Jestlize je pocet navzorkovanych hodnot N = 2™ lze lemma 1 rekurentné apli-
kovat Mkrat. Timto zpusobem FFT snizi fdd poctu operaci potiebnych k vypoctu
koeficienti Fourierovy transformace z O(N?) na O(N log N).

Na vyse uvedenych dvou obrazcich jsou grafy absolutnich hodnot Fourierovych
koeficientu pro stacionarni a nestaciondrni signél.

Zatimco signal poskytuje informaci o variabilité vzhledem k nezdvislym promeén-
nym, jeho Fourierova transformace podava informaci o frekvencich, které se v.daném
signalu vyskytuji. Znalost frekvenéniho spektra signalu je dulezitd, protoze je zdkladem
pro analyzu signalu. Pomaha odhalit jak nespojitosti, tak periodicitu nebo Sum v sig-
nalu. Nizké frekvence jsou dulezité pii vlastni identifikaci signalu, vyssi frekvence ¢asto
reprezentuji sum.

Pri odstranovani Sumu ze signalu se ziskané Fourierovy koeficienty modifikuji
s ohledem na to, ¢eho je tfeba dosdhnout. Napf. poruseni datovych nosic¢u se odstranuje
pomoci tvrdého prahovani, kdy se Fourierovy koeficienty, které odpovidaji frekvenci
vy$Si nez pevné zvoleny prah A, polozi rovny nule.

Komprese rozsdhlych mnozin dat reprezentujicich navzorkovany signal, se provadi
tak, ze vétsina Fourierovych koeficientu, které nejsou vyznamné pro dany signal, se za-
nedbd.

Po provedeni téchto dprav se na zbylé Fourierovy koeficienty aplikuje inverzni
diskrétni Fourierova transformace:

1 —
:NZer—%J’f/N, j=0,...,N—1. (5)

Ke zpracovani signalu je také mozné pouzit ruzné modifikace Fourierovy transfor-
mace. Protoze Fourierovy koeficienty obecné nabyvaji komplexnich hodnot, vyuziva
se pii zpracovani redlnych dat pouze realna ¢ast Fourierovy transformace, tzv. diskrétni
kosinova transformace (DCT)

= kn 1
Ck:j_zofjcos{ﬁ <j+§>}, k=0,....N—1

—~
D
=
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Obr. 5. Zvukovy signdl se Sumem
Obr. 6. DCT daného signalu
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Obr. 7. Zvukovy signal po odstranéni sumu

v kombinaci s inverzni diskrétni kosinovou transformaci

2 (1 phly kn 1
fjN(gcoJr;CkCOS[W(JJri)]), Jj=0,...,N-1 (7)

Na obrézcich 5 az 7 je prezentovano odstranéni Sumu z danych dat pti pouziti kosinové
transformace a tvrdého prahovani s prahem A = 0.5.
P1i zpracovani obrazového signalu se vyuziva dvoudimenzionalni verze kosinové

transformace (2D DCT):

e km 1 mm 1
= 32 3w | 5+ 3) e [ (1))
7=0 1=0
k=0,....N—1, m=0,...,P—1.

Napt. komprese obrazu ve formatu JPEG (Joint Photographic Experts Group) za¢ind
rozkladem na bloky, kterym je pfifazen piislusny barevny model. Pokracuje se apli-
kaci dvoudimenziondlni DCT. Tii barvy systému RGB (Red-Green-Blue) se zpra-
covavaji nezavisle. Provede se modifikace koeficientu, pfi niz jsou vynechany ty vyso-
kofrekvenéni slozky jasu, které oko nevnima. Na zavér se provede dvoudimenziondlni

inverzni DCT.
Jinou modifikaci Fourierovy transformace je tzv. okénkova transformace

Pt = [ st (2 ) e a, (5)

r
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kde w,(z) = w(z/r) je okno (tj. dostatecné hladkd funkce s kompaktnim nosicem)
a r je parametr, ktery umoznuje korigovat velikost analyzovaného segmentu signélu.
Na rozdil od puvodni Fourierovy transformace (3), pfi niz se ztrac{ informace o ¢ase,
diskrétni forma okénkové transformace (8) informaci o ¢ase poskytuje.

Otazkou ovsem zustava, jak velké okénko zvolit. P¥i pouziti uzsiho okénka ma
okénkova transformace dobré rozlisovaci schopnosti v ¢asové oblasti, ale horsi v oblasti
frekvenéni. Pii pouziti 8irsiho okénka je to naopak. Vychodiskem z problému muze byt
viceuroviiova analyza signalu realizovana prostifednictvim waveletovych transformaci.

4. Waveletova transformace

Fourierova baze v prostoru L2(0,27) je systém, ktery vznikne prostfednictvim dilatac{
a translaci sinusovych vln. V analogii s tim je mozné zkonstruovat v prostoru L?(R)
bézi s podobnymi vlastnostmi. Zakladni ideou je nahradit exponencidlni funkci wave-
letem! a ke zvolenému waveletu 1) pak pomoci dilataci a translaci vytvofit waveletovou
bézi.

Waveletova transformace funkce f € L?(R) s waveletem 1) je definovédna vztahem

Waot) == [ s (737) ax )

kde a ptedstavuje dilataci (8kdlu, méfitko) a b translaci. Hodnoty (Wy, f)(a,b) se pro
pevné dand a a b nazyvaji waveletové koeficienty. V ptipadé, ze a € R\ {0} a b € R,
hovotime o spojité waveletové transformaci. Kdyz a a b nabyvaji diskrétnich hodnot,
mluvime o diskrétni waveletové transformaci. Z duvodu efektivity vypoctu je zvykem
pracovat s dilataci? @ = 277 a s translaci b = 277k, kde j, k € Z. Piislusna diskrétni
waveletova transformace funkce f ma pak tvar

W, = 2972 /Oo F@)(2iz — k) da. (10)

Ovsem standardizovany systém {27/24)(272 — k)} nemusi byt pro obecnou funkci
1) ortonormdlni. Jednou z moznosti, jak ziskat ortonormaln{ bazi v L?(R), je realizace
vicetrovitového multirozkladu (MRA)3. V rdmci multirozkladu se konstruuji prostory
V; C L*(R), j € Z, které spliiuji

Vi € Vi, (11)
(Vi = {0}, (12)
JEZ

U Vi = LQ(R)’ (13)
JEZ

I'Wavelety jsou funkce, které nejsou periodické a které si lze predstavit jako vinky rychle klesajict
k nule pro z — +oo. (Viz [2].)

2Vyssf hodnoté dilatace piislusi ,,delsf“ wavelet. Ten je schopen zachytit data, kterd se vyskytujf
s nizs{ frekvenci.

3Konstruce waveleti prostfednictvim MRA, postavenid na existenci skdlové funkce ¢, byla
v roce 1988 navrzena francouzskym matematikem Stéphanem Mallatem. (Viz [6].)
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Obr. 8. Wavelety Daubechiesové Db4

Jp € Vo takové, ze {o(x — k)}rez je tplnd ortonormalni mnozina v L*(R), (14)
feVhe f(27z) e V. (15)

Pfi multirozkladu hraje dulezitou roli skalové funkce. Pokud je {V;} multirozklad
se Skalovou funkci ¢, kterd spliuje dilata¢ni rovnici

o(z) = \/52 upp(2z — k), kde up, = \/§/R o(x)p(2x — k) dz, (16)

keZ

pak vztahem

Y(@) = V2 2z — k), kde v = (-1)* i, (17)

keZ

je definovan tzv. pridruzeny wavelet pfislusny k uvazovanému multirozkladu.

Na obrazku 8 je zachycen wavelet Daubechiesové* spolu s pifslusnou skéalovou
funkei.

Ze zpusobu konstrukce prostort V; plyne, ze existuji podprostory W; ortogondlni
k V; tak, ze V41 = V;@W;. Prostory Vj, resp. W; jsou generovany dilatacemi a transla-
cemi skalovych funkci, resp. pfidruzenych waveletu. Plati

V; = span{p; s }jkez, kde @;k(x) = 2%0p(22 — k), (18)
W; = span{v; i }j ez, kde vk (z) = 27292z — k). (19)
Protoze V; = Visi @ Wiy = - =V, ® Wy ® W1 & - ® Wj_1, jo € Z,

4Wavelety Daubechiesové DbN (viz [1]) pati{ k hojné pouzivanym ndstrojlim pii zpracovani
signdlu. Tyto wavelety jsou pro N > 1 spojité, ortogonalni, maji kompaktni nosi¢ délky 2N — 1
a N nulovych momentu. Ingrid Daubechies je Belgicanka, ktera zije v USA. V roce 2012 jeji praci
ocenil belgicky kral udélenim titulu baronky.
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piedstavuje mnozina {@j, x trez U{¥jk}j>jo, kez Uplnou ortonormalni bazi® v L(R).
To znamen4, ze libovolnou funkci f € L?(R) lze rozepsat jako soucet

F@) =" ajorpion(@) + D bjrthj k() (20)

keZ Jj=Jjo kEZ

kde ajy.x = (f, ¥jo.k) jsou aproximaéni a b;r = (f, ;) detailni koeficienty funkce f
definované prostiednictvim skaldrnfho souc¢inu v L?(R). Aproximaén{ koeficienty patif
k nizkym frekvencim a odpovidaji trendu signalu, detaily pak zase k vyssim frekvencim
a mohou byt interpretovany jako Sum v signélu.

Vypocet koeficientt probihd na zdkladé Mallatova algoritmu (viz [7]) ve dvou fazich
— dekompozi¢ni a rekonstrukéni. Béhem procesu dekompozice se postupné pocitaji
hodnoty aproximacnich koeficient a;j a detailnich koeficienti. Oba typy wavele-
tovych koeficientu lze jesté pied zahajenim procesu rekonstrukce modifikovat.

Odstranéni nechténého trendu ze signdlu se dosdhne vymazanim slozek s nizkou
frekvenci tzn. odstrani se aproximaéni waveletové koeficienty.

Sum ze signalu zmizi, kdyz se waveletové koeficienty bj.k, které nemaji hodnotu
vétsi nez vybrany prah A, polozi rovny nule. Je také mozné pouzit mékkého prahovani,
pii kterém se waveletové koeficienty modifikuji nasledovneé:

- 0 pro  bjr <A
R sgnbjg |bjx — Al jinak.

Komprese signédlu se realizuje na zakladé tvrdého nebo mékkého prahovani.
Na obrazku 9 a obrazku 10 je prezentovano odstranéni Sumu ze zvukového signalu
prostiednictvim waveletové transformace s pouzitim waveletu Daubechiesové Db4.

A | r 1.5 N\
1.5 ‘; ':II-‘I I»'\IF h B "\‘.I ~ II Iu A /
Loyt [ . Lopfy ) i T A
| K ' E) / [ 4 / ".‘ | | [ Fo
0.5 i l\ \r ‘I| ,]‘ L"I‘ “I I‘u 0.5¢ I", .'I I', ."II III IIIlll I'.
Loy il Ll Wl s R WO . S |
0/ 40 | 0 100 120 RSP YU [N, (ot A T
0.5 2?; 40 ‘v.ﬁ,p 8(’.\‘“,\'00 Iﬁ‘,b 20 [ 40 | 6f 80 100 120 ]
\/ \ v —0. \/ \ S | Iu' =
-1.0 : ! " 05 s \ \/
Obr. 9. Data se Sumem Obr. 10. Data po odstranéni Sumu

Zpracovani obrazu pomoci waveletové transformace je obdobné jako v pripadé Fou-
rierovy transformace. Obraz se nejprve rozdéli na dlazdice. Kazdé dlazdici je ptifazen
odpovidajici barevny model. Pro kazdou dlazdici zvlast se provede dekompozice do

5Vicerozmérné wavelety se tvoif z jednorozmérnych waveletti jako jejich tenzorovy souéin. Napf.
2D MRA na j-té trovni muze byt konstruovéna z rozkladu

V;=V;eV;=(V;-1®V;—1)B(V;m1 @W;1)o(W;—1 @ V1) 0(W;—1 @ W 1) =V,; 10W,_1=

o =VodWoD---®W,;_1
a waveletova béaze je dana jako mnozina

{0,k ® w01} k,1e2 U {Lm,k @ Yt Y,k @ Pl Vmk © Y, i }k,i€Z, 0<m<j—1-
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Obr. 12. Rozklad obrazu do tdrovné 2 pomoci
Obr. 11. Pivodni obraz waveletu Db4

aproximacnich koeficientu a do horizontédlnich, vertikdlnich a diagonalnich detaili. Pro
dalsi dekompozici se pouzivaji uz jen aproximacni koeficienty, protoze pravé ty jsou
nositeli dulezité informace. Na obrazku 12 je zachycena graficka reprezentace takového
rozkladu.

Pak nésleduje modifikace ziskanych koeficientd, pfi niz jsou vynechdny méné vy-
znamné waveletové koeficienty. V zavéru se rekonstruuji jednotlivé ¢asti obrazu.
Diskrétni waveletova transformace s tvrdym nebo mékkym prahovanim se pouziva
napft. ve formdtu JPEG2000, ktery je vhodny pro zpracovani obrazku, v nichz se
vyskytuji hladké ptrechody.

5. Zavérecné poznamky

Uvedené transformacni techniky patii k metodam, které jsou pouzivany pii bezdra-
tovém pienosu zvuku a obrazu. Obecné lze fici, Zze zpusob zpracovani signilu se
odviji od typu signalu. Diskrétni Fourierova transformace slouzi pro analyzu linedrnich
kombinac{ staciondrnich signalu, které jsou ddny trigonometrickymi polynomy (viz
obrizek 1). Nen{ v8ak schopna detekovat skokové zmény a trendy. Pro analyzu nesta-
ciondarnich signdlu se vyuzivaji waveletové transformace. Jejich velkou vyhodou je, ze
umoznuji v signédlech efektivné provadét lokalni upravy.
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