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Hyperbolicka geometrie v dile M. C. Eschera

Petr Kirka, Praha

Nizozemsky malif Maurits Cornelis Escher (1898-1972) vytvoril pozoruhodné gra-
fické dilo, které odhaluje podivuhodné paradoxni geometrické svéty. Mnoho jeho grafik
je zalozeno na teselacich eukleidovské roviny, tj. na pokrytich roviny kongruentnimi
caly prevazovat poté, co navstivil Alhambru ve Spanélské Granadé a obdivoval jeji
ornamentalni vyzdobu.

Koncem tricatych let se Escher problematikou teselaci zabyval i teoreticky, kdyz
se seznamil s klasifikaci rovinnych krystalografickych grup. J. Fjodorov a pozdéji
G. Polya [5] ukazali, ze existuje pravé 17 rovinnych krystalografickych grup, coz jsou
grupy symetrii tapet — nekoneénych mozaik sestavenych z kongruentnich geometric-
kych obrazci. Eschera zejména zaujaly priklady tapet s témito grupami symetrii a po-
slouzily mu jako inspirace pro nékteré jeho grafiky.

V roce 1954 se konal v Amsterodamu Mezindrodni matematicky kongres a jeden
z organizatori, N. G. de Bruin, na ném usporadal vystavu Escherovych grafik. Tato
vystava silné zapusobila na Rogera Penrosea, ktery kratce nato nakreslil paradoxni
Penrosetv trojuhelnik — zdanlivé prostorovy utvar sestavajici ze tii hranoli spojenych
pravymi thly. Dalsim matematikem, kterého tato vystava zaujala, byl kanadsky geo-
metr H.S. M. Coxeter. O tfi roky pozdé&ji pozadal Coxeter Eschera o souhlas, zda
smi pretisknout Escherovu Symetrii ve svém ¢lanku o symetriich eukleidovské roviny
a Poincarého modelu hyperbolické roviny. Escher souhlasil, a kdyZz pozdé&ji obdrzel
preprint Coxeterova ¢lanku, velmi ho zaujal obrazek teselace hyperbolické roviny pra-
videlnymi hyperbolickymi Sestithelniky. Escher, kterého fascinovalo nekonecno, zde
spatfil zptisob, kterak znézornit nekone¢no na omezené plose kruhu. Zacal tyto hy-
perbolické teselace intenzivné studovat a experimentalné urcoval stfedy kruznic, které
tyto teselace vytvareji. Na zékladé hyperbolické geometrie pak vytvofil sérii svych
grafik Circle Limits (obr. 1).

Hyperbolickd geometrie je jedna z alternativnich neeukleidovskych geometrii,
které vzniknou opusténim patého Eukleidova axiomu, podle kterého k dané piimce lze
danym bodem, ktery na ni nelezi, vést jedinou rovnobézku. V eliptické neeukleidovské
geometrii zadné rovnobézky nejsou, zatimco v hyperbolické geometrii existuje tako-
vych rovnobézek (vedenych danym bodem) nekoneéné mnoho. Tyto neeukleidovské
geometrie studovali nejprve jejich objevitelé J. Bolyai a N.I. Lobacevskij abstraktné
axiomaticky. Pozdéji Felix Klein sestrojil jejich modely uvnitt eukleidovské geomet-
rie, a tim prokazal jejich bezespornost. Escherovy grafiky jsou zaloZeny na pozdéjsim
Poincarého kruhovém modelu hyperbolické geometrie. Hyperbolické body jsou
vnitini body jednotkového kruhu, hyperbolické pfimky jsou oblouky kruznic kolmé na
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Obr. 1. M. C. Escher: Circle Limit I, II, III, IV

jednotkovou kruznici. Mezi hyperbolické primky patii také prameéry, tj. tsecky pro-
chéazejici stfedem jednotkové kruznice.

Vzdélenosti se v hyperbolické geometrii méfi pomoci riemannovské metriky.
Jeji defini¢ni obor je jednotkovy kruh

D={(z,y) eR?: 2*+y* <1} ={2€C: |z| < 1},

ktery je vhodné chapat jako jednotkovy kruh komplexni roviny. Hyperbolickd metrika
je definovana diferencialni formou

ds — Vdaz2 +dy?  |dz]

1—a22—y2  1-— |22
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Je-li z : [tg,t1] — D diferencovatelna kiivka v parametrickém tvaru z(t) = z(t) +iy(t),
1ze jeji délku L(z) spoéitat integraci:

/\/Wdt

L= (1) — y(1)?

Mezi v8emi kiivkami, které spojuji dané dva body z,w € D, existuje nejkratsi spojnice,
ktera se nazyva geodetika. Ukazeme si, ze geodetiky jsou oblouky kruznic kolmych
na jednotkovou kruznici nebo tsecky primek kolmych na jednotkovou kruznici. To je
nejjednodussi v p¥ipadé horizontalniho praméru. Predpokladejme, Ze z : [tg,t1] — D
spojuje dva body na realné ose, tj. z(tg) = o, 2(t1) = z1, kde —1 < g < 21 < 1. Pak

L(z)Z/tjllxl(t)th:[jldx:L(w),

x(t) vy 1— a2

kde w : [xg,z1] — 0 je tsecka spojujici body x¢ a 1 s rovnici w(t) = t. (Podobné se
dokazuje, Ze nejkratsi spojnici dvou bodu eukleidovské roviny je usecka.)

Pro obecnou charakteristiku geodetik potfebujeme shodné transfromace, které za-
chovavaji metriku. V eukleidovské geometrii jsou shodné transformace otoc¢eni, posun
a preklopeni (reflexe). V piipadé hyperbolické roviny jsou shodnymi transformacemi
mobiovské transformace a reflexe. Obecna komplexni moébiovska transformace je
zobrazeni dané predpisem

M) = 2258w (<2 = oo, b(oo) = 2,

vz 44’ gl gl

kde a, 8,7, € C jsou komplexni ¢isla, kterd tvori ¢tvercovou matici M radu 2.
Skladéani transformaci odpovida néasobeni téchto matic. Je-li det M = ad — By # 0,
je M vzajemné jednozna¢né zobrazeni rozsifené komplexni roviny (komplexni sféry)
C = C U {co} na sebe. Mébiovské transformace tvoii grupu vzhledem ke sklddani.
V kazdém bodé& maji nenulovou derivaci, takZe jsou konformni — zachovavaji thly (viz
napf. Silverman [7]). Dalsi jejich vyzna¢nou vlastnosti je to, Ze pievadi kazdou pfimku
na piimku nebo kruznici a kazdou kruznici také na primku nebo kruznici.

Pro hyperbolickou geometrii ovSem potiebujeme transformace, které zachovévaji
jednotkovy kruh. To jsou kruhové mobiovské transformace tvaru

az+f
Bz+a’

M(z) =
kde o, f € C, det M = |a|?> — |8]? = 1, a @, [ jsou &isla komplexné sdruzend k a a 3.
Pro bod z = ef* = cost + isint jednotkové kruznice dostavame

lae™ + 8| |ael + 5]
Beit +al  |aell + B

|M(e")] =

takZe transformace prevadi jednotkovou kruznici na sebe. Protoze

[M(0)] = |8/al = 18]/lal <1,

Pokroky matematiky, fyziky a astronomie, ro¢nik 59 (2014), ¢&. 4 295



je obraz nuly uvnit¥ jednotkového kruhu a ze spojitosti plyne M (D) = D, tedy D je
invariantni pro M. Ukazeme nyni, ze M zachovavi hyperbolickou metriku. Je-li w =

(az+ B)/(Bz + @), pak

dw = L
(Bz +@)*
wp = (@2 BO@E+P) _ |azP + I8P + Bzt asz
Bz+a)(fz+a) |Bz|?+ o>+ aBz+abz
t—pp = 2=
182 + @l
ds — |dz| _ |dw|

T—|2 1= jwP

Kruhové mébiovské transformace prevadi primky a kruZznice opét na pifimky nebo
kruznice. Jsou-li tyto pfimky nebo kruznice kolmé na jednotkovou kruznici, jsou jejich
obrazy rovnéz kolmé na jednotkovou kruznici. Z toho plyne, Ze geodetiky hyperbolické
roviny jsou pravé tseky pifimek nebo kruznic kolmych na jednotkovou kruznici.

V hyperbolické geometrii plati fada vztahi, které jsou analogické vztahim euklei-
dovské geometrie. Predevsim jsou to sinové a kosinové véty. Pro hyperbolicky troj-
thelnik sestaveny z geodetik se stranami a, b, ¢ a protilehlymi uhly «, 3, v plati

sinh a sinh b sinh ¢
sina sinf  siny’
cosha - coshb — coshc
sy = sinh a - sinh b ’
cos« - cos 3 + cosy
coshe =

sin « - sin 8

kde sinhz = 1 (e®—e™?), coshz = 1 (e®+e~?) jsou hyperbolické funkce. To je formélné
analogické sinové a kosinové vété eukleidovské geometrie:

a b c

. - . = . Pl
sina  sinf  sinvy

a? +b% — 2
2ab ’

Podobnost vyvstane, uvazujeme-li aproximace sinh x ~ x, coshx ~ 1— %332 pro malé z.
Vskutku v okoli stfedu jednotkového kruhu je hyperbolickd metrika aproximovéina
eukleidovskou metrikou ds = y/dz? 4+ dy?. Ale v hyperbolické geometrii mame dvé
kosinové véty a druhé z nich v eukleidovské geometrii zddnou analogii nemé. Urcuje
totiz velikost 1hlta trojuhelnika z velikosti jeho stran, coz v eukleidovské geometrii
neni mozné. Podobné trojihelniky maji stejné thly ale obecné rtizné dlouhé strany.
V hyperbolické geometrii zadné podobné trojtuhelniky nejsou. Soucet thli trojuhelnika
je vzdy mensi nez 7w a ¢im je trojuhelnik vétsi, tim je jeho soucet thlti mensi. Dokonce
plati, ze plosny obsah trojihelniku s dhly o, 8, v je m —a — 8 — 7.

cosy =
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Obr. 3. Ctvercové teselace hyperbolické roviny: n = 4, m =5 (vlevo), m = 6 (vpravo)

To znamené, Zze v hyperbolické roviné je mnohem vice teselaci pravidelnymi mno-
hothelniky nez v eukleidovské roviné. Pro kazdé n > 7 existuje rovnostranny hyper-
bolicky trojahelnik s thly 27/n a tyto trojuhelniky tvori teselaci, kde kazdy vrchol
kazdého trojuhelniku je sdilen s n sousednimi trojuhelniky (obr. 2). Podobné pro kazdé
n > 5 existuje hyperbolicky ¢tverec s thly 2w/n a také tyto ¢tverce tvori teselaci
(obr. 3). Obecna podminka pro existenci teselace n-thelniky, jejichz kazdy vrchol je
spole¢ny s m sousednimi n-ahelniky je 1/n+1/m < % Uvazujme totiz rovnoramenny
trojuhelnik, jehoz zakladna je hrana n-thelnika a vrchol je jeho stfed. Jeho vrcholovy
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uhel je 27/n, jeho ahly pii zakladné jsou m/m, takZe podminka, Ze soucet thli musi
byt mensi nez 7, dava nerovnost 1/n + 1/m < 1.

Kromé téchto teselaci pravidelnymi mnohothelniky existuji také teselace nepra-
videlnymi mnohotuhelniky. Escherovy grafiky Circle Limit III a Circle Limit IV jsou
zaloZzeny na teselaci rovnoramennymi trojihelniky. Obecnéjsi trojuhelnikové teselace
(viz Beardon [1]) sestavaji z trojuhelnikd s ahly o = 27/n, 8 = 2x/m, v = 27/p,
kde n,m, p jsou pfirozena &isla splimjici 1/n+1/m+1/p < % Pro konstrukci téchto
teselaci je tFeba uvazovat dalsi t¥idy transformaci, které zachovavaji hyperbolickou ro-
vinu, a sice reflexi (pfevraceni). Naptiklad zobrazeni z — Z je reflexe podle redlné osy.
Tato reflexe zobrazuje D na D a zFejmé zachovava metriku. Komplexni &slo |a] = 1
na jednotkové kruznici uréuje reflexi podle pfimky {ta : ¢ € R} ktera spojuje a s nu-
lou. Tuto reflexi dostaneme tak, Zze oto¢ime komplexni rovinu o thel —a podle stiedu,
potom ji pfevratime podle redlné osy x a nakonec otoéime zpatky o thel a. Dostavame

Ro(2) =z/a-a=7%-a°
Kromé téchto reflexi podle piimek existuji také reflexe podle kruznic. Reflexe podle
jednotkové kruznice je dana piedpisem R(z) = 1/Z. Pro z = rel’! = r(cost + isint)
dostavame z = re”'! a R(z) = el'/r, takze 2z a R(z) maji stejnou amplitudu el’
a inverzni absolutni hodnotu. Reflexe podle kruZnice se stfedem 0 a polomérem r je
R,(2) = 1?/z a reflexe podle kruznice se stiedem s € C a polomérem r > 0 je
2 r2

= s+

Rsr(2) =5+ o
zZ—5 Z—3

Je-li tato kruznice geodetikou, zobrazuje jednotkovy kruh na sebe a zachovava metriku.
Pro kazdou geodetiku tedy existuje reflexe podle této geodetiky, ktera zachovava hy-
perbolickou metriku. Tyto reflexe se 1isi od mébiovskych transformaci tim, Ze obraceji
orientaci a v jejich vzorci se vyskytuje operace komplexné sdruzeného ¢isla. Slozeni
dvou reflexi je ale jiz mobiovska transformace a naopak kazdou kruhovou moébiovskou
transformaci lze vyjadfit jako sloZeni dvou reflexi podle geodetiky.

Reflexe podle geodetik a kruhové mobiovské transformace tvori dohromady spoji-
tou grupu izometrii hyperbolické roviny. To znamena, Ze izometrie tvori metricky
(topologicky) prostor a operace skladani jsou spojité. Mobiovské transformace tvori
podgrupu grupy vsech izometrii s indexem 2. Teselace hyperbolické roviny jsou zalo-
zeny na diskrétnich podgrupach grupy izometrii, tj. podgrupach, které jsou dis-
krétni jakozto topologicky prostor. Specialni druh diskrétnich grup tvoii trojahel-
nikové podgrupy, které jsou generovany reflexemi podle stran hyperbolického troj-
thelniku s ahly a = 27 /n, 8 = 27/m, v = 27 /p.

7 kazdého takového hyperbolického trojihelniku lze sestavit teselaci tak, Zze ho
postupné prevracime podle jeho stran. UkaZeme si to na rovnoramenném trojihelniku
s thly a = %71’ =60° g =v= %w = 45°, na kterém je zalozena teselace Escherovy
grafiky Circle Limits IV. Trojihelnik odpovida pozici nejvétsiho stojiciho andéla. Jeho
vrchol je ve stfedu jednotkové kruznice a jeho zdkladna je vodorovna (obr. 4). Dvé
strany tohoto trojuhelniku tvofi primeéry prochézejici komplexnimi jednotkami o =
e™/3 = cos %w +1isin %w a o = e47/3_ Tfeti strana je oblouk kruZnice se stfedem s =
V/2i a polomérem r = 1. Tyto tii geodetiky urcuji t¥i reflexe

1
4 — .
oz, H(z) =V2i+ ———.
(=) Z+ V2

3
&
Il
Q

[
l
=
&

Il
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Obr. 4. Reflexe rovnoramenného trojthelnika

i, YN
= WY/

Obr. 5. Rotace PLHP (vlevo) a posun HPLP (vpravo)
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Obr. 7. M. C. Escher: Circle Limits IV (Heaven and Hell)
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Postupnou aplikaci téchto transformaci na zékladni trojihelnik dostavame dalsi
trojuhelniky teselace. Napiiklad LP(z) = a?z, PL(z) = a~2z jsou rotace kolem nuly

(obr. 4),
PLHP(z) = (‘@ +V6i)z 21
2iz + /2 — V6i
je rotace a
HPLP(z) = V22t

—iz 4+ /2
je posun (obr. 5). Slozeni sudého poé¢tu zdkladnich reflexi L, P, H je mobiovska trans-
formace, ktera prevadi andély na andély a Certy na ¢erty. SloZeni jejich lichého poctu je
reflexe, ktera prevadi andély na certy a Certy na andély (Certi jsou totiz padli andélé).
Kazdy trojihelnik teselace mé adresu, tj. posloupnost transformaci, kterymi ho lze
ziskat ze zakladniho trojuhelniku (obr. 6). Transformace L, P, H ovSem spliiuji mnohé
identity (naptiklad PLP = LPL), takZe adresy nejsou uréeny jednoznacné. Na obr. 7
vidime superpozici této trojuhelnikové teselace na Escherovu grafiku Circle Limits I'V.

Escherova grafika Circle Limits I1I je zaloZena na teselaci hyperbolické roviny étyt-
thelniky s uhly %ﬂ' = 90°, %w = 60°, %w = 120° a %W = 60° (Coxeter [2] nebo
Dunham [3]). Rozdé&lime-li tento ¢tyfahelnik na dva trojthelniky, dostavame rovno-
ramenny trojihelnik s dhly %w = 45°, %W = 60°, %7‘( = 60°, takze se opét jedna
o trojuhelnikovou teselaci.
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