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Stochastické modely v biochemii.
Je život jen náhoda?
Tomáš Vejchodský, Praha

V současné době jsme svědky nebývale prudkého rozvoje biochemie a molekulárńı
biologie. Téměř denně čteme o pokroku v sekvencováńı DNA, o výzkumu kmenových
buněk, o geneticky modifikovaných organizmech, o klonováńı a o řadě daľśıch dř́ıve ne-
myslitelných výsledk̊u. Nicméně naše porozuměńı toho, jak funguj́ı živé organizmy na
molekulárńı úrovni, je stále velmi omezené. Důvodem je množstv́ı, složitost a vzájemná
provázanost biochemických pochod̊u, které se v živých buňkách odehrávaj́ı. Proto
dodnes neńı jasný mechanizmus p̊usobeńı mnohých lék̊u, jako např́ıklad paracetamolu,
který patř́ı k celosvětově nejrozš́ı̌reněǰśım lék̊um proti horečce a bolesti a všichni ho
už́ıváme.

Vývoj nových lék̊u je oblast, která velmi trṕı naš́ı omezenou znalost́ı dynamických
biochemických pochod̊u v živých organizmech. V dnešńı době jen jedna z 5 000 až
10 000 molekul navržených jako potenciálńı léčivo projde úspěšně všemi stadii test̊u
a začne se jako lék skutečně použ́ıvat. Všechny předklinické i klinické testy úspěšného
léčiva mohou stát až miliardu dolar̊u a trvaj́ı běžně i patnáct let. Vývoj nových lék̊u je
tedy velmi neefektivńı a hlavńım d̊uvodem je skutečnost, že biochemickým pochod̊um
v živých organizmech stále rozumı́me jen velmi málo.

V roce 2001 byl přečten lidský genom [7], [8]. Odhaduje se, že obsahuje 20–25 tiśıc
gen̊u. Většina gen̊u kóduje nějaký protein (b́ılkovinu) a proteiny zajǐst’uj́ı téměř všech-
ny funkce v těle. Znalost všech gen̊u a př́ıslušných protein̊u dává vědc̊um katalog
potenciálńıch léčiv. Nicméně bude trvat ještě dlouhou dobu, než se podař́ı tuto znalost
zužitkovat. Přestože máme seznam všech gen̊u, nev́ıme, jak spolu interaguj́ı a jaké
z nich jsou d̊uležité při kterých nemocech.

Jednotlivé geny spolu nepř́ımo interaguj́ı. Jeden gen produkuje protein, jenž má
schopnost změnit rychlost transkripce jiného genu. Mluv́ıme o tzv. genových regulač-
ńıch śıt́ıch, které mohou být velmi rozsáhlé a mı́t komplexńı chováńı. Vı́ce informaćı
o genových regulačńıch śıt́ıch je možné naj́ıt např́ıklad v přehledu [1].

Obr. 1 ukazuje jednoduchý př́ıklad takové regulačńı śıtě. Jde o schéma teoretického
modelu cirkadiánńıch (tj. zhruba denńıch) rytmů [9], který funguje d́ıky zpětnovazebné
regulaci dvou gen̊u. Nicméně v reálných systémech uvnitř buněk navzájem interagu-
j́ı deśıtky až stovky r̊uzných gen̊u. To naznačuje, jak obt́ıžné je pochopit dynamické
chováńı takto komplexńıch systémů. Je zřejmé, že bez pomoci matematického po-
pisu, matematické analýzy a moderńıch výpočetńıch metod nemáme šanci tento úkol
zvládnout.

Kromě rozsáhlosti a komplexity se u těchto systémů potýkáme i s významnými sto-
chastickými efekty, zp̊usobenými náhodným pohybem molekul. Některé biochemické
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Obr. 1. Schéma biochemického modelu cirkadiánńıch rytmů z [9]

látky se totiž v buňkách vyskytuj́ı jen ve velmi malých koncentraćıch. Někdy jde jen
o jednotky molekul a potom v̊ubec nemá smysl mluvit o koncentraci (např. DNA).
Pokud je reaguj́ıćıch molekul tak málo, docháźı k jejich srážkám zř́ıdka a začnou se
významně projevovat náhodné jevy. Stochastické efekty se v biochemických systémech
skutečně pozoruj́ı a ukazuje se, že mohou mı́t významný vliv na dynamiku biochemic-
kých proces̊u a potažmo na chováńı celé buňky.

V tomto článku ukážeme, jaké matematické nástroje můžeme použ́ıt pro popis dy-
namického chováńı biochemických proces̊u, jak modelovat pozorované náhodné efekty
a jaké d̊usledky tyto náhodné jevy mohou mı́t. Vše vysvětĺıme na př́ıkladu výše
zmı́něného modelu cirkadiánńıch rytmů.

1. Model cirkadiánńıch rytmů

Řada živých organizmů měńı své chováńı v rytmu s periodou zhruba 24 hodin. Typicky
se stř́ıdá doba bděńı a spánku. Tyto rytmy přetrvávaj́ı i když se okolńı prostřed́ı
neměńı. Např. lidé žij́ıćı v neustále osvětlené mı́stnosti budou i nadále stř́ıdat bděńı
a spánek. Jde tedy o vnitřńı cyklický mechanizmus, který se označuje jako cirkadiánńı
rytmus.

Obr. 1 schematicky zachycuje jednoduchý biochemický model takového mecha-
nizmu. Tento model je realisticky založen na základńıch biochemických pochodech.
Šipky s rychlostńımi konstantami α naznačuj́ı transkripci genetické informace z DNA
do RNA. Konkrétně uvažujeme dva geny (tj. úseky molekuly DNA) a označ́ıme je DA

a DR. Transkripćı genu DA vzniká molekula mRNA (mediátorová nebo informač-
ńı RNA) označená MA. Z této mRNA vzniká pomoćı translace protein, který ozna-
čujeme jako A. O tomto proteinu předpokládáme, že jde o tzv. transkripčńı faktor.
Ten má schopnost navázat se na tzv. promotor, což je úsek DNA před vlastńım genem
(reakce s rychlostńı konstantou γA). Pokud se tak stane, rychlost transkripce se změńı.
V našem př́ıpadě budeme uvažovat, že se zvýš́ı, a proto budeme mluvit o proteinu A
jako o aktivátoru. Gen DA s navázaným aktivátorem A označ́ıme jako D′A a rychlost
transkripce pak bude α′A. Aktivátor se ovšem může od promotoru opět uvolnit a D′A se
rozpadne na molekuly DA a A, což je reakce s rychlostńı konstantou θA.
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Stejné procesy prob́ıhaj́ı i v př́ıpadě genu DR. Výsledný protein je označen jako R
a budeme mu ř́ıkat represor. Všimněme si, že rychlost transkripce genu DR může
být zvýšená, pokud se na jeho promotor naváže aktivátor A. Nav́ıc se aktivátor A
a represor R mohou sloučit za vzniku komplexu C, což je reakce s rychlostńı kon-
stantou γC . Posledńı d̊uležitou vlastnost́ı je nestabilita všech zúčastněných mole-
kul s výjimkou DNA. Tyto molekuly se samovolně rozpadaj́ı na součásti, o kterých
předpokládáme, že už dále náš systém nijak neovlivňuj́ı. Výjimkou je rozpad kom-
plexu C, při kterém se rozpadá jen složka A a z̊ustává molekula R. Rychlostńı kon-
stanty samovolných rozpad̊u jsou označeny jako δ s př́ıslušným indexem.

Všechny tyto biochemické procesy modelujeme jako chemické reakce, které prob́ı-
haj́ı jistou rychlost́ı (intenzitou). Tyto rychlosti popisujeme rychlostńımi konstantami,
které maj́ı následuj́ıćı hodnoty, viz [9],

αA = 50 h−1, α′A = 500 h−1, βA = 50 h−1, δMA
= 10 h−1, γA = 1 Mol−1h−1,

αR = 0.01 h−1, α′R = 50 h−1, βR = 5 h−1, δMR
= 0.5 h−1, γR = 1 Mol−1h−1,

θA = 50 h−1, θR = 100 h−1, δA = 1 h−1, δR = 0.2 h−1, γC = 2 Mol−1h−1.

Symbol Mol označuje počet molekul a h je zkratka pro hodinu.
Dynamickým chováńım soustav chemických reakćı se zabývá obor fyzikálńı chemie

zvaný chemická kinetika. Na základě tzv. zákona akce hmoty můžeme snadno odvodit
následuj́ıćı soustavu obyčejných diferenciálńıch rovnic pro množstv́ı zúčastněných che-
mikálíı:

dDA/dt = θAD
′
A − γADAA, (1)

dD
′
A/dt = −θAD

′
A + γADAA, (2)

dDR/dt = θRD
′
R − γRDRA, (3)

dD
′
R/dt = −θRD

′
R + γRDRA, (4)

dMA/dt = α′AD
′
A + αADA − δMA

MA, (5)

dMR/dt = α′RD
′
R + αRDR − δMR

MR, (6)

dA/dt = βAMA + θAD
′
A + θRD

′
R −A(γADA + γRDR + γCR+ δA), (7)

dR/dt = βRMR − γCA R+ δAC − δRR, (8)

dC/dt = γCA R− δAC. (9)

Velká ṕısmena s pruhem označuj́ı počty molekul př́ıslušných chemických látek jako
funkce času t. Jde o idealizaci, kdy si představujeme, že hmota je nekonečně dělitelné
kontinuum a počet molekul tedy uvažujeme i neceloč́ıselný. Pro tuto soustavu přede-
ṕı̌seme nulové počátečńı podmı́nky s výjimkou DA a DR, které budou mı́t počátečńı
hodnotu 1 Mol. Soustavu (1) až (9) vyřeš́ıme pomoćı standardńıch numerických metod
pro obyčejné diferenciálńı rovnice. Výsledné řešeńı je zobrazeno na obr. 2 světlou čarou.

2. Stochastický model

Soustava (1) až (9) je deterministickým modelem biochemického systém z obr. 1.
Jak už jsme naznačili v úvodu, některé látky se mohou v biochemických systémech
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0

50MA

0

1000

2000

A

0 50 100 150 200 250

0

1000

2000

C
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Obr. 2. Vývoj množstv́ı mediátorové RNA aktivátoru MA, aktivátoru A a komplexu C v čase.
Světlá čára odpov́ıdá deterministickému modelu (1) až (9) a tmavá stochastické simulaci.
Nahoře vid́ıme výsledky pro δR = 0.2 a dole pro δR = 0.05.
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vyskytovat v tak malých množstv́ıch, že zač́ınaj́ı být významné jednotlivé molekuly
a projevuj́ı se stochastické jevy. V takovém př́ıpadě je přirozené sledovat všechny
jednotlivé molekuly v systému, jejich brownovské (náhodné) trajektorie a řešit jejich
srážky. Tyto tzv. mikroskopické modely molekulárńı dynamiky jsou velmi přesné, ale
náročné na výpočetńı kapacitu. Na běžných poč́ıtač́ıch bychom těžko mohli modelo-
vat systémy s tiśıci molekulami po dostatečně dlouhou dobu. Proto ted’ vysvětĺıme
základńı principy mezoskopických stochastických model̊u, které sice neposkytuj́ı tak
detailńı informace, ale jejich výpočetńı náročnost je ve srovnáńı s mikroskopickými
modely podstatně menš́ı.

Pro jednoduchost uvažujme jen slučováńı A a R za vzniku C, tedy chemickou
rovnici

A+R
γC−→ C. (10)

Mezoskopický stochastický model je diskrétńı a symboly A(t), R(t) a C(t) budou
značit ted’ už celoč́ıselné počty molekul látek A, R a C. Rychlostńı konstanta γC
v (10) je př́ımo úměrná pravděpodobnosti, že dvě pevně zvolené molekuly A a R
zreaguj́ı podle (10). Nás ovšem bude zaj́ımat pravděpodobnost, že libovolné dvě mole-
kuly A a R zreaguj́ı podle (10). Tato pravděpodobnost je úměrná výrazu γCA(t)R(t),
kde součin A(t)R(t) odpov́ıdá počtu možných dvojic molekul A a R v systému. Pro
názornost, uvažujme (nekonečně) malý časový krok dt. Ten muśı být tak malý, aby
pravděpodobnost, že v časovém intervalu [t, t + dt) dojde v systému ke dvěma re-
akćım, byla zanedbatelná v̊uči pravděpodobnosti, že tam dojde jen k jedné reakci.
Výraz γCA(t)R(t)dt je pak roven pravděpodobnosti, že v časovém intervalu [t, t+ dt)
dojde v systému k právě jedné reakci (10).

Pokud bychom chtěli být rigorózńı, museli bychom uvažovat funkci %(A(t), R(t)) =
γCA(t)R(t) jako hustotu této pravděpodobnosti. Definice s nekonečně malým časovým
krokem sice neńı rigorózńı, ale je názorná, a př́ımo nás vede k algoritmu pro simulováńı
tohoto náhodného (v tomto př́ıpadě Markovova) procesu.

1. Zvolme počátečńı čas t, počátečńı stav A(t) a R(t) a dostatečně malý časový
krok ∆t.

2. Vygenerujme náhodné č́ıslo ξ stejnoměrně rozdělené v intervalu [0, 1).

3. Pokud je ξ < γCA(t)R(t)∆t, v systému nastala reakce (10) a jeho stav se změńı
na A(t + ∆t) = A(t) − 1, R(t + ∆t) = R(t) − 1 a C(t + ∆t) = C(t) + 1.
Jinak stav systému z̊ustane nezměněný, tj. A(t+ ∆t) = A(t), R(t+ ∆t) = R(t)
a C(t+ ∆t) = C(t).

4. Posuňme čas, tj. t := t+ ∆t, a pokračujme podle kroku 2.

Podobným zp̊usobem lze modelovat všech 16 biochemických reakćı naznačených na
obr. 1. Výsledné stochastické trajektorie jsou zobrazeny na obr. 2 tmavou čarou. Sa-
mozřejmě r̊uzné realizace tohoto náhodného procesu dávaj́ı r̊uzné trajektorie, a proto
stochastický model na rozd́ıl od deterministického nemůže předpovědět, v jakém stavu
se bude systém nacházet v daném čase. K čemu nám je tedy takový model dobrý? Ano,
náhodná trajektorie může skončit prakticky kdekoli a každé spuštěńı stochastického
modelu dá jiný výsledek. Nicméně, pokud vypočteme velké množstv́ı náhodných tra-
jektoríı, můžeme tato data statisticky zpracovat a źıskat údaje o pr̊uměrném chováńı
systému, a to už je reprodukovatelné. Např́ıklad, v uvedeném modelu cirkadiánńıch
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rytmů je zaj́ımavou veličinou pr̊uměrná perioda pozorovaných náhodných oscilaćı.
Bohužel, pro výpočet pr̊uměrného chováńı s dobrou přesnost́ı potřebujeme provést
velmi mnoho náhodných realizaćı, a to je v př́ıpadě rozsáhleǰśıch systémů výpočetně
náročné i když se použij́ı mezoskopické stochastické modely.

Naopak výhodou je, že tyto výpočty lze snadno paralelizovat. Nav́ıc, existuje tzv.
Gillespieho algoritmus [4], který je ekvivalentńı výše uvedenému algoritmu, ale je
podstatně efektivněǰśı. Kromě toho můžeme pravděpodobnost, že systém najdeme
v daném stavu, vypoč́ıtat i bez stochastických simulaćı. Tato pravděpodobnost je
totiž dána tzv. základńı chemickou rovnićı, což je speciálńı př́ıpad Kolmogorovovy
rovnice a obecně to je nekonečná soustava obyčejných diferenciálńıch rovnic. Avšak ve
většině př́ıpad̊u nejsme schopni tuto soustavu vyřešit. Analytická řešeńı jsou známa jen
ve výjimečných př́ıpadech a numerické metody zvládnou jen úlohy s relativně malým
stavovým prostorem. Proto se studuj́ı přibližné metody, které umožńı výpočet výrazně
urychlit za tu cenu, že výsledek odpov́ıdá výše definovanému náhodnému procesu jen
přibližně. Zmiňme τ -leaping [6] jako metodu pro rychleǰśı stochastické simulace a che-
mickou Fokkerovu–Planckovu rovnici [5] pro přibližný výpočet pravděpodobnosti, že
se systém nacháźı v daném stavu. Pro bližš́ı seznámeńı s těmito zaj́ımavými postupy
lze doporučit např. text [3].

3. Oscilace indukované náhodným šumem

Vrat’me se ovšem k př́ıkladu cirkadiánńıch rytmů. Vysvětlili jsme, jak źıskat trajektorie
zobrazené na obr. 2. Horńı část tohoto obrázku porovnává chováńı deterministického
a stochastického modelu pro výše uvedené hodnoty parametr̊u. Vid́ıme, že oba mode-
ly se chovaj́ı podobně a vykazuj́ı oscilace s periodou přibližně 24 hodin. Trajektorie
stochastického modelu vypadaj́ı jen jako trochu zašuměné deterministické trajektorie.
Také si můžeme všimnout, že pr̊uměrná perioda stochastického modelu je o něco málo
kratš́ı než perioda deterministického modelu.

V tomto kontextu je zaj́ımavé sledovat, jak se oba modely chovaj́ı, pokud měńıme
některý z parametr̊u. Pro př́ıklad si zvoĺıme parametr δR = 0.2 a budeme ho po-
stupně zmenšovat. Zjist́ıme, že perioda oscilaćı obou systémů se t́ım bude postupně
zvětšovat až do jisté kritické hodnoty δ∗R ≈ 0.087, kdy deterministický model oscilovat
přestane. Pro hodnotu parametru δR = δ∗R nastává v deterministickém systému tzv.
bifurkace, při které se osciluj́ıćı řešeńı měńı na řešeńı vyv́ıjej́ıćı se do stacionárńıho
stavu. Poznamenejme, že v [2] můžeme naj́ıt analýzu podobného př́ıpadu, ale pro jiný
typ bifurkace.

Překvapuj́ıćı je, že stochastický model na přechod přes kritickou hodnotu δ∗R nijak
nereaguje. Nadále si zachovává osciluj́ıćı řešeńı a perioda těchto oscilaćı se plynule
zvětšuje se zmenšuj́ıćım se δR. Situace pro δR = 0.05 je zachycena na obr. 2 dole.
Deterministický model neosciluje a jeho řešeńı se bĺıž́ı stacionárńımu stavu, zat́ımco
stochastický model osciluje s pr̊uměrnou periodou přibližně 70 hodin. Je tedy zřejmé,
že oscilace stochastického modelu nejsou zp̊usobené př́ıslušnou chemickou kinetikou,
protože tu dobře zachycuje i deterministický model a ten neosciluje. Jediná možnost
tedy je, že stochastický model osciluje jen d́ıky náhodnému šumu. Jeho oscilace jsou
indukované šumem a jde o čistě stochastický efekt, který deterministický model nemůže
postihnout.
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á
p
e
ri
o
d
a

Obr. 4. Pr̊uměrná perioda oscilaćı v závis-
losti na velikosti systému pro stochastický
model a δR = 0.05

Pro lepš́ı představu o chováńı obou systémů při měńıćım se parametru δR uvád́ıme
obr. 3, na kterém vid́ıme závislost periody oscilaćı na parametru δR. Pro deterministic-
ký model je tato perioda dobře definovaná. Ve stochastickém př́ıpadě ji poč́ıtáme jako
pr̊uměrnou hodnotu z dlouhé stochastické simulace (simulujeme alespoň 500 period).
Vid́ıme, že stochastický model si zachovává oscilačńı charakter pro širokou škálu hod-
not parametru δR, zat́ımco deterministický model osciluje jen pro δR > δ∗R. Z tohoto
hlediska jsou oscilace stochastického modelu výrazně robustněǰśı než oscilace deter-
ministického modelu. Proto si můžeme dovolit neintuitivńı tvrzeńı, že náhodný šum
může zvyšovat robustnost biochemických systémů.

Na závěr se ještě pod́ıvejme, jak pr̊uměrná perioda oscilaćı ve stochastickém modelu
záviśı na velikosti systému. Intuitivně je zřejmé, že pokud budeme stochastický systém
zvětšovat, tj. budeme zvětšovat objem reaktoru a t́ım zvyšovat počet interaguj́ıćıch mo-
lekul, tak budou stochastické efekty slábnout a chováńı stochastického modelu se bude
bĺıžit deterministickému. Toto tvrzeńı lze i rigorózně dokázat, protože deterministický
model je limitou mikroskopického stochastického popisu. Proto bychom očekávali, že
v př́ıpadě δR = 0.05, kdy deterministický systém neosciluje a jeho perioda je tedy ne-
konečná, bude perioda stochastického systému se zvětšuj́ıćı se velikost́ı systému r̊ust
k nekonečnu. Obr. 4 ilustruje přesně tuto situaci a potvrzuje naše očekáváńı.

4. Závěr

Představili jsme stochastický model cirkadiánńıch rytmů, který osciluje jen d́ıky ná-
hodným fluktuaćım. A nav́ıc d́ıky jim jsou tyto oscilace robustńı vzhledem ke změnám
parametr̊u. Tento model ukazuje, jak významnou roli mohou stochastické jevy hrát
v biochemických procesech uvnitř živých buněk, a v d̊usledku i v celých organizmech.

Je tedy život jen náhoda? Ano i ne. Biochemické pochody jsou sice ovlivňovány
náhodným šumem a jeho projevy mohou být významné, nicméně i tyto jevy je možné
matematicky popsat. Jejich analýzou můžeme pochopit, jak funguj́ı, a zjistit, jak
je ovlivňovat a regulovat. Biochemické procesy v živých organizmech jsou náhodné,
ovšem náhoda je to popsatelná a předv́ıdatelná.
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Tento článek je jen krátkou ukázkou matematických metod pro studium rozsáhlých
a komplexńıch biochemických systémů. Je to relativně nová oblast aplikované mate-
matiky, která má potenciál v kombinaci s moderńımi výpočetńımi prostředky odhalit
tajemstv́ı biochemických pochod̊u v živých organizmech, což by mělo nesmı́rně po-
zitivńı d̊usledky předevš́ım v lékařstv́ı. Pak bychom totiž mohli navrhovat nové léky
ćıleně a s velkou jistotou, že nemaj́ı vedleǰśı účinky. Byl by to dramatický pokrok při
hledáńı nových lék̊u a znamenalo by to revoluci v medićıně. Představa je to nesmı́rně
vzrušuj́ıćı, nicméně úkol je to velmi náročný a přes veškerý pokrok, který jsme za
posledńı roky udělali, jsme stále ještě na začátku. Zásadńı objevy v této oblasti nás
teprve čekaj́ı.
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