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Stochastické modely v biochemii.
Je zivot jen nahoda?

Tomas Vejchodskiyj, Praha

V soucasné dobé jsme svédky nebyvale prudkého rozvoje biochemie a molekuldrni
biologie. Témér denné ¢teme o pokroku v sekvencovani DNA, o vyzkumu kmenovych
bunék, o geneticky modifikovanych organizmech, o klonovéani a o fadé dalsich diive ne-
myslitelnych vysledku. Nicméné nase porozuméni toho, jak funguji zivé organizmy na
molekuldrni trovni, je stale velmi omezené. Duvodem je mnoZstvi, slozitost a vzajemnd
provézanost biochemickych pochodu, které se v zivych bunkach odehravaji. Proto
dodnes neni jasny mechanizmus ptusobeni mnohych 1éka, jako napiiklad paracetamolu,
ktery patii k celosvétové nejrozsitenéjsim lékum proti horecce a bolesti a v8ichni ho
uzivame.

Vyvoj novych 1éku je oblast, kterd velmi trpi nasi omezenou znalosti dynamickych
biochemickych pochodu v zivych organizmech. V dnesni dobé jen jedna z 5000 az
10000 molekul navrzenych jako potencidlni 1é¢ivo projde tispésné vSemi stadii testu
a zacne se jako 1€k skutec¢né pouzivat. VSechny predklinické i klinické testy uspésného
lé¢iva mohou stét az miliardu dolara a trvaji bézné i patnact let. Vyvoj novych 1éku je
tedy velmi neefektivni a hlavnim duvodem je skutecnost, ze biochemickym pochodum
v zivych organizmech stéle rozumime jen velmi mélo.

V roce 2001 byl precten lidsky genom [7], [8]. Odhaduje se, ze obsahuje 20-25 tisic
genii. Vétsina gentt kéduje néjaky protein (bilkovinu) a proteiny zajistuji téméf vsech-
ny funkce v téle. Znalost vSech genu a pfislusnych proteinu dava védcum katalog
potencialnich 1é¢iv. Nicméné bude trvat jesté dlouhou dobu, nez se podafi tuto znalost
zuzitkovat. Pfestoze mame seznam vSech gent, nevime, jak spolu interaguji a jaké
z nich jsou dulezité pii kterych nemocech.

Jednotlivé geny spolu nepiimo interaguji. Jeden gen produkuje protein, jenz ma
schopnost zménit rychlost transkripce jiného genu. Mluvime o tzv. genovych regulac-
nich sitich, které mohou byt velmi rozsdhlé a mit komplexni chovani. Vice informaci
o genovych regulacnich sitich je mozné najit napiiklad v prehledu [1].

Obr. 1 ukazuje jednoduchy piiklad takové regula¢ni sité. Jde o schéma teoretického
modelu cirkadidnnich (tj. zhruba dennich) rytmu [9], ktery funguje diky zpétnovazebné
regulaci dvou gent. Nicméné v redlnych systémech uvniti bunék navziajem interagu-
ji desitky az stovky ruznych gent. To naznacuje, jak obtizné je pochopit dynamické
chovani takto komplexnich systému. Je ziejmé, Zze bez pomoci matematického po-
pisu, matematické analyzy a modernich vypocetnich metod nemame Sanci tento tikol
zvladnout.

Kromé rozséhlosti a komplexity se u téchto systému potykame i s vyznamnymi sto-
chastickymi efekty, zpusobenymi ndhodnym pohybem molekul. Nékteré biochemické
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Obr. 1. Schéma biochemického modelu cirkadidnnich rytmi z [9]

latky se totiz v bunkach vyskytuji jen ve velmi malych koncentracich. Nékdy jde jen
o jednotky molekul a potom vibec nemd smysl mluvit o koncentraci (napf. DNA).
Pokud je reagujicich molekul tak malo, dochéz{ k jejich srazkam ziidka a zacnou se
vyznamné projevovat ndhodné jevy. Stochastické efekty se v biochemickych systémech
skutecné pozoruji a ukazuje se, ze mohou mit vyznamny vliv na dynamiku biochemic-
kych procesu a potazmo na chovani celé buiiky.

V tomto ¢lanku ukazeme, jaké matematické nastroje mizeme pouzit pro popis dy-
namického chovani biochemickych procesu, jak modelovat pozorované nahodné efekty
a jaké dusledky tyto ndhodné jevy mohou mit. Vse vysvétlime na piikladu vyse
zminéného modelu cirkadidnnich rytmi.

1. Model cirkadiannich rytmu

Rada zivych organizmt méni své chovani v rytmu s periodou zhruba 24 hodin. Typicky
se stiidd doba bdéni a spanku. Tyto rytmy pfetrvavaji i kdyz se okolni prostiedi
neméni. Napft. lidé zijici v neustédle osvétlené mistnosti budou i nadale stiidat bdéni
a spanek. Jde tedy o vnitini cyklicky mechanizmus, ktery se oznacuje jako cirkadidnni
rytmus.

Obr. 1 schematicky zachycuje jednoduchy biochemicky model takového mecha-
nizmu. Tento model je realisticky zalozen na zakladnich biochemickych pochodech.
Sipky s rychlostnimi konstantami « naznacéuji transkripei genetické informace z DNA
do RNA. Konkrétné uvazujeme dva geny (tj. iseky molekuly DNA) a oznacime je D4
a Dp. Transkripci genu D, vznikd molekula mRNA (medidtorovd nebo informac-
nf RNA) oznacend M 4. Z této mRNA vznikd pomoc! translace protein, ktery ozna-
¢ujeme jako A. O tomto proteinu predpoklddame, ze jde o tzv. transkripéni faktor.
Ten mé schopnost navazat se na tzv. promotor, coz je isek DNA pied vlastnim genem
(reakce s rychlostni konstantou v4). Pokud se tak stane, rychlost transkripce se zméni.
V nasem piipadé budeme uvazovat, Ze se zvysi, a proto budeme mluvit o proteinu A
jako o aktivdtoru. Gen Dy s navdzanym aktivdtorem A ozna¢ime jako D’y a rychlost
transkripce pak bude o/,. Aktivétor se ovSem muze od promotoru opét uvolnit a D/, se
rozpadne na molekuly D4 a A, coz je reakce s rychlostni konstantou 6 4.
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Stejné procesy probihaji i v piipadé genu Dg. Vysledny protein je oznacen jako R
a budeme mu iikat represor. Vsimnéme si, ze rychlost transkripce genu Dpg muze
byt zvysena, pokud se na jeho promotor navaze aktivator A. Navic se aktivator A
a represor R mohou sloucit za vzniku komplexu C| coz je reakce s rychlostni kon-
stantou v¢. Posledni dulezitou vlastnosti je nestabilita vSech zucastnénych mole-
kul s vyjimkou DNA. Tyto molekuly se samovolné rozpadaji na soucésti, o kterych
predpokladame, ze uz dale nas systém nijak neovliviiuji. Vyjimkou je rozpad kom-
plexu C, pii kterém se rozpadd jen slozka A a zustdava molekula R. Rychlostni kon-
stanty samovolnych rozpadu jsou oznaceny jako ¢ s piislusnym indexem.

Vsechny tyto biochemické procesy modelujeme jako chemické reakce, které probi-
haji jistou rychlosti (intenzitou). Tyto rychlosti popisujeme rychlostnimi konstantami,
které maji ndsledujici hodnoty, viz [9],

a4 =50h71, o/, =500h7t, B4 =50h7t 6y, = 10h7Y, 44 = 1Mol tht,

ar=001h"1 o =50h!, Br=5h"" &y, =05h71 g =1Mol 'h},

04 =50h"', 0r=100h~! 64 =1h"', dz=02h"" yc=2Mol 'h %
Symbol Mol oznacuje pocet molekul a h je zkratka pro hodinu.

Dynamickym chovanim soustav chemickych reakei se zabyvé obor fyzikalni chemie
zvany chemicka kinetika. Na zakladé tzv. zdkona akce hmoty muzeme snadno odvodit
nasledujici soustavu obycejnych diferencidlnich rovnic pro mnozstvi zicastnénych che-
mikalii:

dﬁA/dt = QAEfA — ’yAﬁAZ,

dD'y/dt = 04Dy + 7D a4,
dbR/dt = QRE/R — 'YRERZ; 3
dE/R/dt = _GRE/R + ’}/RﬁRZ, 4

(1)
(2)
(3)
(4)
AM 4/dt = &/, D'y + aaDa — 6p, Ma, (5)
(6)
(7)
(8)
9)

2

dMR/dt = O/Rﬁ;zJFOKRER 75MRMR7 6
dZ/dtZIBAMA—FQAb;\—I—GRﬁ/R—Z(’yAbA+’}/RﬁR+’Yc§+5A), 7
dﬁ/dt:ﬁRﬁR—chE—i—éA@—éRﬁ, 8
d@/dt:fchE—éAa 9

Velka pismena s pruhem oznacuji pocty molekul piislusnych chemickych latek jako
funkce casu t. Jde o idealizaci, kdy si pfedstavujeme, ze hmota je nekonecné délitelné
kontinuum a pocet molekul tedy uvazujeme i necelo¢iselny. Pro tuto soustavu prede-
piSeme nulové pocateéni podminky s vyjimkou D4 a Dpg, které budou mit pocateéni
hodnotu 1 Mol. Soustavu (1) az (9) vyfesime pomoci standardnich numerickych metod
pro obycejné diferencialni rovnice. Vysledné feseni je zobrazeno na obr. 2 svétlou ¢arou.

2. Stochasticky model

Soustava (1) az (9) je deterministickym modelem biochemického systém z obr. 1.
Jak uz jsme naznacili v ivodu, nékteré latky se mohou v biochemickych systémech
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Obr. 2. Vyvoj mnozstvi medidtorové RNA aktiviatoru M4, aktivdatoru A a komplexu C' v ¢ase.
Svétld ¢ara odpovidd deterministickému modelu (1) az (9) a tmavé stochastické simulaci.
Nahote vidime vysledky pro dr = 0.2 a dole pro ér = 0.05.
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vyskytovat v tak malych mnozstvich, ze za¢inaji byt vyznamné jednotlivé molekuly
a projevuji se stochastické jevy. V takovém piipadé je prirozené sledovat vSechny
jednotlivé molekuly v systému, jejich brownovské (ndhodné) trajektorie a Tesit jejich
srazky. Tyto tzv. mikroskopické modely molekuldrni dynamiky jsou velmi pfesné, ale
naro¢né na vypocetni kapacitu. Na béznych pocitacich bychom tézko mohli modelo-
vat systémy s tisici molekulami po dostate¢né dlouhou dobu. Proto ted vysvétlime
zakladni principy mezoskopickych stochastickych modelt, které sice neposkytuji tak
detailni informace, ale jejich vypocetni naroc¢nost je ve srovnani s mikroskopickymi
modely podstatné mensi.

Pro jednoduchost uvazujme jen slucovani A a R za vzniku C, tedy chemickou
rovnici

A+RS C. (10)

Mezoskopicky stochasticky model je diskrétni{ a symboly A(t), R(t) a C(¢) budou
znacit ted uz celoéiselné pocty molekul ldtek A, R a C. Rychlostni konstanta v¢
v (10) je piimo umeérnd pravdépodobnosti, ze dvé pevné zvolené molekuly A a R
zreaguji podle (10). Nés ovSem bude zajimat pravdépodobnost, ze libovolné dvé mole-
kuly A a R zreaguji podle (10). Tato pravdépodobnost je timérnd vyrazu yo A(t)R(t),
kde soucin A(t)R(t) odpovidd po¢tu moznych dvojic molekul A a R v systému. Pro
ndzornost, uvazujme (nekoneéné) maly ¢asovy krok d¢. Ten musi byt tak maly, aby
pravdépodobnost, ze v ¢asovém intervalu [t,¢ + dt) dojde v systému ke dvéma re-
akcim, byla zanedbatelnd viuci pravdépodobnosti, ze tam dojde jen k jedné reakci.
Vyraz yc A(t) R(t)dt je pak roven pravdépodobnosti, ze v ¢asovém intervalu [t, ¢ + dt)
dojde v systému k prévé jedné reakci (10).

Pokud bychom chtéli byt rigorézni, museli bychom uvazovat funkei o(A(¢), R(t)) =
vo A(t)R(t) jako hustotu této pravdépodobnosti. Definice s nekoneéné malym casovym
krokem sice neni rigorézni, ale je ndzornd, a pfimo nés vede k algoritmu pro simulovani
tohoto ndhodného (v tomto piipadé Markovova) procesu.

1. Zvolme pocéatecéni cas t, pocatecni stav A(t) a R(t) a dostate¢né maly casovy
krok At.

2. Vygenerujme ndhodné ¢islo ¢ stejnomérné rozdélené v intervalu [0, 1).

3. Pokud je & < vc A(t) R(t) At, v systému nastala reakce (10) a jeho stav se zmeéni
na A(t + At) = A(t) — 1, R(t+ At) = R(t) — 1 a Ct + At) = C(¢) + 1.
Jinak stav systému zlstane nezménény, tj. A(t + At) = A(t), R(t + At) = R(t)
a C(t+ At) = C(t).

4. Posunime cas, tj. t := t + At, a pokracujme podle kroku 2.

Podobnym zptisobem lze modelovat vSech 16 biochemickych reakei naznacenych na
obr. 1. Vysledné stochastické trajektorie jsou zobrazeny na obr. 2 tmavou ¢arou. Sa-
moziejmé ruzné realizace tohoto ndhodného procesu davaji ruzné trajektorie, a proto
stochasticky model na rozdil od deterministického nemuze predpovédét, v jakém stavu
se bude systém nachdzet v daném case. K ¢emu nam je tedy takovy model dobry? Ano,
nahodnd trajektorie muze skoncéit prakticky kdekoli a kazdé spusténi stochastického
modelu d4 jiny vysledek. Nicméné, pokud vypocteme velké mnozstvi ndhodnych tra-
jektorii, muzeme tato data statisticky zpracovat a ziskat tidaje o pramérném chovani
systému, a to uz je reprodukovatelné. Napiiklad, v uvedeném modelu cirkadidannich
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rytmu je zajimavou veli¢inou prumérnd perioda pozorovanych ndhodnych oscilaci.
Bohuzel, pro vypocet prumérného chovani s dobrou presnosti potiebujeme provést
velmi mnoho ndhodnych realizaci, a to je v pfipadé rozsahlejsich systému vypocetné
narocné i kdyz se pouziji mezoskopické stochastické modely.

Naopak vyhodou je, ze tyto vypocty lze snadno paralelizovat. Navic, existuje tzv.
Gillespieho algoritmus [4], ktery je ekvivalentni vyse uvedenému algoritmu, ale je
podstatné efektivngjsi. Kromé toho muzeme pravdépodobnost, ze systém najdeme
v daném stavu, vypocitat i bez stochastickych simulaci. Tato pravdépodobnost je
totiz dana tzv. zdkladni chemickou rovnici, coz je specidlni piipad Kolmogorovovy
rovnice a obecné to je nekonecnd soustava obyé¢ejnych diferencialnich rovnic. Avsak ve
vétsiné pripadu nejsme schopni tuto soustavu vytesit. Analytickd feSeni jsou znama jen
ve vyjimecnych piipadech a numerické metody zvladnou jen tlohy s relativné malym
stavovym prostorem. Proto se studuji pfiblizné metody, které umozni vypocet vyrazné
urychlit za tu cenu, ze vysledek odpovidd vyse definovanému nahodnému procesu jen
priblizné. Zminime 7-leaping [6] jako metodu pro rychlejs{ stochastické simulace a che-
mickou Fokkerovu—Planckovu rovnici [5] pro piiblizny vypocet pravdépodobnosti, ze
se systém nachazi v daném stavu. Pro blizsi seznameni s témito zajimavymi postupy
lze doporucit napf. text [3].

3. Oscilace indukované nahodnym Sumem

Vratme se oviem k pifkladu cirkadidnnich rytmii. Vysvétlili jsme, jak ziskat trajektorie
zobrazené na obr. 2. Horni ¢ast tohoto obrazku porovnava chovani deterministického
a stochastického modelu pro vyse uvedené hodnoty parametri. Vidime, Ze oba mode-
ly se chovaji podobné a vykazuji oscilace s periodou ptiblizné 24 hodin. Trajektorie
stochastického modelu vypadaji jen jako trochu zasuméné deterministické trajektorie.
Také si mtizeme v§imnout, Ze prumérné perioda stochastického modelu je o néco malo
kratsi nez perioda deterministického modelu.

V tomto kontextu je zajimavé sledovat, jak se oba modely chovaji, pokud ménime
néktery z parametru. Pro piiklad si zvolime parametr ég = 0.2 a budeme ho po-
stupné zmensSovat. Zjistime, ze perioda oscilaci obou systému se tim bude postupné
zvétsovat az do jisté kritické hodnoty 6% ~ 0.087, kdy deterministicky model oscilovat
piestane. Pro hodnotu parametru dr = ¢} nastdva v deterministickém systému tzv.
bifurkace, pfi které se oscilujici feSeni méni na feSeni vyvijejici se do stacionarniho
stavu. Poznamenejme, Ze v [2] muzeme najit analyzu podobného piipadu, ale pro jiny
typ bifurkace.

Piekvapujici je, ze stochasticky model na pfechod pies kritickou hodnotu 0% nijak
nereaguje. Naddle si zachovava oscilujici feSeni a perioda téchto oscilaci se plynule
zvétsuje se zmensujicim se dr. Situace pro dr = 0.05 je zachycena na obr. 2 dole.
Deterministicky model neosciluje a jeho feseni se blizi stacionarnimu stavu, zatimco
stochasticky model osciluje s prumérnou periodou piiblizné 70 hodin. Je tedy zfejmé,
ze oscilace stochastického modelu nejsou zpusobené piislusnou chemickou kinetikou,
protoze tu dobie zachycuje i deterministicky model a ten neosciluje. Jedind moznost
tedy je, ze stochasticky model osciluje jen diky ndhodnému Sumu. Jeho oscilace jsou
indukované sumem a jde o ¢isté stochasticky efekt, ktery deterministicky model nemuze
postihnout.
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Obr. 3. Prumérnéd perioda oscilaci v z&- Obr. 4. Prumérnd perioda oscilaci v zavis-
vislosti na parametru dr pro stochasticky losti na velikosti systému pro stochasticky
a deterministicky model model a 6gr = 0.05

Pro lepsi predstavu o chovani obou systému pii ménicim se parametru dz uvadime
obr. 3, na kterém vidime zavislost periody oscilaci na parametru §g. Pro deterministic-
ky model je tato perioda dobre definovana. Ve stochastickém ptipadé ji pocitame jako
prumérnou hodnotu z dlouhé stochastické simulace (simulujeme alesponn 500 period).
Vidime, ze stochasticky model si zachovava oscila¢ni charakter pro sirokou skalu hod-
not parametru dg, zatimco deterministicky model osciluje jen pro ér > 6%. Z tohoto
hlediska jsou oscilace stochastického modelu vyrazné robustnéjsi nez oscilace deter-
ministického modelu. Proto si muZzeme dovolit neintuitivni tvrzeni, Zze ndhodny Sum
muze zvySovat robustnost biochemickych systém.

Na zaveér se jesté podivejme, jak prumérnd perioda oscilaci ve stochastickém modelu
zavisi na velikosti systému. Intuitivné je zfejmé, ze pokud budeme stochasticky systém
zvétsovat, tj. budeme zvétsovat objem reaktoru a tim zvySovat pocet interagujicich mo-
lekul, tak budou stochastické efekty sldbnout a chovani stochastického modelu se bude
blizit deterministickému. Toto tvrzeni lze i rigorézné dokazat, protoze deterministicky
model je limitou mikroskopického stochastického popisu. Proto bychom ocekévali, ze
v pripadé dg = 0.05, kdy deterministicky systém neosciluje a jeho perioda je tedy ne-
kone¢na, bude perioda stochastického systému se zvétsujici se velikosti systému rust
k nekonec¢nu. Obr. 4 ilustruje pfesné tuto situaci a potvrzuje nase o¢ekavani.

4. Zavér

Predstavili jsme stochasticky model cirkadidnnich rytmu, ktery osciluje jen diky na-
hodnym fluktuacim. A navic diky jim jsou tyto oscilace robustni vzhledem ke zméndm
parametru. Tento model ukazuje, jak vyznamnou roli mohou stochastické jevy hrét
v biochemickych procesech uvnitf zivych bunék, a v disledku i v celych organizmech.

Je tedy zivot jen ndhoda? Ano i ne. Biochemické pochody jsou sice ovliviiovany
ndhodnym Sumem a jeho projevy mohou byt vyznamné, nicméné i tyto jevy je mozné
matematicky popsat. Jejich analyzou muzeme pochopit, jak funguji, a zjistit, jak
je ovliviiovat a regulovat. Biochemické procesy v zivych organizmech jsou nahodné,
ovSem nahoda je to popsatelnd a predvidatelna.
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Tento ¢lanek je jen kratkou ukazkou matematickych metod pro studium rozsahlych
a komplexnich biochemickych systému. Je to relativné nova oblast aplikované mate-
matiky, kterd ma potenciadl v kombinaci s modernimi vypocetnimi prostiedky odhalit
tajemstvi biochemickych pochodu v zZivych organizmech, coz by mélo nesmirné po-
zitivni dusledky piedevsim v lékaistvi. Pak bychom totiz mohli navrhovat nové 1éky
cilené a s velkou jistotou, ze nemaji vedlejsi ic¢inky. Byl by to dramaticky pokrok pfi
hledani novych 1éku a znamenalo by to revoluci v mediciné. Piedstava je to nesmirné
vzruSujici, nicméné kol je to velmi naroény a ptes veskery pokrok, ktery jsme za
posledni roky udélali, jsme stale jesté na zacatku. Zasadni objevy v této oblasti néds
teprve cekaji.

Podékovani. Autortuv vyzkum byl podpofen z prostifedka programu People (Ma-
rie Curie Actions) sedmého rdmcového programu Evropské unie (FP7/2007-2013),
grant ¢. 328008, a také z projektu RVO 67985840.
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