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Generátory pseudonáhodných č́ısel založené
na nekonečných slovech

L’ubomı́ra Balková, Jiř́ı Hladký, Praha

V článku ukážeme, jak lze využ́ıt nekonečných aperiodických slov ke konstrukci ge-
nerátor̊u náhodných č́ısel. Zavedeme tř́ıdu slov s dobře rozmı́stěnými výskyty, pro
niž jsme dokázali, že při kombinaci periodických generátor̊u podle slov z této tř́ıdy
vznikaj́ı generátory aperiodické, jež nav́ıc nemaj́ı mř́ıžkovou strukturu. Slova s dobře
rozmı́stěnými výskyty zahrnuj́ı např. slova sturmovská a Arnouxova–Rauzyova slova,
z nichž některá se daj́ı generovat rychlým algoritmem, protože jsou pevnými body mor-
fismů. Právě generátory pseudonáhodných č́ısel založené na pevných bodech morfismů,
které maj́ı dobře rozmı́stěné výskyty, jsme také otestovali bateriemi statistických test̊u
TestU01 a PractRand. Ukázalo se, že nová metoda podstatně zlepšuje statistické vlast-
nosti generovaných náhodných č́ısel za cenu pouze zanedbatelně zvýšené výpočetńı
a pamět’ové náročnosti.

Úvod

Kombinatorika na slovech je cca 100 let stará discipĺına, za jej́ıhož zakladatele se často
pokládá Axel Thue. Ten při studiu jistých kombinatorických vlastnost́ı nekonečných
slov [1] vysvětlil, že neměl na mysli žádnou konkrétńı aplikaci, nýbrž studoval tyto
otázky, protože se mu zdály samy o sobě dostatečně zaj́ımavé. T́ımto tvrzeńım dnes
rádi háj́ı svou práci teoretičt́ı

”
kombinatorici na nekonečných slovech“. V tomto článku

ovšem ukážeme, že se znalosti kombinatoriky na slovech daj́ı aplikovat i v tak praktické
oblasti, jakou je generováńı náhodných č́ısel.

Generátory pseudonáhodných č́ısel se snaž́ı produkovat náhodná č́ısla použit́ım
deterministického procesu. Je jasné, že takové generátory maj́ı mnoho vad na kráse.
Nejčastěǰśı a nejlépe prostudované generátory – lineárńı kongruenčńı generátory –
jsou periodické a jejich známým defektem je tzv. mř́ıžková struktura. V článku [8] je
dokázáno, že když se dva lineárńı kongruenčńı generátory (ale i jakékoliv jiné perio-
dické generátory) zkombinuj́ı podle nekonečných slov kóduj́ıćıch jistou tř́ıdu kvazikrys-
tal̊u nebo ekvivalentně cut-and-project množin, výsledná posloupnost je aperiodická
a nemá mř́ıžkovou strukturu. Daľśı výsledky spjaté s kvazikrystaly jsou k nalezeńı také
v článćıch [6], [7].

Naš́ım př́ınosem je nalezeńı kombinatorické podmı́nky – dobře rozmı́stěné vý-
skyty (DRV) – zaručuj́ıćı aperiodicitu a absenci mř́ıžkové struktury [3], [2]. Ukázali
jsme, že vlastnost DRV splňuj́ı široké tř́ıdy nekonečných slov: sturmovská slova, Arnou-
xova–Rauzyova slova a daľśı, z nichž mnohé umı́me generovat rychlým zp̊usobem,
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protože jsou pevnými body morfismů. T́ım jsme výsledky z [8] zobecnili pro širš́ı tř́ıdy
binárńıch slov, ale dokonce i pro slova nad v́ıceṕısmennou abecedou, podle kterých
se kombinuje v́ıce lineárńıch kongruenčńıch generátor̊u (nebo i jiných periodických
generátor̊u).

Poté jsme se věnovali testováńı kvality generátor̊u založených na slovech z takových
tř́ıd, konkrétně na Fibonacciově a Tribonacciově slově, přičemž jsme použ́ıvali baĺıčky
statistických test̊u TestU01 [5] a PractRand [4]. T́ım jsme potvrdili, že když se kombi-
nuj́ı lineárńı kongruenčńı generátory pomoćı nekonečných slov s dobře rozmı́stěnými
výskyty, vzniká aperiodická pseudonáhodná posloupnost, která nejen že nemá mř́ıžko-
vou strukturu, ale i řada jej́ıch daľśıch vlastnost́ı se v́ıce podobá náhodné posloupnosti.

V článku nejprve uvedeme motivaci z oblasti generováńı náhodných č́ısel. Ve druhé
kapitole poté připomeneme pojmy z kombinatoriky na slovech, které se již v PMFA
zčásti objevily [1]. Ve třet́ı kapitole zavedeme generátory založené na nekonečných
slovech. Ve čtvrté kapitole potom prostudujeme kombinatorickou vlastnost dobře roz-
mı́stěných výskyt̊u. Pátá kapitola shrne výsledky empirického testováńı a na závěr
zformulujeme otevřené problémy a směry daľśıho možného výzkumu.

1. Mř́ıžková struktura generátor̊u pseudonáhodných č́ısel

Pod pojmem pseudonáhodná posloupnost nebo generátor pseudonáhodných č́ısel
(PRNG – z anglického pseudorandom number generator) rozumı́me v daľśım textu
jakoukoliv posloupnost č́ısel z N = {0, 1, 2, . . .}. Stále obĺıbené generátory – lineárńı
kongruenčńı generátory – jsou zářným př́ıkladem generátor̊u, které maj́ı slabinu zvanou
mř́ıžková struktura (a to dokonce již od dimenze rovné dvěma [10]). Necht’ Z=(Zn)n∈N
je PRNG, jehož výstupem je konečná množina M ⊂ N. Ř́ıkáme, že Z má mř́ı̌zkovou
strukturu, pokud existuje kladné t ∈ N takové, že množina

{(Zi, Zi+1, . . . , Zi+t−1)
∣∣ i ∈ N}

je pokryta soustavou rovnoběžných stejně vzdálených nadrovin v eukleidovském pro-
storu Rt a zároveň tyto nadroviny nepokrývaj́ı všechny body mř́ıžky

M t = {(A1, A2, . . . , At)
∣∣ Ai ∈M pro každé i ∈ {1, . . . , t}}.

Připomeňme, že lineárńı kongruenčńı generátor, zkráceně LCG, (Zn)n∈N je dán
parametry a,m, c ∈ N a definován rekurentńım vztahem Zn+1 = aZn + c mod m.
Př́ıkladem LCG s výraznou mř́ıžkovou strukturou je generátor RANDU, který se hojně
použ́ıval v šedesátých letech 20. stolet́ı. Pro t = 3 jsou po sobě jdoućı trojice č́ısel
z generátoru, tj. {(Zi, Zi+1, Zi+2)

∣∣ i ∈ N}, pokryty pouhými 15 rovnoběžnými stejně
vzdálenými rovinami, které ani zdaleka nepokrývaj́ı celou mř́ıžku {1, 2, . . . ,m − 1}3,
viz obr. 1.

Z článku [8] lze vyč́ıst postačuj́ıćı podmı́nku na absenci mř́ıžkové struktury, i když
př́ımo v něm je formulována v méně obecné formě (Lemma 2.3).

Věta 1. Necht’ Z je PRNG, jehož výstupem je konečná množina M ⊂ N obsahuj́ıćı
alespoň dva prvky. Předpokládejme, že pro každé A,B ∈M a pro každé ` ∈ N existuje
`-tice (A1, A2, . . . , A`) taková, že jak (A1, A2, . . . , A`, A), tak i (A1, A2, . . . , A`, B) jsou
(`+ 1)-tice z generátoru Z. Potom Z nemá mř́ıžkovou strukturu.
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Obr. 1. Trojice generátoru RANDU, LCG s parametry a = (216 + 3),m = 231, c = 0, jsou
pokryty pouhými 15 rovnoběžnými stejně vzdálenými rovinami.

Poznámka 1. V řeči kombinatoriky na slovech, viz kapitola 2, lze zněńı předchoźı věty
formulovat následovně: Necht’ Z je PRNG, jehož výstupem je konečná množina M ⊂ N
obsahuj́ıćı alespoň dva prvky. Pokud Z obsahuje pro každá dvě ṕısmena A,B ∈ M
a pro každou délku ` ∈ N pravý speciálńı faktor ` s pravými extenzemi A a B, potom
Z nemá mř́ıžkovou strukturu.

2. Slovńık kombinatoriky na slovech

Abychom mohli zformulovat kombinatorickou podmı́nku na absenci mř́ıžkové struk-
tury a také přibĺıžit tř́ıdy slov, které onu vlastnost dobře rozmı́stěných výskyt̊u maj́ı,
potřebujeme nejprve zavést několik pojmů z kombinatoriky na slovech. Abecedou A
rozumı́me konečnou množinu symbol̊u, ř́ıkáme jim ṕısmena. Slovem w nazýváme ko-
nečnou posloupnost ṕısmen. Jeho délkou rozumı́me počet ṕısmen, která obsahuje,
a znač́ıme ji |w|. Symbolem A∗ znač́ıme množinu všech konečných slov nad abece-
dou A s přidáńım prázdného slova ε (jde o neutrálńı prvek v̊uči operaci řetězeńı
a jeho délku klademe rovnu nule). Množina A∗ vybavená operaćı řetězeńı tvoř́ı monoid.
Pod nekonečným slovem u nad abecedou A pak rozumı́me nekonečnou posloupnost
ṕısmen z A, v ńıž se každé ṕısmeno z A skutečně vyskytuje, tj. u = u0u1u2 . . . , kde
ui ∈ A. Konečné slovo w nazveme faktorem (podslovem) konečného či nekonečného
slova u, pokud existuje slovo v a slovo x (konečné či nekonečné) tak, že u = vwx. Je-li
v prázdné slovo, nazveme w prefixem slova u. Podobně pokud je x = ε, ř́ıkáme, že w je
sufix slova u.

Pro každý faktor w nekonečného slova u nazýváme výskytem w v u každý index i,
pro který plat́ı, že slovo w je prefixem nekonečného slova uiui+1ui+2 . . . Nekonečné
slovo je rekurentńı, když se v něm každý jeho faktor vyskytuje nekonečněkrát. Sym-
bolem |w|a znač́ıme počet výskyt̊u ṕısmene a ve slově w.
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Často pracujeme s morfismem ϕ: A∗ → A∗, tedy zobrazeńım, které splňuje pro
každá dvě konečná slova v, w ∈ A∗:

ϕ(vw) = ϕ(v)ϕ(w).

Morfismus je samozřejmě jednoznačně dán, pokud známe obrazy ṕısmen abecedy A.
Jeho p̊usobeńı lze přirozenou cestou rozš́ı̌rit i na nekonečná slova:

ϕ(u0u1u2 . . .) := ϕ(u0)ϕ(u1)ϕ(u2) . . .

Pokud nekonečné slovo u splňuje ϕ(u) = u, nazveme je pevným bodem morfismu ϕ.
Jazykem L(u) nekonečného slova u nazýváme množinu všech faktor̊u tohoto slova.

Ř́ıkáme, že jazyk je uzavřený vzhledem k reverzi (angl. closed under reversal), když
s každým slovem obsahuje i jeho reverzi, tj. slovo vzniklé čteńım pozpátku. Necht’

n je přirozené č́ıslo, symbolem Ln(u) znač́ıme množinu všech faktor̊u délky n slova u.
Nekonečné slovo u nazýváme posléze periodické (angl. eventually periodic), pokud je
tvaru u = wvω, kde w, v ∈ A∗ a ω znač́ı nekonečné opakováńı. V opačném př́ıpadě
nazýváme slovo u aperiodické. (Faktorovou) komplexitou slova u je zobrazeńı C : N→ N
definované vztahem

C(n) := počet r̊uzných faktor̊u délky n obsažených ve slově u.

Je známo, že komplexita posléze periodických slov je omezená, zat́ımco komplexita
aperiodických slov splňuje C(n) ≥ n+ 1 pro všechna n ∈ N, viz [11].

Pravou extenźı faktoru w slova u nazveme libovolné ṕısmeno a ∈ A takové, že
wa je faktor slova u. Zřejmě každý faktor má alespoň jednu pravou extenzi. Takové
faktory, které maj́ı alespoň dvě pravé extenze, se nazývaj́ı pravé speciály. Podobně lze
definovat levou extenzi a levé speciály.

Př́ıklad 1. Ilustrujme uvedené pojmy na nekonečném slově u = (abb)ω. Abeceda
je A = {a, b}. Slovo babb je faktorem délky 4 slova u. Jeho jedinou pravou extenźı
je ṕısmeno a a jeho jedinou levou extenźı je ṕısmeno b. Slovo abbabba je prefixem
délky 7 slova u. Snadno nahlédneme, že množina všech faktor̊u délky 5 slova u je
L5(u) = {abbab, bbabb, babba}. Dále si také můžeme rozmyslet, že všechna slova délky
alespoň dva maj́ı vždy jedinou pravou (a také jedinou levou) extenzi, což vlastně zna-
mená, že z každého faktoru délky alespoň dva se zrod́ı jediný faktor délky o jednu větš́ı.
Proto komplexita bude C(n) = 3 pro každé n ≥ 2. (To odpov́ıdá tvrzeńı, že komplexita
periodických slov je omezená.) Definujeme-li morfismus ϕ(a) := abb a ϕ(b) := abb, pak
je zřejmě u pevným bodem ϕ.

3. Kombinováńı generátor̊u pseudonáhodných č́ısel

Chceme-li eliminovat mř́ıžkovou strukturu, pomáhá kombinovat generátory šikovným
zp̊usobem. Jednu z možných metod představili L.-S. Guimond, Jan Patera a Jǐŕı Patera
v článku [7]. Necht’ X = (Xn)n∈N a Y = (Yn)n∈N jsou dva ne nutně r̊uzné PRNG se
stejným výstupem M ⊂ N a stejnou periodou m ∈ N. Dále necht’ u = u0u1u2 . . . je
nekonečné binárńı slovo nad abecedou {a, b}. Potom generátor

Z = (Zn)n∈N (1)

založený na slově u źıskáme následuj́ıćım algoritmem:
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1. Čti krok za krokem ṕısmena u.

2. Čteš-li a po i-té, zkoṕıruj i-tý symbol z X na konec konstruované posloupnosti Z.

3. Čteš-li b po i-té, zkoṕıruj i-tý symbol z Y na konec konstruované posloupnosti Z.

Snadno lze konstrukci zobecnit pro nekonečná slova nad v́ıceṕısmennou abecedou
a kombinovat v́ıce PRNG.

Př́ıklad 2. Necht’ X = (X1X2X3X4)ω, Y = (Y1Y2Y3Y4)ω a u = (abb)ω. Potom

Z = X1Y1Y2X2Y3Y4X3Y1Y2X4Y3Y4X4Y1Y2 . . .

4. Slova s dobře rozmı́stěnými výskyty

V článku [8] je dokázáno, že PRNG založený na nekonečných slovech kóduj́ıćıch jistou
tř́ıdu cut-and-project množin je aperiodický a nemá mř́ıžkovou strukturu. Nám se
podařilo výsledek zobecnit a naj́ıt širš́ı tř́ıdu slov, která zaručuj́ı aperiodicitu a absenci
mř́ıžkové struktury pro generátory založené na takových slovech [2], [3].

Definice 1. (Vlastnost DRV pro binárńı slova.) Ř́ıkáme, že aperiodické binárńı slovo u
nad abecedou {a, b} má dobře rozmı́stěné výskyty1 (nebo má vlastnost DRV), pokud
u splňuje pro každé m ∈ N a pro každý faktor w slova u následuj́ıćı podmı́nku.
Označ́ıme-li i0, i1, i2, . . . výskyty slova w ve slově u, potom

{(
|u0u1 . . . uij−1|a, |u0u1 . . . uij−1|b

)
mod m | j ∈ N

}
= Z2

m ,

kde mod m je aplikováno po složkách, |w|a znač́ı počet výskyt̊u ṕısmene a ve slově w
a Zm = {0, 1, . . . ,m− 1}.

Vlastnost DRV definujeme pro aperiodická slova, protože je zřejmé, že nikdy neplat́ı
pro slova posléze periodická. Pro slova s vlastnost́ı DRV jsme dokázali následuj́ıćı větu.

Věta 2. Necht’ Z je PRNG z (1) založený na binárńım nekonečném slově u s vlast-
nost́ı DRV. Potom je Z aperiodický a nemá mř́ıžkovou strukturu.

Poznámka 2. Pokud bychom měli zadané konkrétńı dva generátory s periodou m
a právě pro ně chtěli garantovat absenci mř́ıžkové struktury, stačilo by zkontrolovat,
že plat́ı vlastnost DRV pouze pro modul rovný m.

Př́ıklad 3. Abychom viděli, že existuj́ı aperiodická slova, která vlastnost DRV nemaj́ı,
prozkoumejme Thueovo–Morseovo slovo

t = abbabaabbaababbabaababbaabbabaab . . . ,

které je pevným bodem morfismu ϕ(a) = ab, ϕ(b) = ba.
Vskutku, uvažujeme-li m = 2 a w = aa, potom z tvaru morfismu plyne, že se

w vyskytuje pouze na lichých pozićıch ij . Např́ıklad

i0 = 5, t0 . . . t4 = abbab, (|t0 . . . t4|a, |t0 . . . t4|b) = (2, 3),
i1 = 9, t0 . . . t8 = abbabaabb, (|t0 . . . t8|a, |t0 . . . t8|b) = (4, 5),
i2 = 17, t0 . . . t16 = abbabaabbaababbab, (|t0 . . . t16|a, |t0 . . . t16|b) = (8, 9).

1Angl. words with well-distributed occurrences
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Proto je (|t0t1 . . . tij−1|a + |t0t1 . . . tij−1|b) = ij liché č́ıslo. Tud́ıž např́ıklad

(|t0t1 . . . tij−1|a, |t0t1 . . . tij−1|b) mod 2 6= (0, 0).

Definovali jsme kombinatorickou podmı́nku – dobře rozmı́stěné výskyty – zaručuj́ıćı
absenci mř́ıžkové struktury. Nyńı je d̊uležité naj́ıt slova, která takovou vlastnost maj́ı.
V článćıch [2], [3] jsme dokázali, že sturmovská slova, což jsou slova s minimálńı kom-
plexitou mezi slovy aperiodickými, tj. s komplexitou splňuj́ıćı C(n) = n+ 1, vlastnost
DRV maj́ı. Uved’me alespoň nejznáměǰśıho zástupce této tř́ıdy – slavné Fibonacciovo
slovo: f je pevným bodem morfismu ϕ(a) = ab, ϕ(b) = a, tj.

f = abaababaabaab . . .

Kromě zobecněńı výsledku z článku [8] pro slova nad binárńı abecedou se nám
podařilo také naj́ıt kombinatorickou podmı́nku pro slova nad v́ıceṕısmennou abecedou;
generátory na nich založené pak kombinuj́ı v́ıce vstupńıch generátor̊u a opět nemaj́ı
mř́ıžkovou strukturu. Ukázalo se, že stač́ı nejpřirozeněǰśım možným zp̊usobem zobecnit
definici binárńıho slova s dobře rozmı́stěnými výskyty.

Definice 2. (Vlastnost DRV pro v́ıceṕısmenná slova.) Ř́ıkáme, že aperiodické slovo u
nad abecedou {a1, a2, . . . , ad} má dobře rozmı́stěné výskyty (nebo má vlastnost DRV),
pokud u splňuje pro každé m ∈ N a pro každý faktor w slova u následuj́ıćı podmı́nku.
Označ́ıme-li i0, i1, i2, . . . výskyty slova w ve slově u, potom

{(
|u0u1 . . . uij−1|a1

, |u0u1 . . . uij−1|a2
, . . . , |u0u1 . . . uij−1|ad

,
)

mod m | j ∈ N
}

= Zd
m ,

kde mod m je aplikováno po složkách.

Poznámka 3. Vlastnost DRV je postačuj́ıćı, nikoliv nutná podmı́nka pro absenci
mř́ıžkové struktury. Neńı těžké ukázat, že modifikované Fibonacciovo slovo, které
vzniklo z Fibonacciova slova tak, že jsme za každé ṕısmeno napsali c, tj.

u = acbcacacbcacbcac . . . ,

nemá vlastnost DRV, ale mř́ıžkovou strukturu také nemá. Jak se ale ukazuje ve sta-
tistických testech, vlastnost DRV je d̊uležitá nejen pro absenci mř́ıžkové struktury, ale
zřejmě zaručuje i daľśı dobré vlastnosti generátor̊u.

Př́ıklad 4. Uved’me nejprve triviálńı př́ıklad slova s dobře rozmı́stěnými výskyty.
Ř́ıkáme, že nekonečné slovo nad abecedou A je univerzálńı, jestliže obsahuje všechna
konečná slova nad A jako své faktory. Univerzálńı slovo nad {0, 1, . . . , d− 1} lze źıskat
např́ıklad řetězeńım zápis̊u po sobě jdoućıch přirozených č́ısel v bázi d. Je snadné si
rozmyslet, že univerzálńı slova maj́ı vlastnost DRV.

Stejně jako nad binárńı abecedou i nad v́ıceṕısmennou abecedou je potřeba ukázat,
že existuje široká tř́ıda slov, která maj́ı vlastnost DRV. V hledáńı takového př́ıkladu
jsme uspěli, protože jsme zjistili, že Arnouxova–Rauzyova slova vlastnost DRV maj́ı.
Jde o slova, která maj́ı jazyk uzavřený vzhledem k reverzi a pro každou délku n obsahuj́ı
právě jeden pravý speciálńı faktor délky n, a tento pravý speciál má nav́ıc jako pravé
extenze všechna ṕısmena abecedy. Všimněme si, že jde o př́ımé zobecněńı sturmovských
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slov na v́ıceṕısmenné abecedy, protože sturmovská slova jsou přesně takovými vlast-
nostmi charakterizována nad binárńı abecedou. Asi nejznáměǰśım tř́ıṕısmenným př́ı-
kladem je Tribonacciovo slovo u, které je pevným bodem morfismu ϕ(a) = ab,
ϕ(b) = ac, ϕ(c) = a, tj.

u = abacabaabacab . . .

Poznámka 4. Existuje jednoduchá metoda, jak vyrábět ze slov s vlastnost́ı DRV
opět slova s DRV vlastnost́ı nad abecedou s menš́ım počtem ṕısmen. Je-li abeceda
rovna {a1, a2, . . . , ad}, kde d ≥ 3, a slovo u má vlastnost DRV, potom pokud ve
slově u přeṕı̌seme ṕısmeno ad na jiné ale pevně dané ṕısmeno ai, bude mı́t výsledné
slovo opět vlastnost DRV. Takovým zp̊usobem źıskáme slova odlǐsná od sturmovských
a Arnouxových–Rauzyových.

Poznámka 5. Daľśı transformaćı slov, která zachovává vlastnost DRV a tentokrát
zachovává i abecedu, je využit́ı morfismu, jehož matice má determinant roven ±1
neboli je unimodulárńı. Matićı morfismu ϕ nad abecedou {a1, a2, . . . , ad} rozumı́me
matici Φ, jej́ıž ij-tý prvek je definován jako Φij = |ϕ(ai)|aj .

Př́ıklad 5. Uvažujme morfismus ϕ : a → aab, b → ab. Pak jeho matice má tvar
Φ = ( 2 1

1 1 ). Aplikujeme-li tento morfismus na Fibonacciovo slovo f = abaababaabaab . . .,
pak dostaneme slovo ϕ(f) = aababaabaababaababaabaababaabaabab . . ., které má také
dobře rozmı́stěné výskyty.

5. Statistické testy generátor̊u pseudonáhodných č́ısel

V předchoźı části jsme vysvětlili, že PRNG založené na slovech s DRV vlastnost́ı ne-
maj́ı mř́ıžkovou strukturu. V této kapitole ukážeme, že také v empirických statistických
testech dopadnou velmi dobře, za předpokladu, že jsou kombinovány dostatečně kva-
litńı LCG.

Pro testováńı jsou potřeba dlouhé prefixy nekonečných slov, podle kterých kom-
binujeme LCG. Naštěst́ı existuje celá řada sturmovských a Arnouxových–Rauzyových
slov, která jsou pevnými body morfismů, a takové pevné body umı́me efektivně ge-
nerovat [12]: prefix délky n źıskáme v čase O(n) a pamět’ové nároky jsou O(log n).
Chceme-li generováńı zrychlit, je výhodněǰśı si mı́sto obraz̊u ṕısmen ϕ(a) pamato-
vat ϕk(a) pro každé a ∈ A. Právě takového vylepšeńı jsme využili, č́ımž se rych-
lost generováńı prefix̊u stala vyšš́ı než rychlost generováńı výstupu kombinovaných
LCG. Např́ıklad pro źıskáńı 1010 32bitových hodnot výstupu LCG s modulem 264

jsme potřebovali 14.3 sekund, zat́ımco se stejným hardwarem jsme vygenerovali za p̊ul
sekundy 1010 ṕısmen pevného bodu morfismu. Sečteno a podtrženo, použit́ı PRNG
založených na pevných bodech morfismů znamená oproti použit́ı p̊uvodńıch LCG
pouze zanedbatelnou časovou penalizaci.

Dále ukážeme výsledky testováńı PRNG založených:

• na Fibonacciově slově (jako př́ıklad slova sturmovského): jde o pevný bod mor-
fismu a 7→ ab, b 7→ a,

• na modifikovaném Fibonacciově slově – Fibonacci2 – s ṕısmenem c vloženým na
každou druhou pozici (viz poznámka 3),

• na Tribonacciově slově (jako ilustraci ternárńıho Arnouxova–Rauzyova slova):
jde o pevný bod morfismu a 7→ ab, b 7→ ac, c 7→ a.
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slovo Fibonacci Tribonacci
uložeńı ϕ 115 s 107 s
uložeńı ϕk 0.41 s 0.36 s

Tab. 1. Porovnáńı času v sekundách pro generováńı 1010 ṕısmen Fibonacciova a Tribo-
nacciova slova s využit́ım p̊uvodńıho algoritmu [12] a jeho vylepšené verze. Počet iteraćı k
v pravidle ϕk je vyb́ırán tak, aby délka ϕk(a) nepřekročila 4096 bajt̊u pro žádné ṕısmeno
z abecedy. Měřeńı bylo provedeno na Intel Core i7-3520M CPU s frekvenćı 2.90 GHz.

Implementovali jsme PRNG založené na pevných bodech morfismů pro v́ıce stur-
movských a ternárńıch Arnouxových–Rauzyových slov. Jelikož jsou výsledky podobné,
představ́ıme zde právě jen výsledky pro tři výše uvedené zástupce. Náš program ge-
neruj́ıćı PRNG založené na pevných bodech morfismů je dostupný online spolu s po-
pisem [9].

Do test̊u jsme zahrnuli modifikované Fibonacciovo slovo, které nemá vlastnost DRV,
ale zároveň produkuje PRNG bez mř́ıžkové struktury. Ovšem je u něj vidět, že výsledky
v testech jsou horš́ı než pro Fibonacciovo slovo, a to ačkoliv je Fibonacciovo slovo
binárńı a modifikované Fibonacciovo slovo ternárńı.

Při kombinováńı LCG nepouž́ıváme všechny bity výstupu. Námi testované LCG
maj́ı periodu m v rozsahu od 247 − 115 do 264, ale my použ́ıváme pouze 32 horńıch
bit̊u jako výstup, protože právě 32bitové posloupnosti jsou potřeba jako vstup sad
statistických test̊u.2

Aplikujeme dvě sady test̊u náhodných č́ısel – TestU01 BigCrush a PractRand.
Funguj́ı rozd́ılně. Prvńı obsahuje 160 statistických test̊u, přičemž mnoho z nich je
šito na mı́ru konkrétńım typ̊um generátor̊u. Je to test s dobrým renomé, ovšem jeho
nevýhodou je, že pracuje s pevným počtem bit̊u a nejnižš́ı jeden až dva bity vždy
zahazuje. Druhá sada se skládá ze tř́ı r̊uzných test̊u, přičemž jeden se soustřed’uje
na korelace na bĺızko, druhý na korelace na dálku a posledńı je variaćı klasického

”
gap testu“ (sledováńı mezer). Nav́ıc PractRand aplikuje na vstupńı data automa-

ticky r̊uzné filtry. Pro naše účely je zaj́ımavý filtr dolńıch bit̊u – pośılá na testováńı
r̊uzný, ale předem daný pevný počet bit̊u z výstupu generátoru (t́ım se dá kontrolovat,
zda byla odstraněna výše zmı́něná slabina, kdy dolńı bity LCG s modulem rovným
mocnině dvojky maj́ı menš́ı periodu). PractRand umı́ testovat velmi dlouhé posloup-
nosti, až do několika exabajt̊u. Abychom kontrolovali čas, omezili jsme se na vstupu
na posloupnosti délky 16 TB.

Prvńı sloupec tabulky 2 ukazuje testované LCG. Sloupec BigCrush udává, kolik
test̊u sady TestU01 BigCrush neuspělo. Sloupec PractRand udává log2 délky vstupńıch
dat v bajtech, pro která začaly být výsledky PractRand velmi podezřelé (p-hodnota
menš́ı než 10−5). Jeden LCG neukázal v PractRand testu žádné slabiny, což jsme
označili jako > 44. Posledńı sloupec ukazuje čas v sekundách pro generováńı prvńıch
1010 32bitových posloupnost́ı výstupu na Intel i7-3520M CPU s frekvenćı 2.90 GHz.

Z tabulky 2 vid́ıme, že LCG s m ∈ {247 − 115, 263 − 25} dávaj́ı nejlepš́ı sta-
tistické výsledky. Zároveň je ale čas generováńı jejich výstupu 20krát pomaleǰśı než

2Nepouž́ıváme př́ımo LCG s modulem 232, protože u takových generátor̊u je známo, že k-tý bit
LCG s modulem 2` pro nějaké ` ∈ N má periodu délky pouze 2k. Nav́ıc i generátory, které nemaj́ı
modul ve tvaru 2`, ale maj́ı periodu bĺızkou 232, z̊ustávaj́ı i po kombinováńı podle slov s dobře
rozmı́stěnými výskyty v testech př́ılǐs slabé.
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Generátor Zkratka BigCrush PractRand Čas 1010

LCG(247 − 115, 71971110957370, 0) L47-115 14 40 281 s

LCG(263 − 25, 2307085864, 0) L63-25 2 >44 277 s

LCG(259, 1313, 0) L59 19 27 14.1 s

LCG(263, 519, 1) L63 19 33 14.4 s

LCG(264, 2862933555777941757, 1) L64 28 18 35 14.0 s

LCG(264, 3202034522624059733, 1) L64 32 14 34 14.1 s

LCG(264, 3935559000370003845, 1) L64 39 13 33 14.0 s

Tab. 2. Seznam použitých LCG(m, a, c) a jejich výsledky v testech BigCrush a PractRand

u ostatńıch použitých LCG. To je dáno faktem, že operaci modulo muśıme opravdu
poč́ıtat, zat́ımco modulováńı 2` odpov́ıdá posouváńı binárńı tečky.

V tabulkách 3, 4, 5 ukážeme výsledky PRNG založených na Fibonacciově, mo-
difikovaném Fibonacciově slově a Tribonacciově slově při kombinováńı r̊uzných LCG
z tabulky 2. (Kombinujeme tak, že čteńı ṕısmene a ve slově odpov́ıdá použit́ı výstupu
generátoru ve sloupci a a analogicky pro daľśı ṕısmena b, c a sloupce b, c.) To zahrnuje
také použit́ı r̊uzných instanćı stejného generátoru. Všechny LCG maj́ı jako násadu
č́ıslo 1. PRNG pak byly “zahřáty” generováńım 109 hodnot, než byly spuštěny sta-
tistické testy. Protože frekvence ṕısmen jsou odlǐsné (např. u Fibonacciova slova je
poměr frekvence a ku b roven τ = 1

2 (1 +
√

5)
.
= 1.618), zahř́ıvaćı kolo zp̊usob́ı, že

i dvě instance stejného generátoru se budou po chv́ıli hodně lǐsit. Sloupec BigCrush
použ́ıvá následuj́ıćı značeńı: prvńı č́ıslo indikuje, kolik test̊u sady BigCrush neuspělo,
a druhé č́ıslo v závorce udává, kolik test̊u mělo podezřele malou p-hodnotu v rozsahu
od 10−6 do 10−4. Sloupec PractRand ukazuje log2 délky vstupńıch dat v bajtech, pro
které začaly být výsledky PractRand velmi podezřelé (p-hodnota menš́ı než 10−5).
Maximálńı objem vstupńıch dat byl 16TB

.
= 244B. Sloupec s časem udává dobu ge-

nerováńı 1010 32bitových slov na Intel i7-3520M CPU s frekvenćı 2.90 GHz. Zdrojový
kód je dostupný v [9].

Na základě výsledk̊u statistických test̊u jsme učinili následuj́ıćı pozorováńı:

1. Kvalita LCG se podstatně zlepšila, když jsme je zkombinovali podle slov s dobře
rozmı́stěnými výskyty. Toto je dobře patrné v testu BigCrush. Zat́ımco pro
p̊uvodńı LCG neuspělo 13 až 19 test̊u (jedinou výjimkou byl generátor L63-25
s dvěma neúspěchy – viz tabulka 2), po zkombinováńı téměř všechny BigCrush
testy prošly. Nejhorš́ım výsledkem byl jeden neúspěšný test pro kombinaci podle
Tribonacciova slova, resp. podle Fibonacciova slova pro LCG L47-115. Pravdě-
podobnou př́ıčinou je ovšem nejkratš́ı perioda tohoto generátoru mezi všemi
uvažovanými LCG.

Výsledky sady PractRand také potvrzuj́ı zlepšeńı. Např́ıklad v př́ıpadě LCG
s modulem 264 začal test nacházet neregularity v distribuci posledńıho bitu
až pro výstup velikosti 2TB. Čtenář necht’ tento fakt porovná s velikost́ı dat
8 GB až 32 GB, kdy p̊uvodńı LCG vykazovaly slabiny v tomto testu. Sada test̊u
PractRand aplikuje na vstupńı data r̊uzné filtry a všechny chyby se objevily pro
filter Low1/32, kde je kontrolována distribuce pouze posledńıho bitu. Bylo by
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Slovo Skupina a b BigCrush PractRand Čas 1010

Fib A L64 28 L64 28 0 41 30.2 s

A L64 32 L64 28 0(1) 41 29.3 s

A L64 39 L64 28 0 (2) 41 31 s

A L64 28 L64 32 0 41 30.2 s

A L64 32 L64 32 0 41 30.1 s

B L47-115 L47-115 1(1) >44 302 s

B L63-25 L63-25 0(1) >44 299 s

B L59 L59 0(1) 34 28.7 s

C L63-25 L59 0 38 198 s

C L59 L63-25 0(1) 35 134 s

C L63-25 L64 39 0 >44 199 s

C L64 39 L63-25 0 41 135 s

C L59 L64 39 0 35 30.4 s

C L64 39 L59 0 37 31.3 s

Tab. 3. Shrnut́ı výsledk̊u statistických test̊u pro generátory založené na Fibonacciově slově
a r̊uzných kombinaćıch LCG z tabulky 2

tedy jistě možné zlepšit kvalitu generátoru t́ım, že by se ze vstupńıch bit̊u bralo
pouze 16 horńıch bit̊u, př́ıpadně kombinováńım generátor̊u, které nemaj́ı modul
tvaru 2`.

2. Kvalita kombinovaných generátor̊u silně záviśı na kvalitě kombinovaných ge-
nerátor̊u, viz např. některé generátory skupiny B v tabulkách 3, 4, 5, které měly
dobré výsledky v testu PractRand již v p̊uvodńım tvaru.

3. Daľśım zaj́ımavým pozorováńım je fakt, že už́ıváńım LCG se stejnými parametry
a r̊uznou násadou (inicializačńı hodnotou) nic nepokaźıme. Jen je třeba pohĺıdat,
aby byly počátečńı stavy dostatečně r̊uzné, viz skupina A a B v tabulkách 3, 4
a 5.

4. Kombinujeme-li LCG r̊uzné kvality, pak LCG nejnižš́ı kvality určuje kvalitu
výsledného generátoru, viz skupina C v tabulkách 3, 4, 5. Pokud tedy kom-
binujeme LCG r̊uzné kvality, je dobré použ́ıt nejlepš́ı z nich tak, aby odpov́ıdal
nejčastěǰśımu ṕısmenu ve slově s vlastnost́ı DRV.

5. Na druhé straně, když kombinujeme generátory stejné kvality, pak na jejich
pořad́ı nezálež́ı, viz skupina A v tabulkách 3, 4, 5.

6. Modifikované Fibonacciovo slovo neprodukuje lepš́ı výsledky než Fibonacciovo
slovo, ačkoliv je nad větš́ı abecedou. Je to pochopitelné, protože vzniklo pravi-
delným vkládáńım nového ṕısmena za každé ṕısmeno Fibonacciova slova.

7. Tribonacciovo slovo ukazuje lepš́ı výsledky než Fibonacciovo slovo. Takové po-
zorováńı bylo platné pro každé ternárńı Arnouxovo–Rauzyovo slovo v porovnáńı
se sturmovskými slovy.
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Slovo Skupina a b c BigCrush PractRand Čas 1010

Fib2 A L64 28 L64 28 L64 28 0 40 28.4 s

A L64 39 L64 28 L64 28 0(2) 40 27.9 s

A L64 39 L64 32 L64 28 0 39 27.5 s

A L64 28 L64 39 L64 28 0 40 27.3 s

A L64 32 L64 39 L64 28 0 40 27.5 s

B L47-115 L47-115 L47-115 0(2) >44 297.0 s

B L63-25 L63-25 L63-25 0(2) >44 293.0 s

B L59 L59 L59 0(1) 32 27.4 s

B L63 L63 L63 0 38 27.3 s

C L63-25 L59 L64 39 0(1) 39 113.0 s

C L63-25 L64 39 L59 0 32 113.0 s

C L59 L63-25 L64 39 0 38 81.1 s

C L59 L64 39 L63-25 0 39 158.3 s

C L64 39 L63-25 L59 0 31 81.0 s

C L64 39 L59 L63-25 0 42 159.0 s

Tab. 4. Shrnut́ı výsledk̊u statistických test̊u pro generátory založené na modifikovaném Fi-
bonacciově slově a r̊uzných kombinaćıch LCG z tabulky 2

Slovo Skupina a b c BigCrush PractRand Čas 1010

Trib A L64 28 L64 28 L64 28 0(2) 42 27.2

A L64 39 L64 28 L64 28 0 43 27.1

A L64 39 L64 32 L64 28 0(1) 42 28.0

A L64 28 L64 39 L64 28 0(1) 42 28.1

A L64 32 L64 39 L64 28 0 42 27.1

B L47-115 L47-115 L47-115 1 >44 299.0

B L63-25 L63-25 L63-25 0(1) >44 298.0

B L59 L59 L59 0 35 27.2

B L63 L63 L63 0(1) 41 27.2

C L63-25 L59 L64 39 0(1) 39 172.0

C L63-25 L64 39 L59 0(1) 41 173.0

C L59 L63-25 L64 39 0 35 106.0

C L59 L64 39 L63-25 0 34 70.5

C L64 39 L63-25 L59 0 41 107.0

C L64 39 L59 L63-25 0(1) 40 74.3

Tab. 5. Shrnut́ı výsledk̊u statistických test̊u pro generátory založené na Tribonacciově slově
a r̊uzných kombinaćıch LCG z tabulky 2
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6. Otevřené problémy a daľśı výzkum

Otevřených problémů z̊ustává mnoho. Co se týče kombinatorické části článku, bylo by
dobré naj́ıt daľśı velké tř́ıdy slov s dobře rozmı́stěnými výskyty a předevš́ım by bylo
dobré vědět, které pevné body morfismů maj́ı vlastnost DRV. Také se zdá smysluplné
studovat vlastnost DRV jen pro některé speciálńı moduly, kdy v definici vlastnosti DRV
uvažujeme jedno konkrétńı m mı́sto libovolného modulu. V souvislosti se statistickými
testy je pole p̊usobnosti ještě větš́ı – kromě aperiodicity a absence mř́ıžkové struktury
neńı dosud žádný daľśı úspěch v testech vysvětlen teoreticky. Samozřejmě pokračujeme
také ve statistických testech, kdy kombinujeme jiné než LCG generátory a výsledky
porovnáváme s obdobně rychlými PRNG.

Poděkováńı. Prvńı z autor̊u děkuje za finančńı podporu grantu GAČR 13-03538
a L’Oréalu Česká republika za stipendium Pro ženy ve vědě.
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