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Generatory pseudonahodnych ¢isel zalozené
na nekonecénych slovech

Lubomira Balkovd, Jiri Hladky, Praha

V ¢lanku ukazeme, jak lze vyuzit nekoneénych aperiodickych slov ke konstrukei ge-
neratoru nahodnych ¢isel. Zavedeme tiidu slov s dobfe rozmisténymi vyskyty, pro
niz jsme dokdzali, ze pii kombinaci periodickych generdtoru podle slov z této t¥idy
vznikaji generatory aperiodické, jez navic nemaji miizkovou strukturu. Slova s dobie
rozmisténymi vyskyty zahrnuji napt. slova sturmovska a Arnouxova—Rauzyova slova,
z nichz néktera se daji generovat rychlym algoritmem, protoze jsou pevnymi body mor-
fismu. Prave generatory pseudonahodnych ¢isel zalozené na pevnych bodech morfismii,
které maji dobfe rozmisténé vyskyty, jsme také otestovali bateriemi statistickych testu
TestUO1 a PractRand. Ukazalo se, ze nova metoda podstatné zlepsuje statistické vlast-
nosti generovanych ndhodnych ¢éisel za cenu pouze zanedbatelné zvysSené vypocetni
a pamétové narocnosti.

Uvod

Kombinatorika na slovech je cca 100 let stara disciplina, za jejihoz zakladatele se ¢asto
pokladd Axel Thue. Ten pii studiu jistych kombinatorickych vlastnosti nekone¢nych
slov [1] vysvétlil, ze nemél na mysli Zddnou konkrétni aplikaci, nybrz studoval tyto
otazky, protoze se mu zdaly samy o sobé dostateéné zajimavé. Timto tvrzenim dnes
radi haji svou praci teoreticti ,,kombinatorici na nekone¢nych slovech“. V tomto ¢lanku
ovsem ukazeme, ze se znalosti kombinatoriky na slovech daji aplikovat i v tak praktické
oblasti, jakou je generovani ndhodnych ¢isel.

Generatory pseudondhodnych ¢isel se snazi produkovat nahodnd ¢isla pouzitim
deterministického procesu. Je jasné, ze takové generdtory maji mnoho vad na krase.
Nejcastejsi a nejlépe prostudované generatory — linearni kongruen¢ni generatory —
jsou periodické a jejich zndmym defektem je tzv. miizkovd struktura. V ¢ldnku [8] je
dokézdno, ze kdyz se dva linedrni kongruen¢n{ generdtory (ale i jakékoliv jiné perio-
dické generatory) zkombinuji podle nekoneénych slov kédujicich jistou tiidu kvazikrys-
tali nebo ekvivalentné cut-and-project mnozin, vyslednd posloupnost je aperiodicka
a nema miizkovou strukturu. Dalsi vysledky spjaté s kvazikrystaly jsou k nalezeni také
v ¢lancich [6], [7].

Nagim piinosem je nalezeni kombinatorické podminky — dobfe rozmisténé vy-
skyty (DRV) — zarucujici aperiodicitu a absenci miizkové struktury [3], [2]. Ukdzali
jsme, ze vlastnost DRV spliuji siroké tiidy nekone¢nych slov: sturmovska slova, Arnou-
xova—Rauzyova slova a dalsi, z nichz mnohé umime generovat rychlym zpusobem,
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protoze jsou pevnymi body morfismu. Tim jsme vysledky z [8] zobecnili pro §irs{ t¥idy
binarnich slov, ale dokonce i pro slova nad vicepismennou abecedou, podle kterych
se kombinuje vice linedrnich kongruenénich generdtoru (nebo i jinych periodickych
generatoru).

Poté jsme se vénovali testovani kvality generatoru zaloZzenych na slovech z takovych
t¥id, konkrétné na Fibonacciové a Tribonacciové slové, pficemz jsme pouzivali balicky
statistickych testu TestUO1 [5] a PractRand [4]. Tim jsme potvrdili, ze kdyz se kombi-
nuji linearni kongruenéni generatory pomoci nekoneénych slov s dobfe rozmisténymi
vyskyty, vznikd aperiodicka pseudondhodnd posloupnost, ktera nejen ze nemé miizko-
vou strukturu, ale i fada jejich dalsich vlastnosti se vice podoba nahodné posloupnosti.

V ¢lanku nejprve uvedeme motivaci z oblasti generovani nahodnych ¢isel. Ve druhé
kapitole poté pripomeneme pojmy z kombinatoriky na slovech, které se jiz v PMFA
zCasti objevily [1]. Ve tiet{ kapitole zavedeme generdatory zalozené na nekone¢nych
slovech. Ve ¢tvrté kapitole potom prostudujeme kombinatorickou vlastnost dobfe roz-
misténych vyskytu. Patd kapitola shrne vysledky empirického testovani a na zavér
zformulujeme oteviené problémy a sméry dalsiho mozného vyzkumu.

1. M#izkova struktura generatori pseudondhodnych cisel

Pod pojmem pseudondhodnd posloupnost nebo generator pseudondhodnych c¢isel
(PRNG - z anglického pseudorandom number generator) rozumime v daldim textu
jakoukoliv posloupnost ¢isel z N = {0,1,2,...}. Stdle oblibené generdtory — linedrni
kongruenéni generatory — jsou zainym piikladem generatort, které maji slabinu zvanou
mi{zkova struktura (a to dokonce jiz od dimenze rovné dvéma [10]). Necht Z =(Z,,)nen
je PRNG, jehoz vystupem je koneénd mnozina M C N. Rikdme, ze Z mé miizkovou
strukturu, pokud existuje kladné ¢ € N takové, ze mnozina

{(Zi, Zigr, . Zigsa) | i €N}

je pokryta soustavou rovnobéznych stejné vzdédlenych nadrovin v eukleidovském pro-
storu RY a zaroveii tyto nadroviny nepokryvaji viechny body miizky

M" = {(Ay, As, ..., A) | Ai € M pro kazdé i € {1,...,t}}.

Pfipomenme, Ze linedrni kongruenéni generdtor, zkrdcené LCG, (Z,)nen je ddn
parametry a,m,c € N a definovan rekurentnim vztahem Z,,,1 = aZ, + ¢ mod m.
Piikladem LCG s vyraznou miizkovou strukturou je generdtor RANDU, ktery se hojné
pouzival v Sedesatych letech 20. stoleti. Pro t = 3 jsou po sobé jdouci trojice ¢isel
z generdtoru, tj. {(Z;, Zit1, Zit2) ‘ i € N}, pokryty pouhymi 15 rovnobéznymi stejné
vzdalenymi rovinami, které ani zdaleka nepokryvaji celou miizku {1,2,...,m — 1}3,
viz obr. 1.

Z ¢lanku [8] lze vy¢ist postacujici podminku na absenci miizkové struktury, i kdyz
pifmo v ném je formulovédna v méné obecné formé (Lemma 2.3).

Véta 1. Necht Z je PRNG, jehoZ vystupem je koneénd mnozina M C N obsahujici
alespon dva prvky. Predpokladejme, zZe pro kazdé A, B € M a pro kazdé { € N existuje
(-tice (A1, Aa, ..., Ap) takovd, Ze jak (Aq, Aa, ..., Ay, A), tak i (Ay, Aa, ..., Ay, B) jsou
(¢ + 1)-tice z generdtoru Z. Potom Z nemd mrizkovou strukturu.
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Obr. 1. Trojice generatoru RANDU, LCG s parametry a = (2'¢ 4+ 3),m = 23!, ¢ = 0, jsou
pokryty pouhymi 15 rovnobéznymi stejné vzdalenymi rovinami.

Poznamka 1. V feci kombinatoriky na slovech, viz kapitola 2, 1ze znéni predchozi véty
formulovat nésledovné: Necht Z je PRNG, jehoz vystupem je koneénd mnozina M C N
obsahujici alesponn dva prvky. Pokud Z obsahuje pro kazdd dvé pismena A, B € M
a pro kazdou délku ¢ € N pravy specidlni faktor £ s pravymi extenzemi A a B, potom
Z nemd miizkovou strukturu.

2. Slovnik kombinatoriky na slovech

Abychom mohli zformulovat kombinatorickou podminku na absenci miizkové struk-
tury a také priblizit tiidy slov, které onu vlastnost dobfe rozmisténych vyskytt maji,
potfebujeme nejprve zavést nékolik pojmu z kombinatoriky na slovech. Abecedou A
rozumime kone¢nou mnozinu symbolu, fikdme jim pismena. Slovem w nazyvame ko-
necnou posloupnost pismen. Jeho délkou rozumime pocet pismen, kterd obsahuje,
a zna¢ime ji |w|. Symbolem A* znaéime mnozinu vsech kone¢nych slov nad abece-
dou A s priddnim prdzdného slova e (jde o neutrdlni prvek vuci operaci retézenf
a jeho délku klademe rovnu nule). Mnozina A* vybavend operaci Fetézeni tvoif monoid.
Pod nekonecéngm slovem u nad abecedou A pak rozumime nekoneénou posloupnost
pismen z A, v niz se kazdé pismeno z A skuteéné vyskytuje, tj. u = vpujus ..., kde
u; € A. Koneéné slovo w nazveme faktorem (podslovem) koneéného ¢ nekoneéného
slova u, pokud existuje slovo v a slovo x (koneéné ¢i nekone¢né) tak, ze u = vwz. Je-li
v prazdné slovo, nazveme w prefizem slova u. Podobné pokud je x = ¢, fikdme, ze w je
sufix slova u.

Pro kazdy faktor w nekone¢ného slova u nazyvame vgskytem w v u kazdy index i,
pro ktery plati, ze slovo w je prefixem nekone¢ného slova w;u;yiu;4+2 ... Nekonetné
slovo je rekurentni, kdyz se v ném kazdy jeho faktor vyskytuje nekone¢nékrat. Sym-
bolem |w|, zna¢ime pocet vyskytu pismene a ve slové w.
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Casto pracujeme s morfismem ¢: A* — A*, tedy zobrazenim, které splituje pro
kazd4 dvé konecnd slova v, w € A*:

p(vw) = p(v)p(w).

Morfismus je samoziejmé jednoznacéné dan, pokud zndme obrazy pismen abecedy A.
Jeho pusobeni lze prirozenou cestou rozsitit i na nekonecna slova:

p(uguiug . ..) = @(ug)e(ur)e(usz) . ..

Pokud nekonecné slovo u spliiuje p(u) = u, nazveme je pevngm bodem morfismu .

Jazykem L(u) nekonecéného slova u nazyvadme mnozinu vsech faktoru tohoto slova.
Rikdme, ze jazyk je uzavieny vzhledem k reverzi (angl. closed under reversal), kdyz
s kazdym slovem obsahuje i jeho reverzi, tj. slovo vzniklé &étenfm pozpéatku. Necht
n je prirozené ¢islo, symbolem £,,(u) zna¢ime mnozinu véech faktoru délky n slova u.
Nekonec¢né slovo u nazyvame posléze periodické (angl. eventually periodic), pokud je
tvaru u = wv*, kde w,v € A* a w znaci nekoneéné opakovani. V opaéném piipadé
nazyvame slovo u aperiodické. (Faktorovou) komplezitou slova u je zobrazeniC : N — N
definované vztahem

C(n) := pocet ruznych faktoru délky n obsazenych ve slové u.

Je znamo, ze komplexita posléze periodickych slov je omezend, zatimco komplexita
aperiodickych slov spliiuje C(n) > n 4 1 pro vSechna n € N, viz [11].

Pravou extenzi faktoru w slova u nazveme libovolné pismeno a € A takové, ze
wa je faktor slova u. Ziejmé kazdy faktor ma alespon jednu pravou extenzi. Takové
faktory, které maji alespon dvé pravé extenze, se nazyvaji pravé specidly. Podobné lze
definovat levou extenzi a levé specidly.

Priklad 1. Iustrujme uvedené pojmy na nekonetném slové u = (abb)®. Abeceda
je A = {a,b}. Slovo babb je faktorem délky 4 slova u. Jeho jedinou pravou extenzi
je pismeno a a jeho jedinou levou extenzi je pismeno b. Slovo abbabba je prefixem
délky 7 slova u. Snadno nahlédneme, ze mnozina vsech faktoru délky 5 slova u je
Ls(u) = {abbab, bbabb, babba}. Déle si také muzeme rozmyslet, ze vsechna slova délky
alesponi dva maji vzdy jedinou pravou (a také jedinou levou) extenzi, coz vlastné zna-
mena, ze z kazdého faktoru délky alespon dva se zrodi jediny faktor délky o jednu vétsi.
Proto komplexita bude C(n) = 3 pro kazdé n > 2. (To odpovid4 tvrzeni, ze komplexita
periodickych slov je omezend.) Definujeme-li morfismus ¢(a) := abb a ¢(b) := abb, pak
je zfejmé u pevnym bodem ¢.

3. Kombinovani generatori pseudonahodnych éisel

Chceme-li eliminovat miizkovou strukturu, pomahd kombinovat generatory sikovnym
zpusobem. Jednu z moznych metod predstavili L.-S. Guimond, Jan Patera a Jif{ Patera
v ¢ldnku [7]. Necht X = (X,)neny a Y = (Yi)nen jsou dva ne nutné ruzné PRNG se
stejnym vystupem M C N a stejnou periodou m € N. Déle nechf u = uguius... je
nekone¢né bindrni slovo nad abecedou {a,b}. Potom generdtor

Z = (Zn)nEN (1)

zaloZeny na slové u ziskame nasledujicim algoritmem:
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1. Cti krok za krokem pismena u.
2. Ctes-li a po i-té, zkopiruj i-ty symbol z X na konec konstruované posloupnosti Z.
3. Ctes-li b po i-t6, zkopiruj i-t§ symbol z Y na konec konstruované posloupnosti Z.

Snadno 1ze konstrukeci zobecnit pro nekoneéna slova nad vicepismennou abecedou
a kombinovat vice PRNG.

Priklad 2. Necht X = (X3 X2X3X4)%, YV = (Y1Y2Y3Y,)¥ a u = (abb)*. Potom
Z = X1 Yo XoV3Yy XsY1 Yo Xy Y3V Xy VhYs ...

4. Slova s dobfe rozmisténymi vyskyty

V éldnku [8] je dokdzano, ze PRNG zalozeny na nekoneénych slovech kédujicich jistou
t¥idu cut-and-project mnozin je aperiodicky a nema miizkovou strukturu. Nam se
podafrilo vysledek zobecnit a najit Sirsi tiidu slov, kterd zarucuji aperiodicitu a absenci
miizkové struktury pro generdtory zalozené na takovych slovech [2], [3].

Definice 1. (Vlastnost DRV pro binérni slova.) Rikédme, 7e aperiodické binérnf slovo u
nad abecedou {a,b} ma dobre rozmisténé vyjskyty' (nebo ma vlastnost DRV), pokud
u spliuje pro kazdé m € N a pro kazdy faktor w slova u nésledujici podminku.
Oznacime-li ig, i1, i3, . . . vyskyty slova w ve slové u, potom

{(|u0u1 oo Uiy —1]a, [uouy - .uij,1|b) modm | j € N} =72,

kde mod m je aplikovdno po slozkach, |w|, zna¢i pocet vyskytu pismene a ve slové w
aZm=1{0,1,...,m—1}.

Vlastnost DRV definujeme pro aperiodickd slova, protoze je ziejmé, ze nikdy neplati
pro slova posléze periodicka. Pro slova s vlastnosti DRV jsme dokéazali nasledujici vétu.

Véta 2. Necht Z je PRNG z (1) zaloZeny na bindrnim nekonec¢ném slové u s vlast-
nosti DRV. Potom je Z aperiodicky a nema miizkovou strukturu.

Poznamka 2. Pokud bychom méli zadané konkrétni dva generatory s periodou m
a pravé pro né chtéli garantovat absenci miizkové struktury, stacilo by zkontrolovat,
ze plati vlastnost DRV pouze pro modul rovny m.

Piiklad 3. Abychom vidéli, ze existuji aperiodicka slova, kterd vlastnost DRV nemayji,
prozkoumejme Thueovo—Morseovo slovo

t = abbabaabbaababbabaababbaabbabaab . . .,

které je pevnym bodem morfismu p(a) = ab, ¢(b) = ba.
Vskutku, uvazujeme-li m = 2 a w = aa, potom z tvaru morfismu plyne, Ze se
w vyskytuje pouze na lichych pozicich ¢;. Napiiklad

i0:5, to...t4:abbab, (|t0...t4|a,|t0...t4|b):(2,3),
il :9, t()...tg :abbabaabb, (|t0...t8|a,|t0...t8|b) = (4,5)7
’ig = 17, t() . t16 = abbabaabbaababbab, (|t0 e tlﬁ‘a7 |t0 . t16|b) = (8, 9)

L Angl. words with well-distributed occurrences
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Proto je (‘totl [P tij—1|a + |t0t1 PN tij—l‘b) = ij liché ¢islo. Tudiz napf“l'klad
(‘totl ‘e tij—1|a7 ‘totl ‘e tij—1|b) mod 2 # (0,0)

Definovali jsme kombinatorickou podminku — dobfe rozmisténé vyskyty — zarucujici
absenci miizkové struktury. Nyni je dulezité najit slova, kterd takovou vlastnost maji.
V ¢lancich [2], [3] jsme dokézali, ze sturmouvskd slova, coz jsou slova s minimaln{ kom-
plexitou mezi slovy aperiodickymi, tj. s komplexitou splitujici C(n) = n + 1, vlastnost
DRV maji. Uvedme alespoil nejznaméjsiho zastupce této tiidy — slavné Fibonacciovo
slovo: f je pevnym bodem morfismu ¢(a) = ab, p(b) = a, tj.

f = abaababaabaab . ..

Kromé zobecnéni vysledku z ¢ldnku [8] pro slova nad bindrn{ abecedou se ndm
podafrilo také najit kombinatorickou podminku pro slova nad vicepismennou abecedou;
generatory na nich zalozené pak kombinuji vice vstupnich generdtori a opét nemaji
miizkovou strukturu. Ukézalo se, Ze staci nejptirozenéjsim moznym zpusobem zobecnit
definici bindrniho slova s dobfe rozmisténymi vyskyty.

Definice 2. (Vlastnost DRV pro vicepismennd slova.) Rikdme, ze aperiodické slovo u
nad abecedou {a1,as, ...,aq} ma dobre rozmisténé vyskyty (nebo ma vlastnost DRV),
pokud u spliiuje pro kazdé m € N a pro kazdy faktor w slova u nésledujici podminku.
Oznacime-li ig, i1, 12, ... vyskyty slova w ve slové u, potom

{(|UOU1 ...uij,1|al, ‘Uo’u,l ...uij,1|a2,...,|u0u1 ...’U,ij,1|ad,) mod m | j e N} = szm

kde mod m je aplikovano po slozkach.

Poznamka 3. Vlastnost DRV je postacujici, nikoliv nutnd podminka pro absenci
miizkové struktury. Neni tézké ukazat, ze modifikované Fibonacciovo slovo, které
vzniklo z Fibonacciova slova tak, ze jsme za kazdé pismeno napsali ¢, tj.

u = acbcacacbcacbeac. . .

nema vlastnost DRV, ale miizkovou strukturu také nema. Jak se ale ukazuje ve sta-
tistickych testech, vliastnost DRV je dulezitd nejen pro absenci miizkové struktury, ale
ziejmé zarucuje i dalsi dobré vlastnosti generdtoru.

Piiklad 4. Uvedme nejprve trivialni piiklad slova s dobfe rozmisténymi vyskyty.
Rikdme, ze nekonecné slovo nad abecedou A je univerzdlni, jestlize obsahuje vechna
konecn4 slova nad A jako své faktory. Univerzalni slovo nad {0,1,...,d — 1} lze ziskat
napfiiklad fetézenim zapisu po sobé jdoucich prirozenych ¢isel v bézi d. Je snadné si
rozmyslet, ze univerzalni slova maji vlastnost DRV.

Stejné jako nad binarni abecedou i nad vicepismennou abecedou je potieba ukazat,
Ze existuje siroka tfida slov, kterd maji vlastnost DRV. V hledani takového prikladu
jsme uspéli, protoze jsme zjistili, ze Arnourova—Rauzyova slova vlastnost DRV maji.
Jde o slova, ktera maji jazyk uzavieny vzhledem k reverzi a pro kazdou délku n obsahuji
praveé jeden pravy specialni faktor délky n, a tento pravy special mé navic jako pravé
extenze vSechna pismena abecedy. Vsimnéme si, ze jde o pfimé zobecnéni sturmovskych
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slov na vicepismenné abecedy, protoze sturmovska slova jsou presné takovymi vlast-
nostmi charakterizovdna nad bindrni abecedou. Asi nejzndméjsim tiipismennym pii-
kladem je Tribonacciovo slovo u, které je pevnym bodem morfismu (a) = ab,
@(b) = ac, p(c) = a, tj.

u = abacabaabacab . . .

Poznamka 4. Existuje jednoduchd metoda, jak vyrdbét ze slov s vlastnosti DRV
opét slova s DRV vlastnosti nad abecedou s mensim poc¢tem pismen. Je-li abeceda
rovna {aj,as,...,aq}, kde d > 3, a slovo u mé vlastnost DRV, potom pokud ve
slové u prepiseme pismeno a4 na jiné ale pevné dané pismeno a;, bude mit vysledné
slovo opét vlastnost DRV. Takovym zpusobem ziskame slova odlisna od sturmovskych
a Arnouxovych—Rauzyovych.

Poznamka 5. Dalsi transformaci slov, kterd zachovava vlastnost DRV a tentokrat
zachovava i abecedu, je vyuziti morfismu, jehoZ matice ma determinant roven =+1
neboli je unimoduldrni. Matic{ morfismu ¢ nad abecedou {a,as,...,aq} rozumime
matici ®, jejiz ij-ty prvek je definovan jako ®;; = |¢(a;)la, -

Piiklad 5. Uvazujme morfismus ¢ : a — aab, b — ab. Pak jeho matice ma tvar
® = (21). Aplikujeme-li tento morfismus na Fibonacciovo slovo f = abaababaabaab . . .,
pak dostaneme slovo ¢(f) = aababaabaababaababaabaababaabaabab . . ., které ma také
dobfe rozmisténé vyskyty.

5. Statistické testy generatort pseudonahodnych c¢isel

V predchozi ¢asti jsme vysvétlili, ze PRNG zalozené na slovech s DRV vlastnosti ne-
maji miizkovou strukturu. V této kapitole ukdzeme, ze také v empirickych statistickych
testech dopadnou velmi dobte, za predpokladu, ze jsou kombinovany dostateéné kva-
litni LCG.
Pro testovani jsou potieba dlouhé prefixy nekoneénych slov, podle kterych kom-
binujeme LCG. Nastésti existuje celd fada sturmovskych a Arnouxovych—Rauzyovych
slov, kterd jsou pevnymi body morfismu, a takové pevné body umime efektivné ge-
nerovat [12]: prefix délky n ziskdme v ¢ase O(n) a pamétové naroky jsou O(logn).
Chceme-li generovéni zrychlit, je vyhodnéjsi si misto obrazu pismen ¢(a) pamato-
vat ©¥(a) pro kazdé a € A. Pravé takového vylepseni jsme vyuzili, ¢fimz se rych-
lost generovani prefixi stala vysSsi nez rychlost generovani vystupu kombinovanych
LCG. Napiiklad pro ziskdni 10'° 32bitovych hodnot vystupu LCG s modulem 264
jsme potiebovali 14.3 sekund, zatimco se stejnym hardwarem jsme vygenerovali za pul
sekundy 10'° pismen pevného bodu morfismu. Se¢teno a podtrzeno, pouziti PRNG
zalozenych na pevnych bodech morfismu znamend oproti pouziti puvodnich LCG
pouze zanedbatelnou ¢asovou penalizaci.
Déle ukazeme vysledky testovani PRNG zalozenych:
e na Fibonacciové slové (jako piiklad slova sturmovského): jde o pevny bod mor-
fismu a — ab, b — a,

e na modifikovaném Fibonacciové slové — Fibonacci2 — s pismenem c vlozenym na
kazdou druhou pozici (viz pozndmka 3),

e na Tribonacciové slové (jako ilustraci terndrnifho Arnouxova-Rauzyova slova):
jde o pevny bod morfismu a — ab, b — ac, c — a.
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slovo Fibonacci | Tribonacci
ulozeni ¢ 115 s 107 s
ulozeni ¥ 0.41s 0.36 s

Tab. 1. Porovnani éasu v sekundéch pro generovéni 10'° pismen Fibonacciova a Tribo-
nacciova slova s vyuzitim puvodniho algoritmu [12] a jeho vylepsené verze. Pocet iteraci k
v pravidle ©® je vybirdn tak, aby délka " (a) nepiekrocila 4096 bajti pro zadné pismeno
z abecedy. Méfeni bylo provedeno na Intel Core i7-3520M CPU s frekvenci 2.90 GHz.

Implementovali jsme PRNG zalozené na pevnych bodech morfismu pro vice stur-
movskych a ternarnich Arnouxovych—Rauzyovych slov. Jelikoz jsou vysledky podobné,
predstavime zde pravé jen vysledky pro tii vyse uvedené zastupce. Nas§ program ge-
nerujici PRNG zaloZené na pevnych bodech morfismu je dostupny online spolu s po-
pisem [9].

Do testu jsme zahrnuli modifikované Fibonacciovo slovo, které nema vlastnost DRV,
ale zaroven produkuje PRNG bez miizkové struktury. Ovsem je u néj vidét, ze vysledky
v testech jsou horsi nez pro Fibonacciovo slovo, a to ackoliv je Fibonacciovo slovo
bindrni a modifikované Fibonacciovo slovo ternarni.

P#i kombinovani LCG nepouzivame vSechny bity vystupu. Nami testované LCG
maji periodu m v rozsahu od 247 — 115 do 254, ale my pouzivime pouze 32 hornich
bitu jako vystup, protoze pravé 32bitové posloupnosti jsou potieba jako vstup sad
statistickych testi.?

Aplikujeme dvé sady testu ndhodnych ¢isel — TestUO1 BigCrush a PractRand.
Funguji rozdilné. Prvni obsahuje 160 statistickych testu, pficemz mnoho z nich je
§ito na miru konkrétnim typum generdtoru. Je to test s dobrym renomé, ovSem jeho
nevyhodou je, Ze pracuje s pevnym poctem biti a nejnizsi jeden az dva bity vzdy
zahazuje. Druhd sada se skldd4 ze tif riiznych testi, pfi¢emz jeden se soustieduje
na korelace na blizko, druhy na korelace na dalku a posledni je variaci klasického
»gap testu“ (sledovéni mezer). Navic PractRand aplikuje na vstupni data automa-
ticky ruzné filtry. Pro naSe ucely je zajimavy filtr dolnich bitd — posild na testovani
ruzny, ale piedem dany pevny pocet bitu z vystupu generatoru (tim se dé kontrolovat,
zda byla odstranéna vyse zminénd slabina, kdy dolni bity LCG s modulem rovnym
mocniné dvojky maji mensi periodu). PractRand umi testovat velmi dlouhé posloup-
nosti, az do nékolika exabajtu. Abychom kontrolovali ¢as, omezili jsme se na vstupu
na posloupnosti délky 16 TB.

Prvni sloupec tabulky 2 ukazuje testované LCG. Sloupec BigCrush udavé, kolik
testl sady TestU01 BigCrush neuspélo. Sloupec PractRand udava log, délky vstupnich
dat v bajtech, pro kterd zacaly byt vysledky PractRand velmi podezielé (p-hodnota
mens{ nez 1075). Jeden LCG neukdzal v PractRand testu zadné slabiny, coz jsme
oznacili jako > 44. Posledni sloupec ukazuje ¢as v sekundach pro generovani prvnich
1010 32bitovych posloupnosti vystupu na Intel i7-3520M CPU s frekvenci 2.90 GHz.

Z tabulky 2 vidime, ze LCG s m € {2%7 — 115,253 — 25} d4vaji nejlepsi sta-
tistické vysledky. Zaroven je ale cas generovani jejich vystupu 20krat pomalejsi nez

2Nepouzivime pifmo LCG s modulem 232, protoze u takovych generitorti je zndmo, ze k-ty bit
LCG s modulem 2¢ pro néjaké ¢ € N m4 periodu délky pouze 2F. Navic i generstory, které nemaji
modul ve tvaru 2¢, ale maji periodu blizkou 232, zustdvaji i po kombinovani podle slov s dobie
rozmisténymi vyskyty v testech pfrilis slabé.
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Generator Zkratka | BigCrush | PractRand | Cas 10'°
LCG(2%7 — 115,71971110957370,0) | L47-115 14 40 281 s
LCG(2%% — 25,2307085864, 0) L63-25 2 >44 277 s
LCG(2%9,13'3)0) L59 19 27 14.1s
LCG(2%3,5%9.1) L63 19 33 14.4 s
LCG(254,2862933555777941757,1) | L64.28 18 35 14.0 s
LCG(2%4,3202034522624059733,1) | L6432 14 34 14.1s
LCG(2%4,3935559000370003845, 1) | L64_39 13 33 14.0 s

Tab. 2. Seznam pouzitych LCG(m,a,c) a jejich vysledky v testech BigCrush a PractRand

u ostatnich pouzitych LCG. To je dédno faktem, Zze operaci modulo musime opravdu
pocitat, zatfmco modulovani 2¢ odpovidé posouvani binarni tecky.

V tabulkach 3, 4, 5 ukdzeme vysledky PRNG zalozenych na Fibonacciové, mo-
difikovaném Fibonacciové slové a Tribonacciové slové pii kombinovani ruznych LCG
z tabulky 2. (Kombinujeme tak, ze ¢teni pismene a ve slové odpovidd pouziti vystupu
generatoru ve sloupci a a analogicky pro dalsi pismena b, ¢ a sloupce b, ¢.) To zahrnuje
také pouziti ruznych instanci stejného generdatoru. Vsechny LCG maji jako nasadu
¢islo 1. PRNG pak byly “zahiaty” generovanim 10° hodnot, nez byly spustény sta-
tistické testy. Protoze frekvence pismen jsou odlisné (napf. u Fibonacciova slova je
pomér frekvence a ku b roven 7 = %(1 +v/5) = 1.618), zahiivaci kolo zptisobi, Ze
i dvé instance stejného generdtoru se budou po chvili hodné ligit. Sloupec BigCrush
pouziva nasledujici znacéeni: prvni ¢islo indikuje, kolik test sady BigCrush neuspélo,
a druhé ¢islo v zavorce udava, kolik testi mélo podeziele malou p-hodnotu v rozsahu
od 1076 do 10~%. Sloupec PractRand ukazuje log, délky vstupnich dat v bajtech, pro
které zacaly byt vysledky PractRand velmi podezielé (p-hodnota mensi nez 107°).
Maximélni objem vstupnich dat byl 16TB = 2%*B. Sloupec s ¢asem udava dobu ge-
nerovani 10'° 32bitovych slov na Intel i7-3520M CPU s frekvenci 2.90 GHz. Zdrojovy
kéd je dostupny v [9].

Na zakladé vysledku statistickych testu jsme uc¢inili nasledujici pozorovani:

1. Kvalita LCG se podstatné zlepsila, kdyz jsme je zkombinovali podle slov s dobfe
rozmisténymi vyskyty. Toto je dobfe patrné v testu BigCrush. Zatimco pro
puvodni LCG neuspélo 13 az 19 testu (jedinou vyjimkou byl generdtor L63-25
s dvéma netspéchy — viz tabulka 2), po zkombinovani{ témér vSechny BigCrush
testy prosly. Nejhorsim vysledkem byl jeden netispésny test pro kombinaci podle
Tribonacciova slova, resp. podle Fibonacciova slova pro LCG L47-115. Pravdé-
podobnou pii¢inou je ovSem nejkratsi perioda tohoto generdtoru mezi vsemi
uvazovanymi LCG.

Vysledky sady PractRand také potvrzuji zlepseni. Napiiklad v piipadé LCG
s modulem 24 zagal test nachédzet neregularity v distribuci posledniho bitu
az pro vystup velikosti 2TB. Ctendi nechf tento fakt porovna s velikost{ dat
8 GB az 32 GB, kdy puvodni LCG vykazovaly slabiny v tomto testu. Sada testu
PractRand aplikuje na vstupni data razné filtry a vSechny chyby se objevily pro
filter Low1/32, kde je kontrolovana distribuce pouze posledniho bitu. Bylo by
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Slovo | Skupina | a b BigCrush | PractRand | Cas 10'°

Fib

A L6428 | L6428 0 41 30.2 s
A L6432 | L64.28 0(1) 41 29.3 s
A L6439 | L64.28 0 (2) 41 31s
A L6428 | L6432 0 41 30.2 s
A L6432 | L6432 0 41 30.1 s
B L47-115 | L47-115 | 1(1) >44 302 s
B L63-25 | L63-25 0(1) >44 299 s
B L59 L59 0(1) 34 28.7 s
C L63-25 | L59 0 38 198 s
C L59 L63-25 0(1) 35 134 s
C L63-25 | L6439 0 >44 199 s
C L64.39 | L63-25 0 41 135 s
C L59 L6439 0 35 30.4 s
C L64.39 | L59 0 37 31.3 s

Tab. 3. Shrnuti vysledku statistickych testi pro generdtory zalozené na Fibonacciové slové
a ruznych kombinacich LCG z tabulky 2
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tedy jisté mozné zlepsit kvalitu generatoru tim, ze by se ze vstupnich bitua bralo
pouze 16 hornich bitu, ptipadné kombinovanim generdtoru, které nemaji modul
tvaru 2¢.

. Kvalita kombinovanych generatoru silné zdvisi na kvalité kombinovanych ge-

neratoru, viz napt. nékteré generatory skupiny B v tabulkédch 3, 4, 5, které mély
dobré vysledky v testu PractRand jiz v puvodnim tvaru.

Dalsim zajimavym pozorovanim je fakt, ze uzivanim LCG se stejnymi parametry
a ruznou nasadou (inicializa¢ni hodnotou) nic nepokazime. Jen je tieba pohlidat,
aby byly pocdtecni stavy dostateéné ruzné, viz skupina A a B v tabulkéach 3, 4
ab.

vysledného generatoru, viz skupina C v tabulkdch 3, 4, 5. Pokud tedy kom-
binujeme LCG ruzné kvality, je dobré pouzit nejlepsi z nich tak, aby odpovidal
nejcastéjsimu pismenu ve slové s vlastnosti DRV.

Na druhé strané, kdyz kombinujeme generatory stejné kvality, pak na jejich
poradi nezalezi, viz skupina A v tabulkédch 3, 4, 5.

Modifikované Fibonacciovo slovo neprodukuje lepsi vysledky nez Fibonacciovo
slovo, ackoliv je nad vétsi abecedou. Je to pochopitelné, protoze vzniklo pravi-
delnym vklddanim nového pismena za kazdé pismeno Fibonacciova slova.
Tribonacciovo slovo ukazuje lepsi vysledky nez Fibonacciovo slovo. Takové po-
zorovani bylo platné pro kazdé ternarni Arnouxovo—Rauzyovo slovo v porovnani
se sturmovskymi slovy.
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Slovo | Skupina | a b c BigCrush | PractRand | Cas 10'°

Fib2 | A L6428 | L6428 | L6428 0 40 28.4 s
A L6439 | L6428 | L6428 0(2) 40 27.9 s
A L6439 | L6432 | L6428 0 39 275s
A L6428 | L6439 | L6428 0 40 27.3 s
A L6432 | L6439 | L6428 0 40 27.5s
B L47-115 | L47-115 | L47-115 0(2) >44 297.0 s
B L63-25 | L63-25 | L63-25 0(2) >44 293.0 s
B L59 L59 L59 0(1) 32 27.4 s
B L63 L63 L63 0 38 273 s
C L63-25 | L59 L6439 0(1) 39 113.0 s
C L63-25 | L6439 | L59 0 32 113.0 s
C L59 L63-25 | L64-39 0 38 81.1s
C L59 L6439 | L63-25 0 39 158.3 s
C L6439 | L63-25 | L59 0 31 81.0 s
C L6439 | L59 L63-25 0 42 159.0 s

Tab. 4. Shrnuti vysledku statistickych testi pro generatory zalozené na modifikovaném Fi-
bonacciové slové a ruznych kombinacich LCG z tabulky 2

Slovo | Skupina | a b c BigCrush | PractRand | Cas 10'°

Trib | A L6428 | L6428 | L6428 0(2) 42 27.2
A L6439 | L6428 | L6428 0 43 27.1
A L6439 | L6432 | L6428 0(1) 42 28.0
A L6428 | L6439 | L6428 0(1) 42 28.1
A L6432 | L6439 | L6428 0 42 27.1
B L47-115 | L47-115 | L47-115 1 >44 299.0
B L63-25 | L63-25 | L63-25 0(1) >44 298.0
B L59 L59 L59 0 35 27.2
B L63 L63 L63 0(1) 41 27.2
C L63-25 | L59 16439 0(1) 39 172.0
C L63-25 | L6439 | L59 0(1) 41 173.0
C L59 L63-25 | L64-39 0 35 106.0
C L59 L6439 | L63-25 0 34 70.5
C L6439 | L63-25 | L59 0 41 107.0
C L6439 | L59 L63-25 0(1) 40 74.3

Tab. 5. Shrnuti vysledku statistickych testu pro generdtory zalozené na Tribonacciové slové
a ruznych kombinacich LCG z tabulky 2
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6. Oteviené problémy a dalsi vyzkum

Otevienych problému zustavd mnoho. Co se tyce kombinatorické ¢asti ¢lanku, bylo by
dobré najit dalsi velké t¥idy slov s dobie rozmisténymi vyskyty a predevsim by bylo
dobré védét, které pevné body morfismt maji vlastnost DRV. Také se zdd smysluplné
studovat vlastnost DRV jen pro nékteré specidlni moduly, kdy v definici vlastnosti DRV
uvazujeme jedno konkrétni m misto libovolného modulu. V souvislosti se statistickymi
testy je pole pusobnosti jesté vétsi — kromé aperiodicity a absence miizkové struktury
neni dosud zadny dalsi tispéch v testech vysvétlen teoreticky. Samoziejmé pokracujeme
také ve statistickych testech, kdy kombinujeme jiné nez LCG generatory a vysledky
porovnavame s obdobné rychlymi PRNG.

Podékovani. Prvni z autoru dékuje za finanéni podporu grantu GACR 13-03538
a [’Oréalu Ceska republika za stipendium Pro zeny ve védeé.
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