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Atmosféricka duha — jemna struktura

Miroslav Miler, Praha

Uvod

Jednim z nejpozoruhodnéjsich jevi v atmosférické optice je duha [4], [8]. Kazdy se
s ni setkal mnohokrat v zivoté. Odedavna ucenci usilovali o jeji popis a vysvétleni.
K fyzikalnimu vysvétleni se obvykle uzivd geometrickd optika a je vSseobecné minéni,
ze tento jednoduchy problém byl ddvno vyfeSen a dnes uz k nému neni co dodat.
Geometricka optika vSak je pouze prvnim piiblizenim, a jak je zndmo napi. z teo-
rie optického zobrazeni, vlnové opticky pristup poskytne dalsi podrobnéjsi vhled do
podstaty optickych jevi.

Ucelem tohoto ¢lanku je pravé uplatnit pfi popisu duhy vlnovou optiku, kterd
vede k objasnéni jemné struktury duhy. Protoze vS8ak nelze vkroc¢it piimo do jemné
struktury jevu, aniz by se pfipomnélo zakladni ptiblizeni, bude nejprve popis sméfovat
ke geometrické optice. K tomu se nepouziji jen obrazky prevzaté z literatury, ale bude
podrobné vysetfen dopad paprski na kulovou kapku, §ifeni paprski v ni a vystup
z ni. Teprve potom se pristoupi k aplikaci vinové optiky. Ptes optickou difrakci jako
vSeobecnou metodu pro vypocty Siteni optickych vin se dospéje k Airyové funkci jako
fesen{ problému jemné struktury duhy [9)]. Clanek je uréen véem zdjemcim o optické
jevy v atmosfére a neklade si za cil nachazet v oboru absolutné nové poznatky.

Autor tohoto ¢lanku se zacal ponékud podrobnéji zabyvat duhou potom, co ji nafo-
tografoval ze svého okna v Praze-Vrsovicich, jak se klene od kostela sv. Vaclava (obr. 1).
Uved'me pro informaci, Ze tento kostel je vynikajicim dilem architekta prof. J. Gocéra
z 1. 1929, kdy se slavilo milénium smrti uvedeného Geského svétce. Zelezobetonovy ske-
let stavby a feSeni stropu nad vedlejsimi lodémi vystavéného jako mostni konstrukce
vylouéily nutnost podpurnych sloupu stén hlavni lodé a umoznily prubéznéd okna bez
sloupkt na boénich sténdch vedlejsich lodi.

Historii vyzkumu duhy lze najit napf. v préci [8] nebo v fadé odkazu na internetu,
a proto se ji zde nebudeme zaobirat.

Zakladni pristup podle geometrické optiky

Duha se vyznacuje predevsim rozkladem bilého sluneéniho svétla na barevné slozky,
ktery se uskutecnuje lomem svétla na rozhrani dvou optickych prostiedi oznacovanych
indexy 1 a 2 podle Snellova zdkona

nisina; = no sinas, (1)

kde symbolem n; je znacen index lomu a symbolem «; tthel mezi paprskem a kolmici
dopadu. V nasem pripadé jde o rozhrani mezi vodni kapkou a vzduchem. Protoze index
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Obr. 1. Duha nafotografovand z okna pobliz kostela sv. Viaclava v Praze-Vrsovicich
dne 28. 6.2007

lomu je zavisly na barvé svétla, budou se ihly lomu pro ruzné barvy navzdjem lisit,
a tak dochézi k rozkladu svétla: ruzné barvy se $iif pod odlignymi thly.

Protoze duhovy oblouk se vytvaii na strané odvracené od Slunce, kdyz pozorovatel
je zady k nému, musi v kapce vody nastat alespon jeden odraz svétla. Spoletné s dvéma
lomy paprsku, jednim na vstupu a jednim na vystupu, jde pfi jednom odrazu uvnit
o duhu hlavn{ (primérn{) a pfi dvou odrazech o duhu vedlejsi (sekundérni), kterd je
umisténa nad duhou hlavni (viz obr. la). Protoze pfi odrazu nastava otoceni pofadi
paprsku, bude také poradi barev navzajem opaéné. Pii kazdém odrazu se ¢ast svétla
lomi ven z kapky, proto vedlejsi duha, kterd ma navic dalsi lom, je oproti hlavni duze
slabsi. Odrazy uvnitf kapky totiz nejsou 4upiné vnitini odrazy, jak se nékteti domnivaji,
a autor k nim také zprvu patfil.

Vytvoreni hlavni duhy je zobrazeno na obr. 2a. Pro snazsi odvozeni se predpokladé
vodorovné sifeni dopadajiciho paprsku. Polomér kapky je oznacen pismenem r a vyska
paprsku nad vodorovnou osou pismenem y. Relativni vyska vzhledem k poloméru je
tedy y/r s hodnotami mezi 0 a 1. Index lomu vzduchu je pro vechny barvy roven
priblizné 1,00. Vodni kapka ma index lomu n, ktery se pohybuje kolem hodnoty 1,33.
Jestlize thel dopadu ozna¢ime « a thel lomu (3, pak hodnota posledniho bude dana
uvedenym Snellovym zdkonem (1) jako sin 5 = (1/n)sin a. Uhlovy polomér duhového
oblouku musi byt roven ostrému thlu mezi pfimkou dopadajictho paprsku a piimkou
paprsku vystupujictho. Z thlu trojihelniku PCT pak plyne v/2 = 28 — « a thlovy
polomér duhového oblouku pak se pak dé s pouzitim Snellova zdkona napsat jako
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(a) (b)
Obr. 2. Obecny paprsek (a) hlavni duhy a (b) vedlejsi duhy

v1 = 2(2arcsin[(1/n)sina] — ). Protoze sina = y/r, je kone¢ény vztah pro thlovy

polomér
1
7 =2 <2 arcsin [n ﬂ — arcsin [ﬂ) ) (2)

kde index 1 znamena, ze jde o hlavni duhu.

Polohovy (eleva¢ni) thel vrcholu (nejvysstho bodu) duhového oblouku je pfi vo-
dorovném dopadajicim paprsku roven tthlovému poloméru duhového oblouku. Jestlize
Slunce je vySe nad obzorem a jeho polohovy thel je 8, pak dopadajici paprsek svird
s vodorovnou rovinou tthel —6 a vrchol duhy mé polohovy thel v — 6.

Vytvoreni vedlejsi duhy je zobrazeno na obr. 2b. Aby vysledny paprsek sméfoval
opét shora dolu, museji se vzit v ivahu paprsky dopadajici do spodni poloviny kapky.
Opét stejné jako u duhy hlavni uzitim poznatku o tihlech v trojihelnicich 1ze odvodit
vztah pro dhel v = 2(a — 38 4+ 90°), odkud plyne

1
o = 180° — 2 <3 arcsin [ y} — arcsin [yD . (3)
nrTr T

Oba vztahy (2) a (3) jsou zndzornény jako funkce proménné y/r pro zelené svétlo na
obr. 3a. Pritom vystupujici paprsek s nulovym polohovym thlem je namifen proti pa-
prsku dopadajicimu a pomérné vysky paprsku pro vedlejsi duhu maji kladné hodnoty.
Obé kiivky maji pro pomérné vysky paprsku blizké jednotce své extrémy: hlavni duha
maximum a vedlejsi duha minimum. Hlavni duha méa maximum povlovnéjsi a vedlejsi
duha minimum ostfejsi. V téchto oblastech se duhy zaénou projevovat; jinde se jed-
notlivé barvy navzdjem smisi a smyji. Hlavni duha je v dusledku plosstho maxima §irs{
nez duha vedlejsi, kterda ma maximum ostfejsi.

Krajni paprsek na vystupu (tj. ten, ktery ma nejvétsi odchylku) se nazyva Des-
cartiv. Dopadové vysky Descartovych paprsku se pro obé duhy samoziejmeé vypocitaji
jako extrémy ztotoznénim prvnich derivaci funkef (2) a (3) s nulou. Po jednoduchém
vypoctu (viz dodatek I) se dospéje ke vztahum, které je mozno sjednotit do spole¢ného
vztahu

M @
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Obr. 3. (a) Uhlovy polomér duhového oblouku jako funkce y/r pro zelenou barvu svétla
a (b) jeji detail pro t¥i barvy v dvratich

Obr. 4. Prichod mnoziny paprsku kapkou a vystup z ni pro (a) hlavni a (b) vedlejsi duhu

pro m = 1,2 vyjadfujiciho hlavni resp. vedlejsi duhu. Veli¢ina n je index lomu kapky
pro pocitanou vinovou délku. Tak napf. pro zelené svétlo je index lomu n = 1,334
a vysky paprsku v uvratich jsou 0,860 a 0,950, coz odpovidd thlovym polomértim
duhovych obloukt 41,93° a 51, 15°. Pro jiné vinové délky se vysky paprska v uvratich
méni jen nepatrné, ihlové poloméry duhového oblouku maji rozdily znatelnéjsi, jak
je to zfejmé z obr. 3b, ktery je detailem obr. 3a pro tfi vlnové délky (Gervené svétlo
n = 1,330, zelené svétlo n = 1,334 a modré svétlo n = 1,337).

Protoze do oblasti mezi obéma duhami se nerozptyluji zddné paprsky, jevi se tato
oblast tmavsi. Tato oblast se nazyva Alexandriv tmavy pds.

Sifeni obecného paprsku v kapce pro hlavni a vedlejsi duhu jiz bylo popséno, ale
pro nazornost je vhodné vyjadiit graficky celou mnozinu paprski. Pro hlavni duhu je
mnozina paprsku zndzornéna na obr. 4a, pro vedlejsi duhu na obr. 4b.

Je ztejmé, ze paprsky vytvareji po lomech a odrazech uskupeni s obalkami, které
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se v optice nazyvaji kaustické krivky a jsou objektem podrobného zkouméni [10]. Teo-
reticky, pouzitim jak paprskové teorie, tak i vlnové teorie, byla vySetfovana kausticka
struktura ve vodni kapce nejen pro jeden a dva, ale i vice odrazi v ¢ldnku [7]. Jak je
vidét z chodu paprsku, vznikaji po odrazu (u hlavni a po druhém odrazu u vedlejsi
duhy) dveé kaustické kiivky: jedna se tykd paprsku vnitinich od jiz zminéného krajniho
Descartova paprsku a druhd paprsku vnéjsich. Ty vnéjsi se pak vraceji do prostoru
vystupujicich vnitinich paprsku a kfizuji se s nimi pod ruznymi thly. Z toho vyplyva,
ze musi dojit ke sklddani vin a vzniku difrakénich prouzku. To bude predmétem dalsi
casti clanku.

Obr. 4 byl vytvoren tak, ze byly vypocteny soutfadnice pruseciku paprsku s kruznici,
ktera predstavuje meridialni fez kulovou kapkou, a ty byly pospojovany. Mnozina
pruseciku pro hlavni a vedlejsi duhu je shrnuta v dodatku II.

Jak je zfejmé, kaustické kiivky jsou rozsahlejsi a zejména po druhém odrazu je
kiivka také silné zakfivena. Vnéjsi paprsky se také vraceji do prostoru vnitinich pa-
prsku, coz je podminkou vzniku difrakénich prouzki.

Piistup na zakladé vinové optiky

Jak jiz bylo uvedeno, je ve vlnové optice sifeni optickych vin popsano obecné difrakei.
Vyhnéme se ¢asto v uéebnicich pouzivanému terminu ,,ohyb*, ktery vznikl otrockym
prekladem z némeckého die Beugung. Termin ohyb je zavadéjici, protoze spise jde
o odchylovani svételného paprsku nez jeho ohybani. Bohuzel, slova s kofenem ohyb
jsou néjak zadrend pod kuzi ceskych mluvéich, protoze i ve vlaku se nemame z oken
vyklanét, ale nahybat!?

Popis difrakce optickych vin vychazi z Huygensova principu, ktery tvrdi, ze pri
siteni svétla je vlnoplocha déana obalkou kulovych vinoploch elementarnich vin vycha-
zejicich z jednotlivych bodu predeslé vinoplochy. Jestlize chdpeme obélku jako sumu
vlnoploch, pak lze tento princip zapsat jako

U’:Z@M, (5)

J

kde U’ je amplituda nové viny, U; je amplituda elementarnich vlnoploch, které se
8iff od staré vlny, exponencidlni funkce explik;l] vyjadiuje kulové elementarni viny
a [ je polomér kiivosti vlnoplochy. Veli¢ina k; = 27/ se nazyva dhlovy vlnocet viny.
Polomér [ se vyskytuje ve jmenovateli, protoze je zndmo, Ze intenzita vinéni klesa se
¢tvercem vzdalenosti, a protoze intenzita je imérna ctverci amplitudy, klesd amplituda
nepiimo imeérné se vzdalenosti.

Po prechodu ke kontinudlnim souradnicim ze vztahu (5) vyplyva

k ikl
U/ = g [ [ Uten0 22 s, ©

kde pismenem U jsou obecné znaceny komplexni amplitudy s redlnou ¢asti jako redlnou
amplitudou a exponenciélni ¢asti jako fazi vlnéni: Ulz,y, z] =u[z,y, z] exp[—id|z, y, z]].
Predpoklada se neménna vinova délka, ¢imz vypadava z ivah casova zavislost a tim
rychlé zmény charakterizujici vinéni. Integral se bere pres puvodni vlnoplochu X
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Obr. 5. Funkce optické dréhy

a plati pro malé dhly sifeni svétla vici ose z. Koeficient pred integralem —ik/(2m)
vyplyvéa z presného odvozeni tohoto vztahu, které se vétsinou probird zdlouhavé ve
vysokoskolskych ucéebnicich.

Vzdélenost [ se obvykle nazyva funkce optické drdhy (OPF — z angl. optical path
function) a vypocitd se podle obr. 5 na zdkladé Pythagorovy véty jako

L=V(E@ =+ —n?+. (7)

S iraciondlnim vyrazem nelze v nasem piipadé dal pracovat, a proto je tfeba uéinit
néjakd priblizeni pro jeho odstranéni. Samoziejmy je predpoklad, ze priéné souradnice
jsou mnohem mens{ nez souradnice podélnd, (z',y’,£,n) < ¢, a pak je mozno odmoc-
ninu rozvést v Tayloruv rozvoj, v némz uplatnime ¢leny pouze do druhého stupné,

:E/2+y/2 N §2+772 93’€+y'77

et Ty % ¢

(8)

Na zakladé predchozi nerovnosti lze funkci optické driahy ve jmenovateli nahradit

vzdalenosti mezi difrakéni a pozorovaci rovinou [ =~ (. Difrakéni vztah pak obecné
bude

12 /12
U'lz,y,¢] :—iﬁlexp [ik‘ (C—&-x ty )}

27 ( 2¢
Emax max / /
«f /” Ule, 7] exp [ik<52;§”2 - xfzy”)]dsdn, (9)

coz je vyjadfeni pro obecnou difrakci zvanou Fresnelova.

Jestlize vzdélenost ¢ roviny pozorovani je znac¢nd, je mozno kvadraticky clen za-
nedbat a difrakce se nazyvéa Fraunhoferova. Je vyjaddrena integrdlem (ktery je vlastné
Fourierovou transformaci)

ko1 €max  [Nmaw / /
Ul =i geli] [ [ vl ae |- (T agan (0

min TImin
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(b)

Obr. 6. Vhodnd funkce pro vyjddieni fdze (a) jako povrchovy graf a (b) pro nékolik
soucinitelu b

a v nasem piipadé malého zakfiveni duhy proti velikosti kapek bude integral pouze
jednorozmérny

. ko1 . Emax . x ¢
U'lz', (] = —i— — exp [1k(] Ulglexp |—ik | — | | d€. (11)
2m ¢ Eunin ¢
Pro urceni vstupni komplexni amplitudy nebudeme brat v tivahu nepatrné zmeény
redlné amplitudy u[¢] zdvisejici na ihlech dopadu a polozime ji rovnou jednotce. Jinak
je to s fazi @[] ¢ili jinak Feceno s tvarem vinoplochy. To, Ze se paprsky nejprve rozvijeji
véjitovité dopfedu a potom se zase od Descartova paprsku véjifovité navraceji, je
mozno vyjadrit fazi ve tvaru

olE) = 5 ag® +b¢, (12)

kterd je znazornéna jako povrchovy graf pro soucinitel a = 1 u kubického ¢lenu
a pro soucinitel b u linedrniho ¢lenu v rozmezi b € (—2,42) na obr. 6a a pro nékolik
soucinitelu b na obr. 6b.
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Je ziejmé, ze jestlize si predstavime paprsky jako kolmice v kazdém misté cary
grafu, pak se opravdu paprsky navzajem piekiizuji v ¢dstech nékterych kvadrantu.

Jestlize se dosadi vyjadfeni pro fdzi (12) do difrakéniho integralu (11), obdrzi se
difrakéni integral (bez koeficientu pied integrélem) ve tvaru

U'le,¢] = /_00 exp [—ik (;)af?’ + b«f)] exp {—ikxf} d¢, (13)

kde namisto ostfe ohrani¢enych mez{ integralu zvoleny nekonecné meze (nejde o otvor
v clong). Dopadajici vlna mé redlnou amplitudu u[¢] = 1. Integrdl (13) je mozno po
zaveden{ uhlu difrakce 2’ /¢ = sin 6 psét jako

o0

U'lksin 6] = / exp [—ik (;afg + (b +sin 9)5)] d¢, (14)
— 00

kde argument na levé strané je souhrnné vpraven do uhlu difrakce.

Resenim tohoto integralu neni z&dné z béznych funkei nebo jejich superpozice, ale
tzv. Airyova funkce [2], [12], kterd je definovdna pro redlné hodnoty = jako nevlastni
integral

. 1 [ 154
Aifz] = f/ cos [t + xt} dt. (15)
T Jo 3
Funkce Ai[z] vykazuje rychlé oscilace a konverguje, protoze kladné a zaporné casti
oscilaci se navzajem rusi. Airyova funkce splnuje diferencilni rovnici

y' —ay=0. (16)

Tato rovnice mé dvé na sobé nezdvisld feSeni. Druhé feseni je Airyova funkce druhého
druhu oznacovand jako Bi[z]. Je definovéna jako FeSenf se stejnou amplitudou oscilaci
jako Ai[z], kdyz z jde do —oo, a lis{ se o rozdil fazi 7/2:

Bi[z] = ;/OOO (exp [—;t?’ - xt} + sin Btf‘ + :ctD dt . (17)

Prubéhy obou funkei v rozsahu z € (—10,2) jsou na obr. 7a. Modul Airyovy funk-
ce |Ai[z]|? redlné proménné udéva rozlozeni intenzity svétla: v duze vznikaji difrakénd
prouzky (obr. 7b).

Vyznacuji se tim, Zze se vzdalovanim se od kaustické cary se zaprvé postupné
zmensuje amplituda intenzity svétla a zadruhé zmensuje perioda prouzku (roste je-
jich hustota).

Difrakéni prouzky jsou vsak v duze viditelné pouze ziidka a viditelnost je zavisla
na velikosti kapek. Vétsinou se prouzky pro jednotlivé barvy tak prekryvaji, ze se
smazavaji. Pii velikosti kapek kolem 25 pym a mensich, které se vyskytuji pfedevsim
v mlze, se duha jevi bil4.

Uvedend difrakce se tyka skaldrniho piistupu, kdy se vzhledem k malym hlim
difrakce zanedbava vektorovy charakter svétla, a tedy jeho polarizace. Z numerického
vypoctu vychazejictho piimo z Maxwellovych rovnic se dojde k zavéru, ze uvedeny
vysledek difrakce se velmi dobfe shoduje s polarizaci kolmou k roviné dopadu. Po-
larizace v roviné dopadu je ztizena Brewsterovym thlem, pii kterém je odraz svétla
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Obr. 7. (a) Prubéhy obou Airyovych funkci a (b) intenzita v difrakénich prouzcich duhy

nulovy. Pfi difrakci se pak pro tuto polarizaci nevytvareji kontrastni difrakéni prouzky
nybrz pouze mirnd zvlnéni s minimy v mistech maxim pro difrakci s predchozi polari-
zaci [5], [8].

Zajimavé je uplatnéni Airyovych funkci v dnesni optice, kdy se vySetiuji optické
svazky koherentniho svétla s riznymi pii¢nymi prubéhy komplexni amplitudy. Nejjed-
nodussi je oviem Gaussuv svazek, ktery je zékladnim vyzarovacim videm laseru. Ro-
vinny svazek s Airyovym rozlozenim se vyznacuje predevsim parabolickou trajektorii
§iteni. V literatufe jsou pro ilustraci uvedeny ¢tyfi z fady nedavnych praci publiko-
vanych v zahrani¢nich odbornych ¢asopisech [11], [3], [13], [14].

ZAavér

Zatimco paprskova optika poskytuje zédkladni vyklad tvorby atmosférické duhy, vino-
vy pristup podava podrobnéjsi vysvétleni vzniku difrakénich prouzku, které se nékdy
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v duze pozoruji. Difrakéni prouzky se zhustuji se vzdalenosti od okraje duhy a souc¢asné
se zmenSuje jejich viditelnost. Jejich vyskyt je zavisly na velikosti kapek, ale tato
zévislost neni v ¢lanku kvantitativné uvedena. Airyova funkce, kterd je vysledkem
analyzy difrakénich prouzku, mé dalsi uplatnéni ve fyzice, jako je napf. feSeni chovani
¢astice v trojihelnikové potencidlni jamé. Ma vsak také vyznam i v technice napf.
pro feseni uloh o stabilité viskéznich kapalin nebo §ifeni radiovych vln ¢ radiaénim
prenosu.

Podékovani. Autor dékuje odpovédnému redaktorovi za fyzikalni ¢ast Pokroku
doc. RNDr. Milosi Rotterovi, CSc., za upozornéni na dvé prace, které autorovi nebyly
zndmy [6], [1]. Poskytuji dals{ poznatky, které nejsou v ¢ldnku obsazeny, zejména napf.
o zavislosti periody Airyovych difrakénich prouzku na velikosti kapi¢ek a podminkach
pro vznik duhy v bilé barvé.

Dodatek I. Vypocet bodu tvrati
Hlavni duha Vedlejsi duha

Vypocet prvni derivace a jeji anulovani

% di (2 (2 arcsin [%] — arcsin[m])) % = % (18072 (3 arcsin [%] - arcsin[x]))

1 1 1 1
=2 (2 - —0, =23 - _ | =0,
( 7\1/17(‘%/“)2 \/1—x2) ( T\‘/l—(m/n)z Vi—z )

kde x = y/r

Upravy rovnice

V1—a2— — —O V1—a2— — —O
1fx 1fx
3z% + n? —4=O 822 +n?2—-9=0
Koneény vztah
y) 4—n? (y) 9—n?
= =+ = =+
(r ul 3 T/ u2 8

114 Pokroky matematiky, fyziky a astronomie, roénik 59 (2014), ¢. 2



Dodatek ITa. Praseciky mnoziny paprska s obvodem merididlniho fezu ku-
lové kapky hlavni duhy

Vodorovny paprsek dopadajicf do bodu na kruznici (y/r)? + ((z/r) + 1)? = 1 ma

souradnice

hn . 21
~— =sgina, — =-—-1-—cosa,
r r

kde « je tihel dopadu a plati zdkon lomu sin 8 = (1/n) sin a.
Lomeny paprsek protind kruznici v bodé, jehoz soutadnice jsou

y2 = rsinf[180 — (o + 180 — 28)], 22 = r(—1 + cos[180 — (a + 180 — 253)]),
tedy

Y2 . . Yy (Y 2 . Yy . [y
— =sin |2arcsin |—| —arcsin |=||, — = —1+4 cos |2arcsin |— | —arcsin |=|] .
r ™ r r rn r

Odrazeny paprsek protina kruznici v bodé, jehoz souradnice jsou

ys = 7sin[270 — (a + 2(180 — 28), 23 = r(—1 + cos[270 — (a + 2(180 — 28))])

tedy
¥ _ cos {4 arcsin [i] — arcsin [QH , - —1+4sin [4 arcsin {i} + arcsin [QH .
r ™m r r rn r

Prodlouzeny lomeny paprsek protind kruznici v bodé, jehoz soutradnice jsou

ya = 7sin[90 — ((90 + 48 — o) + (180 — 2a),
zg = r(—1+cos[90 — ((—90 + 45 — a) + (180 — 2a))]),

a tedy

1 = sin [—4 arcsin {i} + 3 arcsin [QH ,
rn r

SN NS

= —1+4 cos [—4 arcsin [i} + 3arcsin [QH .
™ r

Dodatek ITb. Pruseéiky mnoziny paprsku s obvodem meridialniho rezu ku-
lové kapky vedlejsi duhy

Vztahy az po prvni odraz véetné jsou stejné jako u hlavni duhy.
Znovu odrazeny paprsek protind kruznici v bodé, jehoz soufadnice jsou

ys = 7sin[360 — (o + 3(180 — 28))], 24 = r(—1+ cos[360 — (a + 3(180 — 23))]),

tedy
va _ sin [6 arcsin {1} — arcsin [QH , - —1—cos [6 arcsin {i} + arcsin [yH .
r N T r ™ r
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Prodlouzeny lomeny paprsek protind kruznici v bodé, jehoz soutradnice jsou

ys = 7sin[360 — (o + 3(180 — 253)) + (180 — 2a)],
z5 = r(—1+ cos[360 — (o + 3(180 — 23)) + (180 — 2a)]),

a tedy

o sin [6 arcsin {—y } — 3 arcsin {QH ,

T ™m T

. —1 — cos [6 arcsin [—y ] — 3arcsin [QH .
T ™m T
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