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Fuler z jiného zorného thlu
Juri Vesely, Praha

Malokomu se podafilo ovlivnit vyvo] matematiky tak pronikavé, jako LEONHARDU
EULEROVI (1707-1783). Jeho Zivot byl spjat se Svycarskem, kde se narodil, studoval
a pobyval az do roku 1727, s Némeckem, kde pobyval v letech 1741-1766 na dvofe
cisafe FRIDRICHA II. VELIKEHO, a s Ruskem, ve kterém stravil nejdelsi ¢ast svého
Zivota (1727-1741 a 1766-1783) a kde je také v St. Petersburgu pochovén.

prispévky k rozvoji dalsich védnich disciplin, ty vSak vzdy jsou (nebo dfive byly)
spojeny s matematikou. Kromé piinostu k ,,¢isté“ matematice se zabyval i aplikovanou
matematikou (stavba lodi, balistika), fyzikou a astronomii, geografii, kartografii, teori
hudby, filozofii a teologii. A tak v roce 230. vyro¢i jeho smrti bych rad pfipomenul jeho
prinos ke kartografii a teorii hudby, které patii k tém matematice trochu vzdalenéjsim.

I v dnesni dobé jsou si matematika a hudba zdanlivé hodné vzdalené. V koncertnich
sinich se sice ¢asto potkavaji kolegové, ktefi se matematikou zivi a mnoho jich aktivné
hudbu provozuje, neziidka na Spickové urovni, matematické pozadi hudby je v8ak Sirsi
vefejnosti vétsinou jen malo znadmé. Zajemce o konstrukci stupnic a o diavody, pro¢
jsou raznorodé a jakymi potFebami byl jejich vznik vyvolan, odkazujeme na ¢lanek [10],
publikovany v tomto Gasopise.! Tam se étenai také dozvi, Ze otazkami ladéni a akustiky
se zabyvali jiz napf. r. 1636 Mersenne, r. 1870 Helmholz nebo r.1877 lord Rayleigh.
Ale i v souCasné dobé se objevuji prace, zabyvajici se strukturou hudebnich skladeb,
pri¢emz pouzivany matematicky aparat rozhodné neni jednoduchy.

Nahledem do Enestromova seznamu Eulerovych praci zjistime, Ze jiz jeho druha
prace se tykala hudby, zabyvala se totiz fyzikalni podstatou zvuku; viz napi. [16].
Hudebni problematiky se vS8ak tykalo vice Eulerovych praci, a to:

[E002] Dissertatio physica de sono [Fyzikdlni disertace o zvuku] (1727),

[E033] Tentamen novae theoriae musicae ex certissimis harmoniae principiis dilucide
expositae [Pokus o novou teorii hudby, vyloZeny co nejsrozumitelnéji v souladu
s elementdrnimi principy harmonie| (1739),

[E303] Tentamen de sono campanarum [Pokus o vysvétleni zvuku zvoni)] (1766),

[E314]  Conjecture sur la raison de quelques dissonances generalement recues dans
la musique [Domnénka o divodu, pro¢ jsou posunuté tony obecné soucdsti
hudby| (1766),

[E315] Du véritable caractére de la musique moderne [Opravdovy charakter moderni
hudby| (1766),

[E457] De harmoniae veris principiis per speculum musicum repraesentatis [Zdkladni
pricipy harmonie v zrcadle hudby| (1774).
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(Letopo¢ty udavaji rok vydani praci.) Kromeé toho obsahuje vyklad o hudbé téz znamy
Eulertv spis populariza¢niho charakteru [E 343] Lettres a une princesse d’Allemagne
sur divers sujets de physique & de philosophie [Dopisy némecké princezné (...)], coz
je soubor asi 200 dopist netefi Fridricha II., princezné z Anhalt-Dessau; byly napsany
francouzsky v letech 1760-63 a jejich soubor patfil k nejznaméjsim FEulerovym pracim.
Hudbé je v Dopisech vénovana jen asi desitka stranek. Z tohoto pfehledu vidime, ze
se hudba té&sila Eulerovu zdjmu po cely Zivot, zejména v8ak na konci jeho berlinského
v té dobé obecné znamych, které dnes povazujeme za zakladni, ale téz zajimavou teo-
rii akceptovini hudby z hlediska prijemnych pociti, které v nés jeji poslech vyvolava.
Nezli se pokusime pfibliZit podrobnéji tuto Eulerovu praci, vSimneme si problematiky
vztahu matematiky a hudby v trochu obecnéjsi roviné.

Velmi Casto se v souvislosti s matematikou uziva atributa abstraktni, racionalni,
chladna, vzdalena od reality, vzdalena cittun (nemé dusi); téz se fika, Ze jeji vnitini
rfad je hudbé vzdaleny. O hudbé se naopak fikava, Ze je Ziva, plnd emoci a citi,
prostupuje denni Zivot, Ze vS8ak nesporné obsahuje matematické aspekty. Dnes jde
o obecné akceptovany nazor, nebot vzajemné souvislosti 1ze snadno dokumentovat,
av8ak v celé &ifi je lze jen obtizné vycerpéavajicim zpisobem postihnout. To vSak bylo
znadmé i v pfedeulerovské dobé, coz lze dokumentovat nékolika citaty. Pohled mate-
matika nam zprostiedkuje GOTTFRIED WILHELM LEIBNIZ (1646-1716), ktery napsal:
Hudba je skryty a nevédomy matematicky problém duse. Naproti tomu JEAN-PHILIPPE

a teoretiki hudby barokni éry, poznamenal o hudbé toto: Musim priznat, Ze teprve
pomoci matematiky se staly moje myslenky srozumitelné. A konecné jesté jeden pod-
statné mladsi nazor, jehoZ autorem je IGOR STRAVINSKIJ (1882-1971): Hudba je daleko
bliZsi matematice neZ literatuie — ne snad primo matematice jako takové, ale dozajista
nééemu, jako je matematické mysleni nebo matematické vztahy; viz [7].

Jiz po staleti je znamo, Ze souzvuk dvou tonti mtze byt vice ¢i méné libozvuény a ze
je popisovan jako konsonance (souzvuk, souznéni) nebo disonance (nelibozvuk). Toto
rozliSeni mé fyzikalni pozadi: Obecné lze Fici, Ze souzvuk dvou tonid je konsonantni,
jsou-li jejich frekvence ve spravném poméru. Vyuziti tohoto principu bylo v rtznych
dobéach a v raznych civilizacich ¢ spoleCenstvich rtizné. Tyto poméry frekvenci jsou
pro oktdvu 1:2, pro kvintu 2:3, pro malou tercit 5:6 a pro velkou tercii 4:5. Kvarté
odpovida pomér 3:4, velké sexte 3:5 atd. Euler v praci [E 033] 8el mnohem dal: podle
jeho teorie (kterou podle JOHANNA BERNOULLIHO (1667-1748) promyslel od r. 1731;
viz [3]) bylo mozné priradit jakousi hodnotu ¢i stupei libozvu¢nosti podstatné slozitéj-
§im souzvuktim nebo i hudebnim utvarim. V [E 033] piSe: ProtoZe je na jedné strané
tezké urcit hranici mezi konsonanci a disonanci, a také na druhé strané proto, Ze je
to v souladu s nasim postupem (...), budeme nazyvat konsonance [souzvuk] jakgkoli
zvuk vyvolany soucasngm znénim nékolika toni. Potlacil tak soudobé rozliSeni mezi
konsonanci a disonanci.

Euler nejprve definoval funkci d(n) pro n € N takto: poloZzime d(1) = 1 a dale,

mé-li n € N prvociselny rozklad n = p{'p5? - - - p%m, polozime

d(n) =a1(pr — 1) + aa(p2 — 1) + -+ + am(pm — 1) + 1.

Je-li r = p/q, najdeme nejprve nejmensi spoleény nasobek NSN(p, q) ¢isel p, ¢ a pak
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urc¢ime d(r) = d(NSN(p, ¢)). Tak napiiklad pro velkou tercii (tj. pomér 4 : 5) dosta-
neme

NSN(4,5) =20, d(20) =2(2—1)+1(5—-1)+1="7.

Spocteme-li nyni hodnoty d pro intervaly, pak pro kazdé prvodéislo p je pro r = 1/p
hodnota d(r) = p. Pro intervaly, se kterymi jsme se jiz setkali, dostaneme vysledky
shodné s tehdy soudobou zkuSenosti:? d(1/2) = 2 (oktava), d(2/3) = 4 (kvinta),
d(5/6) = 8 (mala tercie), d(4/5) = 7 (velka tercie), d(3/4) = 5 (kvarta), d(3/5) =7
(velka sexta), d(4/7) =9 (septima) atd.

Podobné Ize pracovat s akordy : frekvence odpovidajici akordu c-e-h jsou v poméru
8:10 : 15, takze

NSN(8,10,15) = 120, d(120) =3(2— 1)+ 1(3— 1)+ 1(5— 1) + 1 = 10.

Pro prvocislo 5 je d(5) = 5, coZ je stejna hodnota, jakou jsme jiz dostali pro kvartu.
Vidime, ze funkce d neni prosta! Podobné interval c-h a akordy c-e-h, c-g-h, c-e-g-h
by mély stejnou hodnotu d (stejnou konsonanci) a totéZ plati napf. pro dvojici akor-
di g-h-d-f a g-a-h-c-d-e-f, jejichZ konsonance je 17. Funkce d také ignoruje inverze
a opakovani, rozlisSuje v8ak oktavy: je

d(1/1) =1, d(2/1) =2, d(4/1) =2(2— 1)+ 1 = 3.

Nékdy se v souvislosti s historii matematiky a hudby cituje Leibniztv vyrok: V hudbé
pocitdme jen do péti tak jako lidé, jejichZ aritmetika konci w tri... Kdybychom byli
divtipnéjsi, mohli bychom pokracovat k ¢islu sedm (1712).3 Funkce d neignoruje zadny
pomér a Fuler k tomu poznamenéva: Tyto divody nds opraviiuji k piistupu k prvo-
dislu 7 a také vysvétluji oblibu septakordi (...) a z toho divodu lze s ohledem na
zesnulého pana Leibnize Tici, Ze hudba se tak naucila nyni pocitat do sedmi. Z mnoha
tabulek, které [E033] obsahuje, vy¢teme napiiklad, Ze d ma tutéz hodnotu 8 pro
tradi¢ni konsonantni interval (malé tercie) a i pro tradiéni disonantni interval, jemuz
odpovida pomér 8/9 (odpovida zvétsenému celému ténu, nékdy téZ pytagorejskému
celému ténu),* nebo 7e septima ma konsonanci d pouze o jeden stupei vyssi, tj. 9.

Jiz jsme vidéli na piikladech, ze pfidani dalsiho ténu do akordu nemusi zvysit jeho
konsonanci. Intervaly odpovidajici pomérim 2:3 a 1:6 maji stejnou konsonanci jako
akord, ve kterém jsou frekvence v poméru 1:2:3:6. Euler dale zavadi pojem plného
akordu, k némuz nelze pridat ziddnou dalsi notu bez zvétseni jeho konsonance. Napii-
klad k nejednodussimu oblibenému ,libozvuénému® akordu c-e-g-¢ odpovida aplny
akord (poméry frekvenci tond jsou 1:2:3:4:5:6:10:12:15:20:30:60)

€1 C2 g2 C3 €3 g3 €4 ga by €5 bs bg.

Euler soudi, Ze takovy ,,plnéjsi“ akord je prijemnéjsi. Pokud zaénete byt v tomto oka-
mziku na pochybéch, neni to tak absurdni, témto notam odpovidaji vyssi harmonickeé,
které pri zahrani takového akordu rovnéz slySime, ovSem v relativné malé intenzité.

V dalgi ¢asti vykladu se v paté kapitole Euler soustiedil na sled akordi. Déva na-
vod, jak nalézt konsonanci celého souboru akordu (teoreticky napft. celé skladby). Zde

2 Euler uvadi &isla v pomérech, podobné jako staii Rekové, vzestupné.

3Jde o znamy citat z Leibnizova dopisu CHRISTIANU GoLbBACHOVI (1690-1764), ktery byl publi-
kovan az r.1734.

4Pomér 10/9 odpovida zmensenému celému ténu a interval mezi zmenSenym a zvétSenym celym
tonem, ktery odpovida poméru (10/9)/(9/8)=80/81, je tzv. syntonické koma.
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postupuje analogicky, avsak nékteré kroky jiZz musi upravovat. Tak napf¥. akord s frek-
vencemi tént v poméru 2:6:10 uz neni ekvivalentni akordu s frekvencemi o poméru
1:3:5 jako v predchazejici ¢asti.

Jiz jsme se zminili o tom, Ze se Euler zajimal o hudbu po cely zivot. Podivejme
se na jeho nazory z dnesnfho hlediska. Ty prosly ur¢itym vyvojem, ale zakladni pie-
svédéeni o principech se neménilo. Byl si védom toho, Ze jedinci maji rizny hudebni
vkus a schopnost ocenit hudbu, vé&fil v8ak, Ze je nutno dbat na nazor kvalifikovanych
jedinct a Ze ten je zavisly na jejich vnimani vnitiniho 7ddu hudby. Rozeznéaval dvé
odligné situace: Zname-li podstatu zakonitosti, muZzeme ji konfrontovat se skutecénosti
a postiehnout tak nepfesnosti a odchylky, zatimco ve druhém pfipadé srovnévanim
realnych situaci mohou povolani dospét k oném zékonitostem (a to je dle Eulerova
néazoru situace pii analyzovani hudby). U hudby se Euler soustiedil zejména na vysku
tont, ne na jejich trvani ¢i intenzitu. Toto pojeti saha ostatné u intervala az do antiky.
Euler byl pfesvédéen o sile matematického vidéni svéta a daval matematickému pojeti
prednost pfed filozofii. Tam, kde by diislednost tohoto pohledu mohla byt u hudby na
obtiz, dokazal ji korigovat, aniz by zavrhoval zakladni princip. Tam, kde jeho pired-
chudci predkladali své zavéry o pomeéru frekvenci bez odtavodiiovani, se Euler snazi své
v principu stejné zavéry zduvodnit. To provazi jeho cestu k urCovani stupné akcepto-
vatelnosti €1 prijemnosti, kterou jsme se snazili ¢tenafi priblizit.

Euler si byl také dobie védom jisté nedokonalosti ¢i tolerance lidského sluchu a do-
kazal je zahrnout do svych uvah. V pozdgjsi praci [E 314] studuje akord c-b-d-f a jemu
odpovidajici pomér frekvenci 36:45:54:64. Bez v této sestavé nelibozvuéného f by byl
NSN pro tento akord 60, takto je 8640. Sluch nam dovoli nahradit v poméru ¢islo 64
¢islem 63 a dojdeme tak po zkraceni k poméru 4:5:6:7. Tak se od NSN o hodnoté 8640
dostaneme k hodnoté 420 a misto konsonance 17 dostaneme 15. Euler k tomu dodéva:
Snad je toto zdklad pravidla o pFipravé a rozloZeni disonance, informujici posluchace,
Ze jde o tyZ zvuk, ktery miZe rozloZen na dva jiné, které si nemusi predstavovat jako
jeden zcela cizorody zvuk.

U vétsiny soucasnikii nenalezl Euler pochopeni pro své hudebni teorie, da se vSak
fici, Ze v mnohych otazkach svoji dobu pfedbéhl. Kromé odmitnuti déleni akordi na
konsonantni a disonantni (disonanci chapal dynamicky, jako historicky se vyvijejici
jev) a snahy o zrovnopravnéni septim mu lze pfipsat i zasluhu na modifikaci souznéni:
Trebaze nebyl naklonén temperovanému ladéni, nalezneme u néj v pozdéjsich pracich
chapani akordt jako souznéni tont, které jsou z ur¢itého tzkého frekvenéniho pasma,
tedy nejsou neménné. Obecné lze Fici, ze oponentii, zejména z fad hudebnich teoretiki,
bylo vice nez téch, kteri chapali Eulerovy myslenky v nékterych smérech za inspirujici.
To se do jisté miry v dobé pozdéjsi sice ménilo, avsak nikoli podstatné.

Nevénovali jsme se zdaleka vSemu, co [E033] obsahuje, spiSe jsme provedli jen
jakysi nahled na zptsob Eulerova postupu v pripadé prace s hudbou. Podrobné;jsi
informace mize ¢tenaf nalézt napt. v [9]. Euler byl hluboce piesvédéen o schopnos-
tech matematiky fesit problémy a piripadnou nedostatecnost pfic¢ital tehdy malo roz-
vinuté teorii. Pokud zvazime nértst poctu praci, které jsou vénovany matematickym
aspektim hudby a které vyuzivaji i pomérné naro¢ny matematicky aparat, bylo toto
Eulerovo piesvédéeni opravnéné.®

5Uved'me jeden citat, ktery s timto Eulerovym pfesvédéenim koresponduje For where mathematical
reason did not suffice, for Euler began the kingdom of God (Eduard Fueter, 1941).
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Obratme se nyni ke kartografii, nejprve v 8irsich souvislostech. Prvni mapy Ruska
byly vytvofeny cizinci (nap¥. Mercator (1548), Ortelius (1602), Merian (1640)), nékteré
diléi mapy asijské Casti jsou spojovany se SEMJONEM ULJANOVICEM REMEZOVEM
(asi 1642-asi po 1720). Mapy nebyly presné, a tak dokonalej$i zmapovani se stalo
jednim z ukoli, které byly podporovany reformétorem, predposlednim carem z dynastie
Romanovci, Petrem Aleksejevi¢em. Byl to pozdgjsi PETR I. VELIKY (1672-1725).

Béhem své prvni evropské cesty, kterou Petr podnikl v letech 1697-8 (trvala 15 mé-
sictt), se seznamil s technickym pokrokem. Nevahal se osobné nauéit nékterym Femesl-
nym pracim, ale soucasné se setkival s vyznamnymi osobnostmi, s v&dci, umélci a tech-
niky, které pak zval do Ruska, aby zde pomohli s celkovou modernizaci zemé.6 Petrovy
reformy pak zaséhly celou spole¢nost. Modernizoval ekonomiku, utvarel nové formy po-
litiky, reformoval vzdélavaci systém, armadu, cirkev a pfiblizoval je zapadni Evropé.
Vysledkem prvni evropské cesty bylo napi. v lednu r. 1700 zalozeni gkoly matema-
tiky a navigace v Moskvé, v jejimz Cele byl Skot HENRY FARQUHARSON (1675-1739);
r. 1715 byly vyssi tfidy skoly pfemistény do Petrohradu a fungovaly pod nazvem Nd-
morni akademie. V r. 1705 bylo v Rusku otevieno prvni gymndzium a od r. 1714
vznikal v lokalnich centrech dalsi typ stfednich 8kol s povinnou dochdzkou.

Petr 1. se pfi jedné ze svych evropskych cest setkal s vynikajicim francouzskym
kartografem: GUILLAUME DE L’ISLE (1675-1726) se honosil titulem prvni kralov-
sky kartograf. Na jeho doporuceni pricestovali do Ruska r. 1725 Guillaumovi ne-
vlastni bratfi JOSEPH-NICOLAS DELISLE (1688-1768) a Louls DELISLE DE LA
CROYERE (1687-1741); mimochodem, psani téchto jmen velice kolisa. Mé&li se podi-
let na pracich, spojenych s triangulaci, méli zpfesnit zakresleni polohy velkych mést
a vytvorit pfesnéjsi mapu celého Ruska. Byla téz uzaviena dohoda o zdrojich, ke kte-
rym mél Joseph-Nicolas prava. Joseph-Nicolas opustil r. 1747 Rusko, Louis zemfel na
kurdéje v Petropavlovsku na Kamcatce pii navratu expedice ke biehtim Ameriky. Jak
popsané udéalosti souviseji s Eulerem?

Po smrti Petra I. nastoupila na carsky trin jeho druhd manzelka KATERINA I.
ALEKSEJEVNA. Jeji ptivodni jméno bylo Marta Helena Skowroriska (asi 1684-1727).
Vladla pouze dva roky a po ni nastalo obdobi nastupnickych sport. V té dobé v kvétnu
r. 1727 piijel Euler do Petrohradu a byl jmenovan adjunktem matematiky na Akade-
mii, jejiz dalsi existence byla minimélné po dalsi tfi roky nejista. Od roku 1730, kdy
byl Euler jmenovan profesorem fyziky a téz fadnym ¢lenem Akademie, se situace pod-
statné zlepsila. O t¥i roky pozdéji pfesel na katedru matematiky, kterou po Sestiletém
pobytu v Petrohradé opustil DANIEL I. BERNOULLI (1700-1782), protoZe ziskal misto
v Basileji. Od roku 1739 vedl Euler v Akademii téz Oddéleni geografie — v této funkci
ho vystiidal r. 1758 MICHAIL VASILLJEVIC LOMONOsOv (1711-1765). Kartografii se
vSak Euler zabyval jiz diive, patrné cca od r. 1735.

Nejstarsi celoruska mapa ruského ptivodu je z r. 1734 a pochéazi od IvVANA KIRILO-
VICE KIRILOVA (1695-1737). Kirilov byl ,,Petriv ¢lovék*: Od t¥inacti let navstévoval
Fi¢ské prace spojené se zalozenim lesa, ktery mél poskytovat material ke stavbé lodi.
Od roku 1719 byl sekretafem senatu a od roku 1728 jeho vrchnim sekretafem. V le-

SPro nas je zajimavé to, Ze v r. 1711 nav&tivil Petr 1. Karlovy Vary, kde pobyval déle nez mésic,
a po roce se sem opét vratil; tehdy se zde setkal s G. W. Leibnizem, ktery se stal jeho poradcem
a podstatné ovlivnil vznik Petrohradské akademie. Mozna, ze navstévy Petra I. jsou jednou z pficin,
pro¢ Rusové maji Karlovy Vary ve veliké oblibé.
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Obr. 1.

tech 1720-34 byl v senatu odpovédny za topografické a kartografické préace. Planoval
vytvoreni t¥idilného atlasu Ruského impéria o 360 mapéch, ale tento zamér se nepo-
darilo realizovat. S Nicolasem Delislem se podstatné lisili v metodach prace, v jistém
smyslu jako teoretici a praktici. Kirilov potfeboval konkrétni vysledky a ,,pfilisna pfes-
nost* byla pro néj pritézi. Roku 1734 vydal atlas o cca 40 mapach; presny pocet vydani,
naklad, slozeni map apod. nejsou znamy; jeho souc¢asti byla i zminéna celoruska mapa.”
Atlas byl pozdéji stazen v dusledku uplatiiovani prav J.-N. Delislea a nahrazen atlasem
Akademie, ktery vysel roku 1745 pod nazvem Atlas Rossijskoj, obsahujicim 31 map.

Je znamo, Zze se na ném podilel i Euler, a to nejen formélné z titulu zastavané
funkce. J.-N. Delisle si s Eulerem v letech 1735-65 dopisoval (43 dopisii). Existuje
domnénka, Ze k poskozeni Eulerova zraku a pozdé&jsi slepoté prispéla zrakova namaha
souvisejici s mapami, dnes ji v8ak povazujeme za neopodstatnénou.

Mapy zaméstnavaly Eulera i v dobé& jeho némeckého pobytu (1741-1766): Pod jeho
vedenim byl pFipraven némeckou akademii Skolni Atlas svéta Atlas geographicus omnes
orbis terrarum regiones in XLI tabulis, ktery vySel v latiné a némciné poprvé roku 1753.
Jako spolupracovnika si Euler pro tuto akci vybral geografa JOHANNA CHRISTOPHA
RHODE (1713-1786), mé&dirytiny provedl NICOLAUS FRIEDRICH SAUERBREY.® K atla-
su napsal Euler desetistrankovou predmluvu.

Atlas byl velmi obliben a dockal se brzo dalsich vydani. Ve vydani z roku 1760
bylo jiz 44 map a kromé latiny a néméiny byla pouzita i francouzstina. Tteti vydéani
vyslo roku 1777 a modernizované ¢tvrté vydani (nedatované) cca r. 1783. A¢ obsa-
huje Eulerovu predmluvu, jeho jméno neni uvedeno. Mapa s vyznacenim magnetické
deklinace je reprodukovana na obr. 1. P velkém zvétSeni mapy Evropy na obr. 2

7Celkové bylo piipraveno alespoii 37 map, zachovalo se jich patrn& pouze 28; jsou vdak znamy
popisy celkem 41 zhotovenych map. V roce 2008 vyslo faksimile tohoto atlasu v nakladatelstvi Alfaret
pod nazvem Atlas Vserossijskoj Imperii, Sobranije kart I. K. Kirilova.

8 A¢koli jde o znamého rytce map, neni znam rok jeho narozeni. Zemiel pravdépodobné r. 1771.
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Obr. 2.

na ni nalezneme napf¥. Prahu, Brno a Olomouc. Do dneska je tento atlas hledanym
sbératelskym kouskem, ktery se prodava za cca 7-8 tisic eur. BéZné se pro tento atlas
uziva oznaceni ,,Fuler atlas* a vyhledéva¢ vam v mziku nabidne dalsi informace o jeho
skladbé a i pomérné kvalitni reprodukce dalsich map.

A¢ byl Euler od roku 1766 prakticky slepy, zdjem o mapy a kartografii ho neopustil.
Napsal sérii ¢lankt, vénovanych zkresleni mapy a s nim spojenym problémam. Z po-
hledu nékterych (viz [23]) se tak zafadil mezi tvirce teorie aproximace. Nejruzngjsi
mapové projekce davaji pfi pouziti razné vysledky: Zname mapy podle kartografického
zkresleni délkojevné (ekvidistantni), které nedeformuji vzdalenosti podél urc¢itého sys-
tému car (netyka se vSech délek), plochojevné (ekvivalentni), které zachovavaji sice
poméry ploch, ale silné zkresluji thly, dhlojevné (konformni), které vérné zobrazuji
uhly, ale zkresluji plochy, a kone¢né vyrovndvaci (kompenzaéni). Pro zobrazovani vel-
kych tzemi, napi. celych svétadila (a také Ruského impéria) se dodnes hodi rtzné
modifikovana kuzelova projekce, ktera je historicky spojovana s J.-N. Delislem. Pro
zobrazovani Ruska (a nejen jeho) se pouziva dodnes. Zhruba Fedeno, promita se na ku-
Zelovou plochu, jejiz osa rotace splyva se zemskou osou, vrchol kuzele lezi na ose ,,nad
severnim poélem“ a plocha sede zemékouli ve dvou rovnobé&zkach, lezicich na severni
polokouli. Zde je na misté upozornéni, ze termin projekce pouzivame v irsim smyslu,
nez je v matematice obvyklé.

J.-N. Delisle se fidil pravidlem, Ze jako pruse¢nice (rovnobézky) pro optimalni
zobrazen{ tzemi maji byt uzity ty, které odpovidaji 1/4 a 3/4 vzdalenosti od nejsever-
né&jsiho a nejjiznéjsiho bodu tohoto tzemi. Anglicky astronom a kartograf ARTHUR RO-
BERT HINKS (1873-1945) doporucoval (viz [13]) uziti 1/7 a 6/7, kdezto ameri¢ti karto-
grafové CHARLES HENRY DEETZ (1864-1921) a OSCAR SHERMAN ADAMS (1874-1962)
upfednostiovali 1/6 a 5/6 (viz [8]). Euler v sérii praci
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[E490] De repraesentatione superficiei sphaericae super plano [O reprezentaci sférické
plochy v roviné| (1777),

[E491]  De proiectione geographica superficiei sphaericae |O geografické projekci sférické
plochy] (1777),

[E492] De proiectione geographica Delisliana in mappa generali Imperii Russici usitata
[O Delisleové geografické projekci a jejim pouZiti pro celkovou mapu Ruského
impéria] (1777)

nejprve dokazal, ze idealni mapova projekce nezkreslujici souc¢asné délky, tihly i plochy,
neexistuje. Dokazoval to analyticky, s vyuzitim ,nekoneé¢né malych, i kdyz to bylo jiz
tuSeno ze znamych vlastnosti sférickych trojahelnikd (soudet vnitinich thla neni 27).
V posledni z uvedenych praci ispésné resil problém jisté optimalizace délkového zkres-
leni delisleovské kuzelové projekce pro tizemi Ruského impéria. Odavodnil v ni, Ze
optimalni volba prisecnic odpovida rovnobézkam lezicim na 65° 4’ 11”7 a 43° 59/ 20".
Prace [E 490]-[E 492] byly napsany jiz roku 1775, do tisku se v8ak dostaly az roku 1777
a vysly v Acta Academiae Scientiarum Imperialis Petropolitanae roku 1778, za sebou
na str. 107-153. Préace byly znamé spiSe kartografim nez matematikiim, o ¢em svéd¢ci
napf. zminka v [13]. Vyznamu posledni z téchto praci pro teorii aproximace je vénovana
avodni ¢ast jiz zminéné prace [23].

Vyraz optimdlni je u nas ponékud zprofanovan a je uzivan $patné (napf. u novinaia
a politikii je velmi obliben tvar ,nejoptimalnéjsi“).” Vede nas v3ak ke zptesnéni a k pii-
rozené otazce, o jakou optimalizaci vlastné 8lo. Pti delisleovské projekci na kuzelovou
plochu sta¢i vzdalenosti odméfené na mapé ,,podél obrazi rovnobézek” upravit podle
méfitka mapy a ziskdme presnou vzdalenost mist, pokud tato lez{ obé na jedné z vyse
zminénych prise¢nic/rovnobézek; nékdy byvaji nazyvany standardnimi rovnobézkami.
Vzdalenosti na ostatnich rovnobézkach jsou zkreslené, ale na kazdé rovnobézce stejno-
mérné, k ziskani skutecné vzdalenosti staci ,,trochu poopravit méritko mapy*. Zkresleni
ve sméru poledniki je v8ak nerovnomérné.

Euler vlastné v [E492] porovnal zkresleni vzdalenosti mezi dvéma sousednimi po-
ledniky na ,,centralni* rovnobéZzce mapy a na ,extrémnich*“ rovnobézkach, které odpo-
vidaji zobrazeni rovnobézek na hornim a dolnim okraji mapy. Volil pak prisec¢nice
tak, aby si tyto odchylky od skute¢nych hodnot byly (v absolutni hodnoté) rovny.
V [13] je nazyvano toto TeSeni eulerovskd projekce. Euler povazoval svoje FeSeni pro
zobrazeni Ruského impéria za optiméalni a spocetl, ze chyba v méreni vzdalenosti po
rovnobézkach neni (na jeden stupeii) vétsi nez jedna versta (1067 m).'0

V [13] jsou spocteny i pfipady s trochu odlisnymi optimaliza¢nimi kritérii, ne v8ak
pro Rusko. Lze napt. zadat, aby bylo na uvedenych rovnobézkich stejné zkresleni
méiitka apod. Viz [13], str. 82-88.

Na zavér jesté nékolik poznamek. Usili cara Petra 1. o podrobné zmapovani Rus-
kého impéria bylo patrné ovlivnhéno Leibnizem, ktery mu v dopise z r. 1716 psal:
Z viile Vaseho carského Velicenstva by se mélo prozkoumat, zda lze Asii obeplout na
severni stran€ ¢i zda severni ledovy piikrov je spojen s Amerikou, coZ se Anglica-
nim a Holandanim béhem jejich nebezpeénijch ndmoinich expedici nepodatilo zjistit;
viz [12]. Tato rada asi byla v pozadi dvou vyznamnych vyprav VITUSE JONASSENA

9Jiny piiklad: frekvence vyskytu tvaru ,potencion&lni“.
10y [23] je Eulertiv vypodet popsan podrobngji a uvadi se tam, ze tato chyba byla 372 m na hornim
a 835 m na dolnim okraji mapy (Euler zaokrouhloval).
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BERINGA (1681-1741) podniknutych v letech 1725 a 1741.1' Nutno poznamenat, Ze
geografické projekty Petrohradské akademie se té8ily nejvyznamnéjsi finanéni podpofte.

Vztahy Eulera a J.- N. Delislea byly napjaté, Delisle dokonce prohlésil, Ze nepovede
geografické oddéleni Akademie, pokud bude Euler jeho ¢lenem. KdyZ Euler oddéleni
prevzal, prace §ly mnohem rychleji kupfedu. V roce 1733 prohlasil senat data ziskana
Behringem pfi prvni expedici za tajna, avSak pozdé&ji roku 1751 se zjistilo, ze kopie
v8eho, co mél Delisle v Akademii k dispozici, odesilal do Francie. Navzdory tomu
vSemu byl Eulertv vztah k Delisleovi korektni a pii ptripadné kritice byl Euler velmi
decentni. V [E492] pise o delisleovské projekci: Vghodou této projekce je, Ze iseckdm
odpovidaji oblouky hlavnich kruznic, a tak vzddlenosti lze méFit podle mapy kruZitkem
bez podstatniyjch chyb. Vzhledem k tomu byla této projekci ddna pFi zhotovovdni mapy
Ruského impéria prednost, i kdyZ pri peclivéjsim jejim studiu rozdily proti skutecnosti
nejsou malé. Myslim, Ze je mozné tici, ze Eulerovy tvahy ovlivnily pozdé&ji i VLADI-
MIRA VLADIMIROVICE KAVRAISKEHO (1884-1954) p¥i tvorbé map SSSR (pro projekei,
kterou navrhl v roce 1939, se ujalo mezinarodni oznaceni Kavrayskiy VII projection).

Zda4 se, ze nemala ¢ast Eulerovych tavah o mapéch sméfovala spiSe k teorii. Ve druhé
praci je pomérné podrobné studovana stereograficka projekce. Euler vzdy pracoval se
zobrazenim sféry na rovinu, i kdyz v jeho dobé bylo zndmo, Ze zemé nema piesné
kulovy tvar. Jako prvni na tuto moZnost upozornil ISSAC NEWTON (1642-1727) ve
svych Principiich [19] a tato teorie byla potvrzena francouzskymi expedicemi ve tFica-
tych letech 17. stol. Patrné byl Euler vice motivovan k vytvareni teorie stereografické
projekce nez jejimi kartografickymi aplikacemi. Z tohoto hlediska Euler polozil zaklad
studia konformnich zobrazeni.

Na zavér bych chtél zdiraznit, Ze a¢ je pro nas Euler pfedev§im matematik, ovliv-
nil vyznamné i dalsi odvétvi lidské ¢innosti, které souviseji s matematikou, a ze byl
v nékterych smérech prikopnikem zcela novych myslenek.
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