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V roce 2013 ziskal Abelovovu cenu
Pierre Deligne za fundamentalni préace
svazujici algebru a geometrii

Michal Kvizek, Martin Markl, Praha, Lawrence Somer, Washington, DC

1. Uvod

Dne 21. kvétna 2013 ziskal Abelovu cenu za matematiku Pierre Deligne, emeritni
profesor na Institute for Advanced Study v americkém Princetonu. Podle vyjadieni
vybérové komise ji ziskal za své prikopnické prdace v algebraické geometrii a jejich
dopad na teorii cisel, teorit reprezentact a pribuzné obory. Deligneho wicinné koncepty,
skvelé myslenky, silné vysledky a metody ovliviiugi algebraickou geometrii, jakoZz i celou
matematiku (viz [23]). Deligne to komentoval slovy: The nice thing about mathematics
is doing mathematics. The prizes come in addition. Cenu mu udélila Norska akademie
véd, kterd byla zaloZena jiz v roce 1857 a jejimZ souCasnym Cestnym predsedou je
Jeho Velicenstvo norsky kral Harald V. Abelovy ceny se udéluji od roku 2003. Jsou to
vlastné takové matematické nobelovky spojené s finanéni odménou 1 milion americkych
dolarii. O predchozich deseti cenach pojednava piehledova publikace [15].

Obr. 1. PIERRE RENE DELIGNE
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2. Struény zivotopis

Pierre René Deligne se narodil 3. fijna 1944 v Bruselu. Kdyz mu bylo 12 let, zacal si ¢ist
univerzitni matematické uéebnice svého starsiho bratra. Na stfedni Skole mu pak pro-
fesor matematiky pujéil nekolik svazka Eléments de mathématique od Nicolase Bour-
bakiho (coz je pseudonym skupiny francouzskych matematiki). To mladému Pierrovi
navzdy zménilo Zivot. Jeho otec sice chtél, aby se stal inzenyrem, ale Pierre se rozhodl
pro univerzitni studia matematiky. Na univerzitu v Bruselu nastoupil s ambicemi stat
se stFedoskolskym ucitelem. Tam se v8ak setkal s dalsim budoucim nositelem Abelovy
ceny Jacquesem Titsem, ktery jej pfivedl k vyzkumu v matematice. V roce 1966 ziskal
Deligne titul B.A. Pod vedenim Alexandera Grothendiecka obhajil v r. 1968 doktor-
skou dizerta¢ni praci. V témze roce zacal spolupracovat na reprezentacich modularnich
forem [6] s pozdéjsim prvnim laureatem Abelovy ceny Jeanem-Pierrem Serrem, ktery
se mj. zabyval analogiemi Weilovych domnének (viz kap. 5 a [20]). V roce 1970 byl
Pierre Deligne pfijat do Institut des Hautes Etudes Scientifiques v Bures-sur-Yvette
nedaleko PafiZe. V roce 1972 obhéajil na Univerzité Paris-Sud 11 velky doktorat (Doc-
torat d’Etat) v oblasti matematickych v&d.

P. Deligne se zaslouzil o nalezeni novych spojitosti mezi riznymi oblastmi matema-
tiky, coz vedlo k fadé dilezitych objevi. Jeho nejvétsim piinosem je velkolepy dikaz
Weilovy domnénky publikovany v roce 1973. O pét let pozdéji za néj dostal Fieldsovu
medaili a v roce 1988 jesté Crafoordovu cenu spoleéné se svym byvalym Skolitelem
Alexanderem Grothendieckem. Stru¢né feceno, jde o dikaz analogie slavné Rieman-
novy hypotézy nad konecénymi télesy, jez v ptvodni formulaci pro komplexni rovinu C
doposud vyTeSena nebyla (je to jeden ze sedmi problému pro t¥eti tisicileti [8]). Deligne
ziskal také Cenu Henriho Poincarého v r. 1974, Balzanovu cenu v r. 2004 a prestizni
Wolfovu cenu v r. 2008 spole¢né s Phillipem Griffithsem a Davidem Mumfordem.
V roce 2006 jej belgicky kral Albert II. jmenoval vikomtem. Pierre Deligne je estnym
Clenem Moskevské matematické spolecnosti a Londynské matematické spole¢nosti. Je
také Cestnym zahrani¢nim ¢lenem Americké akademie véd a uméni, Americké filo-
zofické spole¢nosti a Kralovské §védské akademie véd. Za své fundamentalni objevy
v matematice se dokonce dostal na belgické znamky (viz obr. 2).

3. Rozreseni Ramanujanovy domnénky

Deligne se poprvé proslavil dikazem Ramanujanovy (Ramanujanovy-Petersonovy) do-
mnénky z teorie modularnich forem. Definujme koeficienty 7(n) pomoci vztahu

¢ [Ta-am* =) r(n)a", (1)

kde ¢ € C. Rovnost mezi nekoneénym soucinem vlevo a mocninnou radou pravo je
tfeba chapat Cisté formélné, protoze jejich konvergence je vedlejsi. Pro konkrétni pii-
rozené ¢islo n je totiz koeficient 7(n) jednoznatné dan souctem jen koneéné mnoha
Cisel.
V roce 1916 Srinivasa Ramanujan vyslovil domnénku (viz [19], s. 176), Ze pro libo-
volné prvocéislo p plati
Ir(p)] < 2p"'/2,
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Obr. 2. Pierre Deligne na belgické zndmce

kterou dokazal pravé Deligne [4]. Koeficienty! 7(n) jsou hodnoty tzv. Ramanujanovy
T-funkce. Ramanujanovu domnénku lze zobecnit takto:

o v

Pro piirozené ¢islo n je |7(n)| < d(n)n''/2, kde d(n) oznacuje pocet délitelii Gisla n.
Za ¢ nyni zvolme komplexni &islo e2™* € C, kde z = a+ib € C pro realna a,b € R,
to jest . o . .
q= e27rlz — e27r1(a+1b) — e27r1a727rb — eZTrlaef%rb'

Vidime, Ze absolutn{ hodnota |g| = e~ protoze |e*™'*| = 1. Odtud plyne, Ze |q| < 1,

kdykoliv je imaginarni ¢ast z kladna. Podminka |¢| < 1 zajistuje konvergenci neko-
neéného sou¢inu v (1), ktery tak bude definovan pro z z horni oteviené poloroviny
komplexni roviny. Tuto funkci proménné z oznacme A(z).
Funkce A je holomorfni a lze ji rozsifit na celou komplexni rovinu. Je periodicka
v tom smyslu, ze plati
A(z)=A(z+1) VzeC

a navic A(—1/z) = 2'2A(z) pro vSechna z € C. JestliZe roste imaginarni ¢ast z do
nekone¢na, potom A(z) konverguje k nule. Uvedené vlastnosti znamenaji, ze A je
modularni forma. Tento typ funkci hraje vyznamnou roli ve Wilesové dikazu Velké
Fermatovy véty.

Zahadny exponent 24 ve vztahu (1) souvisi s Leechovou mizkou nejhustsiho uspo-
fadani stejné velkych nadkouli v eukleidovském prostoru R?* (podrobnosti viz [14]).
Muzeme se ptat: Kolika riznymi zptsoby miZeme ndhodné zvolené prirozené &islo n
napsat ve tvaru 27 + 3 + - - - +23,, kde z1, ..., 724 jsou celd &isla? Jinymi slovy, kolik
mifZovych bodu s celo¢iselnymi soufadnicemi lezi na nadsféfe o poloméru /n? Kolik
miizovych bodu lezi uvnit¥ této nadsféry? Odhady po¢tu miizovych bodu tzce souvisi
s koeficienty 7(n) (viz [11], s.6). Nejvyssi hustota stejnd velkych nadkouli je zatim
znama jen v prostorech R* pro k = 1,2,3,4,8 a 24.

LCelou fadu vztahii pro koeficienty 7(n) lze najit v monografii [17].
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4. Riemannova hypotéza

Ozna¢me m(n) podet prvodisel p < n. Pravdépodobnost, Ze n > 2 je prvodislo, je
zhruba rovna 1/Ilnn. Na zikladé této vlastnosti Carl Friedrich Gauss (1777-1855)
predlozil jako domnénku? prvoéiselnou vétu®
n
n)~ —
m(n)
kde symbol = oznacuje asymptotickou rovnost pro n — oo. Jedna z nékolika verzi
slavné a dosud neroziesené Riemannovy hypotézy tvrdi, ze pro kazdé ¢ > 0 je

m(n) = Li(n) + O(n'/**9),

kde n g
Li(n) = / It (integrallogaritmus).
2

Funkce Li(n) se pfitom asymptoticky chova jako n/Inn.
Pfipomenme nyni struéné ekvivalentni verzi Riemannovy hypotézy. Pak zformulu-
jeme jeji verzi nad konefnymi télesy (viz kap. 5), za jejiz vyTeSeni byl Deligne ocenén.
Polozme

(=3~ ()

bl
nz
n=1

kde suma konverguje pro libovolné komplexni ¢islo z takové, ze Re(z) > 1. Funkcee ( se

nazyva Riemannova (-funkce. Plati, ze (1) = oo (soucet harmonické fady) a ((2) = %2.
Nejprve dokédZeme nésledujici prekvapivou rovnost obsahujici na pravé strané sou-

¢in pfes v8echna prvodisla p € P ={2,3,5,7,... },

=1l = 3)

—z *
peP p

Eulerova véta. Definice (2) a (3) jsou ekvivalentni pro vSechna komplexni ¢isla z
takovd, Ze Re(z) > 1.

Uvedme snadny, ale nadherny dikaz. Oznacime-li i-té prvoéislo p;, pak kazdé pii-
rozené ¢islo n lze podle zékladni véty aritmetiky (viz [16], s. 51) jednozna¢né vyjadrit
soufinem p’fl p§2p§3 -+ 8 nezapornymi celymi exponenty ki, ks, ks, ... Jinak Feceno,
mnozinu N pfirozenych &isel je mozné popsat koneénymi souciny

N= {p’f1p§2p§3 -+ | k1, ko, ks, ... jsou nezaporna cela ¢isla}.
Podle vztahu pro soucet geometrické fady plati pro kazdé i = 1,2,..., Ze
i( 1 )j _ 1
PN 1—p;*

2Domnénku nezavisle dokézali v roce 1896 Jacques Hadamard (1865-1963) a Charles-Jean de la
Vallée Poussin (1866-1962).
3Lze viak ukazat, Ze asymptotika m(n) = n/Inn + O(n/In3 n) neplati.
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Vynasobime-li mezi sebou tyto rovnice, dostaneme

oo

1 1 1 1 1
Hﬁ (1—1—27-!-2 +"><1+37+3Tz+"')"'

i=1 - Pi
11 = 1
.(1_;_*4_?_;_...)...: Z :Zi
pi P k1 ,ka kg, ... >0 (PY*p5°p5" - ="
coz je zadana rovnost* vyrazi (2) a (3). O

Némecky matematik Bernhard Riemann (1826-1866) odvodil pro (-funkeci dalsi
uziteény vztah

7w i0(2)¢) = TO( e - ), (4)

ktery tika, jak se (-funkce chova pfi substituci z za 1 — z. Zde je I'-funkce definovana

vztahem ~
I'(z) = / e tt*ldt
0

a je prirozenym rozsifenim faktorialu
I'(n) =(n—1)!

do oboru komplexnich &sel. Funkce ¢(1 — z) na pravé strané (4) ma pol pro z = 0
a F(lgz) mé poly v bodech z = 1,3,5,7,... Protoze leva strana (4) je v bodech
z=3,5,7,... koneéna, plati

Tyto kofeny se nazyvaji trividlni. Funkci ¢ lze rozsitit na funkci meromorfni v kom-
plexni roviné s polem v bodé 1. Riemannova hypotéza tvrdi, Ze v8echny netrivialni

koreny tohoto rozsifeni funkce ¢ maji realnou ¢ast rovnou %

My

Rozieseni této hypotézy je dnes pokladano za jeden z nejtézsich a nejdulezitéjsich
problémi teorie isel, nebot tizce souvisi s otézkou rozlozeni prvoéisel (srov. (3)). Na
jeho vyFeSeni byla vypsana odména 1000000 dolart (viz [8]).

5. Weilovy domnénky

P. Deligne se proslavil zejména rozieSenim tieti Weilovy domnénky. Pied jeji formulaci
pripomeneme nékteré pojmy. Charakteristika télesa F je nejmensi pfirozené ¢islo g
takové, ze jednotka 1 € F' spliuje rovnici
1+1+--4+1=0.
—_——
g-krat

Pokud takové ¢islo neexistuje, fikime, ze F' mé charakteristiku nula. Je zfejmé, ze
kone¢na charakteristika je vzdy prvoéislem. Piikladem téles charakteristiky 0 jsou

4Rovnost vyrazii (2) a (3) je jednim z nékolika dtivodii, pro¢ 1 nezafazujeme mezi prvoéisla. Dalsim
dtivodem je pozadavek na jednoznacnost rozkladu prirozeného ¢isla n > 1 na sou¢in mocnin prvocisel.
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realna nebo komplexni ¢isla. Prikladem télesa prvociselné charakteristiky ¢ je téleso Z,
celych ¢isel modulo g.

Je snadné dokézat, ze kone¢né téleso prvociselné charakteristiky ¢ musi mit ¢" prvka
pro n&jaké prirozené ¢islo m. Pitkladem® je mnoZina Fym korenit polynomu " — ¢
v né&jakém algebraickém rozsifeni télesa Z,. Ovéime, ze Fym je téleso. Protoze

m

1" =t — 1) T2 T 4 1),

0 i 1 nalezeji do Fym. Multiplikativni uzavienost je zfejmé: pokud a,b € Fym, pak
a?" =a, b9 = b, tedy (ab)?”" = a9" 9" = ab, coz znamena, e ab € Fym. Podobné
ukdzeme, Ze jestlize a € Fgm, potom a”l e Fym. Zbyva dokazat, Zze a +b € Fgm pro
a,b € Fym. Podle binomické véty

q"” m
(a+b)? Z ( )aiqu_i.

=0

(5)=5)

Vynasobime-li tuto rovnost 4, vidime, Ze (srov. [16], s. 86)

q deéli (q’))
1

protoZe oba binomické koeficienty v (5) jsou pFirozena ¢isla a ¢™ nedéli i. Mame tedy
(a+b)7" =a?" +b9" =a+b, aproto a+b € Fym. Téleso Fym se nazyva Galoisovo
konecné téleso s ¢ prvky. Lze ukézat, Ze vS8echna télesa s ¢ prvky jsou izomorfni
s timto té&lesem.®

Afinni varieta se obvykle definuje jako mnoZina feSeni ur¢itého systému polyno-
mialnich rovnic (tfeba 2% + y* = 1) nad télesem realnych & komplexnich &isel. Stejné
ov8em miizeme definovat variety i nad koneénym télesem F'. Napiiklad dvojice (4,6)
patii ,kruznici 22 + y? = 1 nad télesem Fy7, protoze 42 + 62 = 52 dava zbytek 1 pfi
déleni 17. Jinym ptikladem je dvojice (3,3). Podobné je projektivni varieta mnoZina
feSeni soustavy homogennich polynomialnich rovnic v projektivnim prostoru.”

André Weil vyslovil v roce 1949 ¢tyii domnénky (viz [22] a [9]) o poctu bodu alge-
braickych variet nad koneénymi t&lesy (jejich specialni p¥ipad formuloval jiz v roce 1924
Emil Artin [1]). Pfedpokladejme, Ze ¢ je prvocislo a X hladka (regularni) n-rozmérna
projektivni varieta nad télesem IFy. V této situaci definujeme (-funkci variety X pied-
pisem

Pokud 1 <7 < g™ — 1, pak

- N,
m —
Cx2) =exp( Y ()™, (6)
m=1
5Ptiklad je motivovan implikaci: Je-li ¢ prvocislo a m,n € N, pak q déli n?" —n. Pripad m =1 je

Mala Fermatova véta [16]. Pro m > 1 lze pouzit indukeci.

6Podobné tvrzeni pro grupy neplati [15], s.43. Existuje nap¥. 5 neizomorfnich grup o 33 = 27
prvcich, z nichz 3 jsou komutativni.

"Projektivni prostor je tvofen t¥idami ekvivalence vektort (zo, ..., 2n) € FX(+1) | pricemz ekvi-
valentni jsou vektory (zo,...,zn) a (Azo,...,Azn) pro nenulové X € F.
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ve kterém z € C a N, je poCet bodl variety X nad rozsifenim Fym télesa F,. Weil
predpovédél, Ze by (-funkce mély byt racionalni, Ze by mély splitovat jistou funkcionélni
rovnici a Ze by mély mit kofeny na pfesné vymezenych piimkach. Weilovy domnénky
lze presnéji formulovat takto:

z

1. Racionalita. Funkce ((X, z) je racionalni v proménné ¢t = ¢—% a ma tvar

PP (1) Pons (1)
(X, 2) = Po(t);Q(t) ()

(7)

kde P;(t) jsou polynomy s celociselnymi koeficienty, pficemz Py(t) = 1 —t, P, (t) =
1 — ¢™t. Racionalitu funkce (6) dok4zal Bernard Dwork [10].

2. Funkciondlni rovnice a Poincaréova dualita. Funkce ¢ splituje vztah
C(X,?’L - Z) = iq%_EZC(Xa 2)7

kde E je Eulerova charakteristika variety X. Polozime-li ¢ = ¢~!, obdrzime funkcio-
nélni rovnici

C(X,q ") = £¢" T tP¢(X, 2).

Z ui plyne, Ze substituce ¢ — 1/¢™t zaméhuje kofeny polynomu P;(t) za kofeny poly-
nomu P, ;(t). Tuto druhou domnénku dokazal Alexander Grothendieck [12].

3. Konecnd verze Riemannovy hypotézy. Kofeny polynomu P; vystupujiciho v (7)
lezi na ,kritické piimce* v roviné komplexnich ¢isel z s redlnou ¢asti i/2. Tuto tieti

a zaroven nejtézsi domnénku dokazal pravé Pierre Deligne [4] v roce 1974 (viz téz [5]).

4. Bettiho ¢isla. Je-li X redukce modulo p regularni projektivni variety nad télesem
komplexnich ¢&isel, pak je stupen polynomu P; roven dimenzi i-té homologické grupy
této variety, tedy jejimu i-tému Bettimu &islu §;, viz [18], s. 731-732.

Jako ptiklad vezméme hladkou projektivni kifivku X rodu g.2 V souladu s Weilovou
domnénkou

P(t)
1-t)(1—qt)’
kde P(t) je polynom stupné 2g. Konefné verze Riemannovy hypotézy ¥ika, Ze kofeny
polynomu P(t) lezi na pfimce komplexnich ¢isel s imaginarni ¢asti 1/2. Podobnost
s klasickou Riemannovou hypotézou je diisledkem mnohem hlubsi souvislosti.

Pripomenme, Ze téleso algebraickych ¢isel K je koneéné rozsiteni télesa racionalnich
¢isel Q. Kazdé takové K obsahuje okruh celych algebraickych ¢isel Ok tvoreny prvky
x € K spliiujicimi rovnici

C(sz> =

2 AP 4 A =0

s né&jakymi celoc¢iselnymi koeficienty A;,..., Ax € Z. Snadno se presvédéime, Ze
Oqg = Z, coz zduvodiiuje nazvoslovi.
V popsané situaci Richard Dedekind definoval {-funkci vztahem

(k(z) = SN (D),

8 Rod (genus) g je polovina prvnfho Bettiho &isla 81 variety X. Pro g = 0 je tedy X topologicky
dvourozmérna sféra, pro g = 1 torus.
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kde soucet probihéa vsechny idealy I okruhu Ok a N(I) znaci kardinalitu podilového
okruhu O /I. Podobné jako v klasickém pifpadé (3) miZzeme (-funkei vyjadiit také
Eulerovym soucinem

1
(z) =11 T-NGp)

pres vSechny prvoidedly p okruhu Og. Doporucujeme jako cviceni ukazat, Ze pro
K = Q dostavame klasickou Riemannovu (-funkci z kapitoly 4. Artin si pov8iml, Ze De-
dekindovu definici lze pouZit i na okruh regularnich funkei na varieté X. Vzorec (6) je
prepis Dedekindovy definice do geometrického jazyka. Plné pochopeni podstaty Wei-
lovych domnének inspirovalo objev etdlnich kohomologii, jednoho z nejdulezitéjsich
pojmil moderni algebraické geometrie.

6. Dalsi Deligneovy vysledky

Databaze Mathematical Reviews obsahuje pfes 100 Deligneovych praci z nejriznéjsich
matematickych obort. Jeho zabér je opravdu Siroky: matematicki teorie strun a su-
pergravitace, spinory, hyperbolické funkce, homologicka algebra, eliptické kfivky, mo-
dulérni formy, kone¢né grupy, ...

Deligne se snaZil rozfesit nékolik dalsich dulezitych a t&zkych problémi. Uvedme
si nékolik typickych prikladi. Deligne se napi. zabyval Hodgeovou domnénkou, coz je
opét jeden ze sedmi problémi pro tieti tisicileti [8].

Deligne ve své praci [3] také podstatné prispél k rozieseni a zobecnéni 21. Hilbertova
problému o existenci diferencidlnich rovnic s regularnimi singuldrnimi body. Pouzité
dtukazové techniky jsou popsény v [13]. Dalsi piehledovy ¢lanek o jeho prispévcich
k matematice nedavno napsal Gowers [11].

Na tplny z&vér se zminime o domnénce, formulované Delignem v dopise [7] z ro-
ku 1993, k jejimuz dikazu prispél ¢esky matematik. Domnénka fika, ze struktura Ger-
stenhaberovy algebry na Hochschildovych kohomologiich je generovina akci operady
malych disk na kofetézcich. Zobecnénim je problém charakterizace homotopického
typu operady v8ech prirozenych operaci. Tento problém byl v [2] zcela vyTFesen M. Ba-
taninem a druhym autorem tohoto ¢lanku.

Podékovani. Tento ¢lanek byl podpofen projektem RVO 67985840 a grantem
P201/12/G028. Autoti dékuji prof. RNDr. Jaroslavu Hanélovi, CSc., doc. RNDr. Fran-
tisku Katrnoskovi, CSc., a doc. RNDr. Martinu Klazarovi, Dr., za velmi cenné pfipo-
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