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Znali stari Indové retézové zlomky?

Irena Sykorovd, Praha

1. Uvod

Matematika a zejména algebra byla ve stfedovéké Indii velmi uznédvanym védnim obo-
rem a indi¢ti ucenci dosahli nékolika zajimavych vysledki, hlavné pfi feseni nékterych
neurc¢itych rovnic v oboru celych nebo racionalnich ¢isel. Algebraické metody byly
velmi obdivovany a néktefi matematici o nich hovorili téméf s ndbozenskou tctou.

V Indii pouzivali jednoduchou symboliku odvozenou nejéastéji ze zkratek prislus-
nych termini, nap¥. neznama se nazyvala tolik-kolik (yavat-tavat) a znaéila ya. Pokud
bylo potfeba pocitat s vice neznamymi, termin yavat-tavat oznacoval prvni z nich
a pro ostatni se pouZivaly vétsinou zkratky barev piipadné pismena abecedy.! Hlavni
rozdil mezi aritmetikou a algebrou vSak nebyl v pouzivani symboli, ale v tom, Ze pri
aritmetickych vypoctech byly hodnoty symbola dané, pocitalo se s konkrétnimi &isly,
zatimco v algebraickych ulohéach byly jejich hodnoty prfedem neznamé. Proto se nékdy
aritmetice fikalo véda o po¢itani se znamymi (vyakta-ganita) na rozdil od algebry —
védy o poc¢itani s neznamymi (avyakta-ganita).

Indi¢ti matematici popsali nékteré pozoruhodné metody feSeni neurcitych rovnic,
ukédZzeme metodu hledani celoéiselného FeSeni linearni rovnice o dvou neznamych

ar + ¢ = by, a, b, ceZ. (1)

Indicky zptsob feSeni pripomind metodu vyuzivajici fetézové zlomky, pro &isla a
a b plati

a
g:%+ =[qo;q1,q2, - - -, qnl, (2)
q+

N 1
q2 1

.-'Qn71+_

n

kde g0 € Z, q1,q2,...,qn—1 € N={1,2,3,...}.

1Pojmenovani neznamych podle barev pochazi pravdépodobné z jejich piivodniho znadeni barev-
nymi kulickami (gulika) p¥i po&itani. Existuje domnénka, Ze i termin yavat-tavat pivodné oznacoval
barvu, mohl snad byt odvozen ze slova yavakastavat, kde yavaka znamena Eervena, podle [7].
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Zlomek Z—]’: = [q0; 91,92, - - -, qx] se nazyva k-ty sbliZzeny zlomek nebo také k-ty kon-
vergent a pfitom plati = = £. Libovolné feSeni rovnice (1) s kladnymi nesoudélnymi
koeficienty miize byt vyjadieno ve tvaru:

x = (=1)"by_1c+bt, (3)
y = (=1)"ap_1c+ at, t e Z.

Dikaz je mo7né nalézt napiiklad v [5]. Je vidét, Ze obecné feSeni rovnice (1) je vy-

jad¥eno pomoci Citatele a jmenovatele (n — 1)-niho sblizeného zlomku Z": .

2. Neurdité linearni rovnice ve staré Indii

Prvnim indickym ucencem, ktery se zabyval feSenim neurcitych rovnic, byl Aryabha‘ga I
(asi 476 az 550). Popsal metodu FeSeni rovnice

ax + ¢ = by, a, b, ceN, (4)

kde FeSeni hledal také v oboru pfirozenych ¢isel. Jeho nasledovnik Bhaskara I (asi 600
az 680) ukazal, Ze stejnd metoda muZe byt pouZita i pro FeSeni rovnice

axr —c = by, a, b, ceN,

a navic, ze FeSeni této rovnice vyplyvé z feSeni rovnice ax — 1 = by.

Tyto metody piejali i dalsi autofi, v poloving 10. stoleti Aryabhata II (asi 920
az 1000) ukazal, Ze v nékterych p¥ipadech lze FeSeni zjednodusit, a upozornil na pii-
pady, kdy metody selhavaji.

Vétsina autort pfi popisu rovnice jesté zdiraznila, ze koeficienty a, b, ¢ musi byt
nesoudélné, jinak by bylo mozné rovnici zkrétit. Proto se v indickych pravidlech ¢asto
predpokladalo, Ze a, b a ¢ jsou vzajemné riizna prvoéisla.?

Jednim typem tloh, které vedly na neurcitou rovnici prvniho stupné, bylo nalézt
prirozené ¢islo n, které po vydéleni danymi pfirozenymi ¢isly aq, as dava zbytky r1, ro.
Tedy

n=a1r +ry = ay + ra,

neboli

agy —a1x =11 —1ra, tj. asy —arxr = *c.

Jinym typem tuloh vedoucich na neur¢itou rovnici prvniho stupné byl problém
nalézt takové pfirozené ¢islo x, které vynasobené danym celym c&islem a a zvétSené
¢i zmenSené o jiné dané celé Cislo ¢, je délitelné tfetim danym celym ¢&islem b beze
zbytku, tedy hledala se prirozena feSeni rovnice

aw:l:ci
e

2Ve starych textech jsou uvedeny terminy drdha — pevna, niccheda — nemajici délitele, nirapavarta
— nerozlozitelna, viz [3].

Y.
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Analyza neurcitych rovnic prvniho stupné se nazyvala kuttaka, kuttakara, kuttikara
nebo kratce kutta. Kofen téchto slov kuft znamena rozdrtit, rozmélnit ¢ rozdrobit,
nazev metody kuttaka muzeme tedy prelozit jako rozdrobeni. O tom, jak vyznamné
misto v indické algebie tato rovnice méla, svéddi i fakt, ze termin kuttaka ¢i kuttaka-
ganita byl nékdy pouzivan pro celou algebru.?

V tloze prvniho typu se koeficientim aq, ao fikalo délitelé (bhagahara, bhajak,
cheda), ¢isla 1, ro se nazyvala zbytky (agra, Sesa).

V tdlohach druhého typu se konstanté b fikalo délitel, konstanté ¢ pfidané ¢islo
(ksepa, ksepaka) a konstants a délenec (bhajya). Neznama x se nazyvala nasobitel
(gunaka, gunakara) a y podil (phala). Mahavira (asi 800 az 870) nékdy nazyval nezna-
mou z ¢islo (rasi) ve smyslu neznamé ¢islo, viz [12].

3. Rovnice s kladnymi koeficienty

Aryabhata I fesil alohu prvniho typu: nalézt ¢islo n, které po vydéleni danymi &is-
ly a1, ag dava zbytky rq, ro, viz [11]. Hledal feSeni rovnice (4). Pavodni formulace vak
neni pfili§ srozumitelné (sloky 32-33 ve druhé kapitole prace Aryabhatiya, viz [1], [8]).
Pozdgji se feSenim rovnice (1) zabyvali i dalsi indi¢ti matematikové, napt. Bhaskara I
(asi 600 az 680), Brahmagupta (asi 598 az 670), Mahavira, Aryabhata II, Sripati
(1019-1066), Bhaskara IT (1114-1185), ktefi se vénovali i nékterym specidlnim pfipa-
dim, zejména rovnicim ax — ¢ = by a ax = 1 = by, podrobnéjsi popis jejich metod je
mozné nalézt v [3], [10], [12], [6].

Stafi Indové p¥i feSeni rovnice (4) vyuZzivali postup odpovidajici Eukleidovu algo-
ritmu pro hledani nejvétsitho spoleéného délitele ¢isel a a b. Jejich metoda pocitala
s celymi ¢isly qx, kterd byla vypocitdna postupnym délenim pro a > b:

a = bgo+r,
= 7mq1 + 2,
T™n—2 = Tn—1qn—-1+Tn,
Tn—1 = Tn{n-

Jestlize b > a, pak gy = 0 a r; = a. Podily, kterych je n + 1, miZeme zapsat ve tvaru
[905q1,G2, - -, qn] @ Plati § = [qo;q1,q2,- - ,qn). Ve staré Indii v8ak pro dalsi vypocet
uvazovali jen prvnich n podild, tj.

Q

n—1

~
~

= [q0;q1,G2, - - -, Gn—1]- (5)

SalS]
=

n—1

Uvedeme pravidlo pro feSeni rovnice ax + ¢ = by s pfirozenymi koeficienty a, b, c,
které popsal Bhaskara II ve slokach 55-57 druhé kapitoly algebraické prace Bijaganita,
viz [2] a [7]:

3Brahmagupta je autorem verSované astronomické prace Brahma-sphuta-siddhanta, v niz 18. ka-
pitola vénovana algebfe se jmenuje Kuttaka, viz [2].
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55-57/BiGa, ii

Deél vzdjemné délence [a] a délitele [b], které jsou jiZ nesoudélné, dokud neni
zbytek délent jednicka. Zapis postupné pod sebou podily, pod nimi pridané
éislo [c] a doli nulu. Vyndsob pfedposledni [Gislo] é&islem piimo nad nim
a pricti posledni. Pak vynech posledni a opakuj tento postup, dokud nezi-
stane pouze dvojice cisel. JestliZe horni z nich vydélime délencem, zbytek
je podil. Jestlize dolni vydélime délitelem, zbytek je ndsobitel. Tento postup
plati, jestlize pocet podili je sudy. KdyZ je lichy, pak se nalezend éisla [po-
dil a nasobitel] musi odecist od délence nebo délitele. Tyto rozdiy budou
skutecnygm podilem [y| a ndsobitelem [x].

Dalsi Bhaskarovo pravidlo ukazuje, jak je mozné z jednoho feSeni rovnice ax+c = by
nalézt dalsi feSeni této rovnice, viz [2]:
64/BiGa, ii
Nasobitel [z] a podil [y], kdyZ se pFictou ke svym pFislusngm délitelim vy-
ndsobengm libovolngmi ¢&isly, stanou se jingmi [FeSenimi].
Je-li tedy x; a y; TeSeni rovnice ax + ¢ = by, pak dalsi feSeni této rovnice se nalezne

podle vzorcii:
r = x1 + bt, y =y + at, teZ. (6)

Podle uvedené metody pak Bhaskara IT Fesil nékolik tloh, naptiklad viz [2]:
Priklad 1: Jsi-li znaly zkoumdni takovijch otdzek, Fekni mi presné ndsobi-

tele, kterym je sto vyndsobeno, k tomuto soucinu pFicteno devadesdt a ten
soucet bude déliteny Sedesdti tremi beze zbytku.

Bhaskara hledal feSeni rovnice

100z +90

63

V tomto ptikladu byl délenec a = 100, délitel b = 63 a pridané &islo ¢ = 90.

Postupnym délenim (Eukleidovym algoritmem) vypocital autor sedm &isel, z nichZ
podle (5) pro dalsi kroky pouzil jen prvnich Sest (n = 6 je sudé)

a 100

-—=—=1;1,1,2,2,1,3
b 63 [77a7a7]7

Y, resp. 100z + 90 = 63y. (7)

~ 3 11,1,2,2,1]. (8)
bs

Sal S|

Cisla ziskana postupnym délenim Bhaskara II zapsal pod sebe, pod né pfipojil
pridané ¢islo (¢ = 90 = z_1), nulu (0 = z_3) a postupné je zdola nahrazoval ¢isly
vypocitanymi podle vztahu uvedeného v pravidle,

Zj = Qn-1—jZj—1 + Zj—2 proj=0,1,...,n—1, (9)

odvozeni metody je uvedeno v odstavci 5. Jednotlivé kroky jsou uvedeny ve sloupcich
tabulky 1. Ve staré Indii bylo zvykem ¢isla nepotifebné k dalsimu vypocétu mazat, proto
na konci vypoctu zbyla pouze dvé.

Nejmensi kladné feSeni rovnice ziskal pomoci zbytkd déleni — ,horni* ¢islo
z5 = 2430 vydélil délencem 100 a ,,dolni* ¢islo z4 = 1530 vydélil délitelem 63:

2430 : 100 = 24 (zbytek 30), 1530:63 = 24 (zbytek 18) = y =30, z =18.
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z | =1 1 1 1 1 1 2430
4 | 1= 1 1 1 1 1530 1530
z3 | @2 =1 1 1 1 900 900
Zo | q3 =2 2 2 630 630
Z0 qs = 1 90 90

zZ_1 | ¢=90 90
-2 0

Tabulka 1

K tomu autor poznamenal, Ze dalsi feSeni vypocitana podle vztahu (6), tj.
r =18 4 63t, y = 30 + 100¢, teZ, (10)

jsou napiiklad x = 81, y = 130 nebo x = 144, y = 230 atd.

Bhaskara II také zdtraznil, Ze je mozné postup hledani nejmensiho prirozeného
FeSeni zjednodusit, pokud ¢isla a a ¢ nebo b a ¢ maji spole¢ného délitele, protoze po
zkraceni se dostane rovnice s mensimi koeficienty.

(i) Pivodni rovnice mohla byt upravena zkracenim spole¢nym délitelem koefi-
cienti a a ¢

100z +90 =63y = 10z + 9 = 63,

coz odpovida substituci y = 10u. Tuto rovnici autor vyresil podle popsané me-
tody a ziskal FeSeni z = 18 a u = {5 = 3, tedy y = 30.

(ii) Jind mozna aprava rovnice byla zkraceni spole¢nym délitelem koeficientt b a ¢
100z +90 =63y = 100v+ 10 = 7y,

coz odpovida substituci x = 9v. Vypocet byl opét rychlejsi nez u piivodni rovnice,
feSenim jsou y = 30 a v = § = 2, proto r = 18.
(iii) Dalsi zptsob byl kombinaci pfedchozich dvou, ptivodni rovnice se upravila do

tvaru
100z +90 =63y = 10v+ 1= Tu,

kde z = 9v a y = 10u. V tomto piipadé byl vypocet nejrychlejsi, nejprve se
vypoditalo u =3 a v =2, odtud y = 10u = 30 a x = 9v = 18.

Pomoci tohoto nejmensiho feSeni bylo mozné nalézt vSechna feSeni piivodni rovnice
podle (10). Obecné odvozeni téchto metod provedl az v 16. stoleti komentéator Krsna.

Bhaskara II ve své praci Lilavatr uvedl jesté jeden feSeny piiklad, kde pocet po-
dili g byl lichy, viz [2].

Piiklad 2: Rekni mi, matematiku, ndsobitele, ktery kdyZ se vyndsobt Sede-
sdti a k soucinu pFicte Sestndct, soucet bude déliteny trindcti beze zbytku.
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V tomto piikladu se Fesila rovnice

60x + 16
— ——y

3 (11)

Autor nejprve opét postupnym délenim vypoéital podily g, &k = 0,1,...,5, z nichz
pouzil jen prvnich pét (n =5 je liché)
a 60 a

—=—=14:1,1,1,1,2 -~ |4;1,1,1,1].
b 13 [77777]7 [””]

(=l

Tato &isla, piidané &islo (¢ = 16) a nulu pak zapsal pod sebe a postupné je nahra-
zoval

z4 | =4 4 4 4 4 368
=1 1 1 1 80 80
20 q4 = 1 16 16

z_1 | =16 16

zZ_92 0

Po vydéleni 368 : 60 a 80 : 13 dostal zbytky 8 a 2 . Protoze vSak v tomto pripadé
n bylo liché, bylo nutné (podle posledni ¢asti pravidla) jesté tyto zbytky odedist od
odpovidajicich déliteli, tj. 60 — 8 = 52 a 13 — 2 = 11, a proto nejmensi feSeni bylo
y =52 a x = 11, obecné Feseni podle (6) je

r=11+13t, y=52+60t, teZ.

4. Dalsi typy rovnic

Rovnice s nékterymi zapornymi koeficienty. Bhaskara II také studoval rovnici (1)
s nékterymi koeficienty zapornymi a uvedl pravidlo, podle néhoZz FeSeni rovnic (a, b,
¢ €N)

axr —c=Vby, resp. —axr+c=by,

urc¢il pomoci feSeni rovnice ax + ¢ = by, viz [2].
Je-li x1 a y; nejmensi feSeni rovnice ax + ¢ = by pro kladné konstanty a, b, ¢, pak

To=0b—x1, Yo =a—11 (12)

je TeSenim rovnice ax — ¢ = by. Takto vypocitané ¢isla x5 a ys vSak obecné nemusi
byt kladna, nejmensi prirozené feSeni lze ziskat podle podle pravidla uvedeného ve
sloce 64, tj. podle vzorctu (6). Také plati, ze

x3 =b— a1, Ys=Yy1—a
je TeSenim rovnice —ax + ¢ = by. Prirozené feSeni této rovnice nemusi existovat, coz

autor patrné védél, protoze pripojil poznamku, Ze pro zaporné hodnoty koeficienti a
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nebo b neni mozné najit feSeni podle pravidla ze sloky 64. V feSenych piikladech pak
uvedl i zdporné hodnoty, napf. feSeni rovnice —60x + 3 = 13y stanovil z = 2, y = —9,
viz [2].

Rovnice s absolutnim ¢lenem rovnym jedné. Indi¢ti ucenci vénovali specialni
pozornost rovnici
ax +1 = by, (13)

protoZe tato rovnice se Casto pouzivala v astronomickych vypoctech. Rovnici (13)
nazyvali sthira-kuttaka. Ganesa (16. stol.) vysvétlil, Ze v astronomickych ulohach ve-
doucich na rovnici (1) jsou fyzikalni podminky ¢asto takové, ze koeficienty a a b jsou
neménné a v rovnicich se méni pouze absolutni ¢len ¢. Pomoci FeSeni rovnice (13) bylo
mozné snadno ziskat feSeni nékolika rovnic, které se odliSovaly jen absolutnim ¢lenem,
a nebylo nutné kazdou z téchto rovnic fesit zvIast.

Je-li totiz x1 a y; TeSeni rovnice ax £ 1 = by, pak x2 = cx1 a y2 = cy; je FeSenim
rovnice ax+c = by. Nejmensi kladné celo¢iselné feSeni xg, yo se pak ziskalo jako zbytek
déleni z2 : b a ys : a, tj.

x=x2+bt =bp+ a0+ bt =20+ b(p+1t),
y=y2+at=ap+yo+at=yo+alp+t).

Soustavy neurdéitych rovnic prvniho stupné. Mnoho tloh vedlo na soustavu li-
nearnich rovnic, ktera obsahovala vice neznamych nez rovnic. Postupnym séitanim ¢i
od¢itanim rovnic se eliminovaly jednotlivé neznamé, az se dospélo k jediné rovnici se
dvéma nebo vice neznamymi. Pokud zbyly jen dvé neznamé, bylo moZzné uzit metodu
kuttaka, v pripadé, Ze rovnice obsahovala vice neznamych, nejprve se zvolila libovolna
Cisla za vSechny z nich kromé dvou, viz [3] a [4].

Na podobné typy soustav vedly i ve stfedovéku oblibené tlohy o domacich zvifatech
a také obecné tlohy o zbytcich, kde tikolem bylo nalézt pfirozené ¢islo x, které postupné

délené ¢isly a1, as, ..., an, dava zbytky ri, ro, ..., 7, tj. hled& se TfeSeni soustavy
rovnic s nezndmymi i, T2, ..., Ty, T:
ar;+r = x,
asxo +r19 = I,
AmTm +7Tm = .

_ Takovou soustavu? fesil uz Aryabha’ga I, po ném Bhaskara I, Brahmagupta a dalsi.
Resila se postupné metodou kuttaka, nejprve se uvazovaly pouze prvni dvé rovnice

a121 + 11 = agx2 + 12,
odkud se vypocitala nejmensi hodnota x1 = wy a libovolné x1 = wy + asty, tedy

Tr = a1x1 —+ T = (a1w1 —+ 7’1) —+ alagtl.

4Podobnou ulohou se zabyvali i stafi Citané. Pokud jsou ¢&isla a1, az, ..., am po dvojicich nesou-
déln4, lze pomoci &inské véty o zbytcich vyjadrit feseni explicitnim vzorcem, viz [9].
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Pak se k vyrazu na pravé strané pripojila tfeti rovnice (nyni byly neznamé ¢, x3)
arasty + (aywy + r1) = agxs + ra,
ze které se opét metodou kuttaka uréila hodnota t; = ws 4 agte a dostala se rovnice
x = ajasasts + (a1a2wy + aywy + r1).

Pak se pridala dalsi rovnice a cely postup se opakoval do té doby, nez byly vSechny
rovnice vyCerpany. Nakonec zbyla jen jedna linearni rovnice se dvéma neznamymi, jejiz
nejmensi kladné celo¢iselné feSeni se nalezlo metodou kuttaka.

Bhaskara I takto hledal ¢islo, které po vydéleni ¢isly 2, 3, 4, 5, 6 vzdy d&a zby-
tek 1 a navic je jesté délitelné 7. Bhaskarovo feSeni 721 v8ak neni nejmensim ¢islem
vyhovujicim podminkam, protoZe autor nevzal v uvahu, Ze mezi déliteli jsou dvojice
soudélnych ¢isel. Pozdé&jsi indi¢ti matematici nalezli hledané nejmensi ¢islo 301. Prob-
lému se soudélnymi déliteli se vénoval Prthudakasvami (asi 830 az 890) v komentafi
Brahmaguptova dila, ktery ukézal, Ze je-li d spole¢nym délitelem ¢isel aq, as a roz-
dil 7o — 71 je také délitelny Cislem d, pak se musi vzit

a10a2

r=aw; +r = (aqwy +r1) + t1.

5. Souvislost s Fetézovymi zlomky

Abychom vice priblizili souvislost indické metody rozdrobeni (kuttaka) s Fetézovymi
zlomky, pripomeneme strucné nékteré jejich vlastnosti, vSechna odvozeni a dikazy
jsou napiiklad v [5].

1. Mame-li fetézovy zlomek (2), tj. ¢ = [qo;q1,- - ., qn], pak Citatele a jmenovatele
k-tého sblizeného zlomku $* miiZeme vypocitat rekurentné:

ao =qo, a1 =qoq1+1,  a;=qjaj-1+aj2 proj=23,...k, (14)
bo=1, bi=aq, bj =qjbj—1+bj_2 Dproj=2.3,... k.

2. Pro zlomek ¢ plati

a 1
5=[qo;q1,---,qn]=[qo;p]=q0+5, kde p=q1;q2,--,qn]-  (15)
3. Pro jmenovatele sblizenych zlomku plati
b
br—1

:[Qk;qkflw",ql] prOk:2737"'7n' (16)

Protoze ve vyjadfeni obecného feseni (3) rovnice (1) se vyskytuji ¢isla a,—1 a b1,
dalsi avahy budeme provadét, stejné jako stari Indové, pro zlomek a"f

= [q07 qi, .- - 7qn—1] a podle (16) je

n—1

Vime, ze 3=

(=

n—1

= [qnfl;qnf% cee ,(h] )

(=l

n—2
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coz jsou Cisla uvedena v prvnim sloupci Bhaskarovy tabulky, jsou zapsana odzadu od
druhého rfadku. Nyni budeme volit ¢ = 1, tim mirné zjednodusime Bhaskarovo pravidlo
a do poslednich dvou fadku pFipojime ¢isla z_3 =0 a z_1 = 1 (misto ¢). Kdyz budeme
pocitat podle indické metody (9), ziskdme nejprve

20 = Qqn—1, 21 = dn—-19n—2 + 1,
pak pokracovanim podle
Zj = Qn—-1—j%j—1 + Zj—2 pro j=2,3,...,n—2

dostaneme predposledni, tj. ,,dolni*, ¢islo z,,_5. Tento vypocet odpovida rekurentnimu
vzorci pro Citatele v (14), tedy z,_o je Citatelem zlomku

n—1

bp—2

y tJ Zn—-2 = bn—l-
Protoze je

kde r,,—1 je zbytek po déleni a,,—1 : b,_1, podle (15) pro zlomek

bn— 1
Tn

plati

-1

bnfl

Tn—1

= [ql;q27"'7Qn71]~

Vyuzijeme-li jesté vztah pro jmenovatele (16) sblizenych zlomkd, je

Tn—1

= [qn—l; qn—2y- - - »Q2]-
Tn—2
To jsou opét ¢isla v prvnim sloupci Bhaskarovy tabulky zapsédna odzadu od tfetiho
rfadku a stejnou tvahou jako pro b, _1, ovéfime, ze z,_3 = ry_1.
Zbyva vypocitat jesté ,horni“ &islo, tj. provést posledni krok rekurentniho vzorce
proj=n—1:
Zp—1 = q0Zn—2 + Zn—-3 = qobn—1 +Tn-1 = Gn_1.

Ukazali jsme, Ze v naSem zjednoduSeném piipadé je ,horni* &islo z,_1 = an_1
a ,dolni“ ¢islo z,_o = b,_1. Bhaskara II vSak volil z_; = ¢, proto vypocital ¢isla
Zn_1 = Qn_1C, Zn_2 = bp_1c. Protoze hledal nejmensi piirozené feSeni dané rovnice,
musel jesté stanovit zbytky po déleni a,,_1c: a, by_1c:b.

Konkrétné pro rovnici 100z + 90 = 63y dostaneme podle (8), ze n = 6, Z—: = 63
Z:ll = 21 Obecny tvar feseni (10) rovnice (7) miize byt vyjadren ve tvaru (3) volbou
t=s+ 24,

100

o = 18+63t=18+63(24+s) = 1530+ 63s = (—1)° - 17- 90 + 63s,
= 30+ 100t = 30 + 100(24 + s) = 2430 + 1005 = (—1)® - 27 - 90 + 100s.

Je pravdépodobné, ze uvedeny postup vypoctu byl zalozen na nésledujici Gvaze.
Mame-li rovnici (4), pak plati

r
qo—f—?1

b T+ - = qox + .

aa;—i—c_( ; ;

) c rx+c
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rix+c
b

Protoze se hledalo celociselné feSeni, muselo byt také uy = celé ¢islo a uvazovalo

se podobnym zptsobem, tedy
_ bu; —c ToUul — C

=qu+ ——,
1 1

kde ugy = %11*‘: bylo celé, a takto se pokracovalo dal, az se dospélo ke jmenovateli
rn, = 1, tj. ziskal se vyraz
Un—1 = @nln, + (—1)"¢, (17)
kde se zvolilo né&jaké celé ¢islo u,, (Bhaskara II volil u,, = 0) a zpétnym dosazovanim
se pak vypocitaly neznamé z, y.
Pro rovnici (7) jednotlivé kroky odpovidaji hodnotam z tabulky 1:

_1002+90 _ - 372+90 N . _3Tr+90
Y=""6 ~ 63 1763
_63u1—90 _ - 26u1 — 90 N . _26u1 — 90
R 37 Y B
y B3Tu2+90 - 1lus + 90 ~ Ll 490
ST T 26 T 96
2613 — 90 4us — 90 4us — 90
:7:2 —_— P
Y2 11 Us T g = U 1m0
11y + 90 3ty + 90 3ty + 90
Uz =—— T gy 4 2T = Uy =———
4 4 4
4U5—90 +U5—90 N U5—9O
Uy =—F—— = U Ug =————
4 3 5 3 6 3 )
us =3ug + 90.

KdyZ se zvoli ug = 0 (hodnota z_» Bhaskarovy tabulky), postupné se dopoéitaji
hodnoty us = 90 (z-1), us = 90 (20), ug = 270 (21), uz = 630 (22), u1 = 900 (z3),
x =1530 (24), y = 2430 (z5).

Je mozné, Ze i nazev metody kuttaka — rozdrobeni souvisi s timto postupnym
délenim, zmenSovanim koeficient.

Ve druhém Bhaskarové prikladé (11) byl v8ak pocet podili lichy (n = 5), proto
v posledni rovnici podle (17) bylo t¥eba vzit absolutni ¢len s opa¢nym znaménkem. To
vSak Bhaskara II neprovedl, proto vypocitané hodnoty z; = 2 a y; = 8 byly feSenim
rovnice 60z — 16 = 13y a pro nalezeni FeSeni ptvodni rovnice 60x + 16 = 13y bylo
t¥eba jesté tyto hodnoty odecist od délence nebo délitele, tj. vyuzit vztah (12).

6. Zavér

Metoda kuttaka méla ve stfedovéké indické matematice vyznamné misto nejen pro casté
pouziti v astronomickych vypoctech, ale byla vyuzivina v mnoha dalsich tulohach.
Kromé neurcitych linearnich rovnic stafi indi¢ti ucenci studovali i neurcité kvadra-
tické rovnice, vynikajicich vysledki doséhli pii feSeni Pellovy rovnice, tj. rovnice
ar’ +1 = y?, kde a € N, yJa ¢ N a b € Z, tomuto problému byl vénovan ¢la-
nek [13]. Bhaskarova cyklickd metoda na FeSeni Pellovy rovnice pfedpokladéa znalost
FeSeni neurc¢itych linearnich rovnic metodou kuttaka.
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Staré indické texty neobsahuji zddné dikazy ani odvozeni popisovanych metod,
spravnost byla zfejmé ovéfena pouze bohatymi pocetnimi zkuSenostmi. Retézové zlom-
ky v dnesni podobé znamy nebyly, postupné ,drobeni“ koeficientii, tvar obecného
FeSeni i rekurentni vypocet je v8ak pripomina. Vyhoda indického vypoétu &isel a,—1
a b,_1 je v tom, Ze obé hodnoty byly ziskiny najednou, zatimco jejich stanoveni podle
vztaht (14) vyZzaduje rekurence dvé.

I kdyz staii Indové byli zruénymi poc¢tari, vypocty s velkymi &isly jim nedélaly
problémy, pfesto nezapominali upozornit na moznosti zkraceni nebo tpravu dané rov-
nice, ktera vedla k vysledku rychleji a pohodlnéji.

Podékovani. Clanek byl podpofen grantem GA CR P401/10/0690 Prameny evropské
matematiky.
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