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O Josephové problému

Pavla Pavlikovd, Praha

Na koho to slovo padne,
ten must jit z kola ven!

1. Uvod

Snad kazdy z nés se v détstvi setkal s hrou, jejiz podstatou bylo rozpoé¢itavani. Obvyk-
le byla doprovazena odiikavanim ,rozpocitadla® typu Ententyky dva $paliky ... nebo
Enyky benyky kliky bé. ... Kazdé slovo nebo slabika odpovidalo ukizani prstem na
jednoho z hraca a $lo o to, na kom zustane prst jako na poslednim — ten byl vité-
zem, musel splnit n&jaky tkol, nebo naopak hru opustit. Takovy zptisob rozpocitavani
samoziejmé nahraval i nepoctiveim. ZkuSeni hra¢i uméli velmi dobie zafidit (volbou
konkrétni osoby, od které se zane rozpocitavat), aby volba padla na p¥edem zvolenou
osobu. Podobny princip se pravdépodobné uplatioval jiz velmi davno, napf. pii obét-
nich ritualech. Rozpocitadla najdeme témér ve vSech svétovych jazycich, ¢asto vSak
obsahuji nesmyslnéa slova, ktera vznikla zkomolenim jinych, nebo slova ze zastaralych
jazykt. Studiem rozpoéitadel z folkloristického hlediska se zabyva napi. [15].

Nasim cilem bude podat matematicky popis spravedlivé varianty rozpocitavéni.
Inspiraci se nam stala uloha ¢islo 232 Catching the Mice z knihy [7] britského mate-
matika, autora mnoha logickych hii¢ek a matematickych hadanek Henryho Ernesta
Dudeneyho (1857-1930): Kocka sedi uprostied kruhu a kolem ni 12 éerngch a jedna
bila mys. Kocka se toci ve sméru hodinovijch rucicek a kaZdou tFindctou mys postupné
zakousne. Od které mysi musi zacit pocitat, aby bild mys zistala posledni Zivd?

Lze ovérit, Ze bild mys na zacatku rozpocitdvani musi byt osma v poradi ve sméru
pohybu hodinovych ruci¢ek. Dobra zprava pro ochrance zvitat je, Zze v této hadance
ve skute¢nosti nedojde k usmrceni zadné z mysi. Dudeney totiz dodavé, ze kocka se
tak dlouho rozmysli, od které mysi mé zacit pocitat, az usne a mySi se rozprchnou.
Pro zarputilé lustitele hadanek jsou v [7] uvedeny dva dopliwjici tikoly: 1. Urdete, po
kolika by kocka musela rozpocitavat, aby zac¢ala od bilé mysi a pfitom bila mys stejné
ziistala nazivu jako posledni. 2. Urcete, po kolika by koc¢ka musela rozpocitavat, aby
zadala od bilé mysi a pfitom bila mys byla vybrana jako tfeti v poradi.!

V dalsim textu vysvétlime, pro¢ je tento typ tloh v literatufe oznacovan jako
Josephuv problém, a ukdzeme nékolik variaci tohoto problému. Pojmenovani historicky
souvisi s postavou znamého zidovského historika Josepha Flavia.

10dpovéd je uvedena v zavéru tohoto &lanku v poznamce pod &arou.

RNDr. Pavria Paviikovia, Ph.D., Ustav matematiky VSCHT Praha, Technicka 5,
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2. Josephus Flavius

Josephus Flavius?, vlastnim jménem Joséf ben Mattatjah, se narodil v roce 37 n. 1.
v Jeruzalémé. Pochéazel z vysoce postavené rodiny. Jiz od raného mladi byl velmi vzdeé-
lany, mél piehled o Zidovské, fecké i fimské kulture. Kdyz vypuklo Zidovské protifimské
povstani v Galilei, byl jmenovan jednim z hlavnich veliteli. Proti pfesile, vedené vy-
nikajicim fimskym vojeviidcem Vespasidnem, vSak Zidé nemsali nejmensi Sanci.

V ¢&ervenci roku 67 n. 1. byl Josephus spolu se ¢tyficeti svymi bojovniky obkli-
¢en Fimskou armadou v tukrytu pobliz pevnosti Jotapata. Jeho vojaci se rozhodli vy-
hnout se zajeti tim, Ze si vezmou Zivot. Josephus ovSem nesouhlasil, a tak na jeho
navrh (podle [11]) losovali s tim, Ze dalsi vylosovany zabije pfedchoziho vylosovaného,
a tak budou postupovat tak dlouho, dokud neztistane nazivu jen posledni z nich, ktery
Ve skutecnosti zustal Josephus jako jeden ze dvou poslednich nazivu a svého pritele
premluvil, aby se spole¢né vzdali Rimantim. Zda jeho pieziti bylo dilem $téstény, pro-
jevem bozi vile (jak uvadi [11]), nebo vysledkem jeho vychytralosti, dnes mizeme
pouze spekulovat.

V fimském tabote zajaty Josephus predpovédél Vespasianovi, ze se brzy stane
cisafem. Kdyz se jeho odvazna predpovéd splnila, uéinil jej Vespasian Clenem své
druziny.? Na jeho poéest pak Josephus piijal rodové jméno? cisaie Flavius, jak tomu
byvalo u propusténych otrokt zvykem. V Rimé pak 7il z pravidelného ro¢niho dichodu,
ktery mu cisaf vyméfil, a vénoval se spisovatelské ¢innosti (jmenujme jeho dila O wvdlce
Zidovské a Zidovské staroZitnosti,> autobiografii Miij Zivot, spis O starobylosti szu)
Josephus zemiel kolem roku 100 n. 1. v Rimé&. O jeho Zivots se lze vice docist napf.
v [9], [10].

3. Formulace Josephova problému

Pravdépodobné prvni, kdo popis losovani mezi Josephem a jeho muzi okofenil legendou
o rozestaveni 41 muzt do kruhu a jejich postupnou pravidelnou® eliminaci, byl Giro-
lamo Cardano (1501-1576). Ludus Joseph se objevil v jeho spise Practica arithmetice et
mensurandi singularis z roku 1539. Nektefi autofi (napf. [6]) se dokonce odvolavaji az
na pojednani Problémes plaisants et délectables z roku 1624, jehoz autorem je Claude
Gaspard Bachet de Méziriac (1581-1638). Za jeden z prvnich pokusii o ryze mate-
maticky néhled do problematiky rozpocitavacich tloh lze oznadit praci [8] Leonharda
Eulera (1707-1783) z roku 1771.

2Jménem Josephus Flavius byla pojmenovana planetka &. 6304.

3 Josephus vdé&cil Vespasianovi za Zivot, soudasny svét mu vdééi za jeden z novodobych sedmi divii
svéta. V roce 72 n. 1. nechal Vespasian postavit Koloseum (slavnostni otevieni probé&hlo v roce 80 n. 1.).
Za jeho vlady byla postavena tfi patra, jeho syn Titus stavbu nechal jesté o jedno patro zvysit.

47a flaviovskou cisafskou dynastii dnes povazujeme Vespasiana a jeho syny Tita a Domitiana.

5Tato dvé dila najdeme v upravené verzi i v nejvétsi rukopisné knize na svété, v Codexu gigas
(f)éblové bibli), o niZ se predpoklada, Ze byla napsana pocatkem 13. stoleti v klastefe v Podlazicich
u Chrudimi.

6Pravidla postupné eliminace zidovskych vojaka uvadéji mnohé zdroje odlizné. Napi. podle [2]
byl eliminovan kazdy druhy, podle [14], [20] kazdy tFeti, podle [17] kazdy sedmy. My se piiklonime
k nejcastéji citované varianté eliminace kazdého tfetiho.
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Nyni pristoupime k obecné formulaci problému, ktery budeme v dal$im textu FeSit.
Osoby 1, 2, 3, ..., n rozestavime po obvodu kruhu a poté postupné kazdého k-tého
z téch, kteff jesté zustali, eliminujeme (zatneme od osoby 1 a odpoé&itavame napi. ve
sméru pohybu hodinovych rucicek). Resenim problému je urceni pozice osoby, ktera
zistane po této eliminaci stat na obvodu kruhu jako posledni. Pfipad n =6 a k =4
ilustruje obrazek 1.

Paty z kola ven Tteti z kola ven

@ @
J4(6) = @ > @ Druhy z kola ven
&)

Prvni z kola ven Ctvrty z kola ven

Obr. 1. Postupna eliminace kazdé ¢tvrté z Sesti osob v kruhu.

Oznacme hledanou pozici jako Ji(n). Z didaktického pohledu se jevi piihodné Fesit
Josephiiv problém nejprve pro k = 2. Nékolik prvnich pfipadt pfi eliminaci kazdého
druhého je uvedeno v tabulce:

n [|1/2(3|4|5|6|7|8|9(10|11 12|13 |14 | 15|16
Jom) | 1| 1|31 |3|5| 71|35 |7 |9 |11|13|15]| 1

Z tabulky lze usoudit, Ze v p¥ipadech n = 2%, a € N, plati J2(2%) = 1, a dale mezi po
sobé nasledujicimi mocninami ¢&fsla 2 je Ja(n) rostouci posloupnost po sobé& nasleduji-
cich lichych ¢isel. Odtud se nabizi jednoducha moznost vypoc¢tu &isla Jo(n): najdeme
nezaporné ¢&islo a, pro které 2¢ < n < 29t a &islo n zapiSeme ve tvaru n = 2% + t;
potom plati Jo(n) = 2t + 1. Diikaz spravnosti hypotézy vypozorované z tabulky lze
provést matematickou indukei, pfi¢em?z je nutné rozlisit moznost pro liché a sudé n (viz
napi. [17]). Jednoduse lze tento postup zapsat pomoci formule v explicitnim tvaru”

Ja(n) =1+ 2n — 2llosznl+1
Velmi nazorné je rovnéz mozné urcovat Ja(n) pomoci zépisu ¢isla n v binarni soustave:
-1
n=2" + 2m Nm—1+ -+ 277,1 +ng = (an—l» .. .,7’7,1,7’7/0)2.

Uréit ¢ znamena odecist od ¢isla n nejvétsi mocninu dvojky v ném obsaZenou, tj.
t=n—-2"= (nm-1,...,Nn1,N0)2. Pro ureni Jo(n) dale hledame dvojnasobek ¢, tedy
¢islo 2t = (nym—1,...,M1,n0,0)2. Zbyva pricist 1 a celkem dostavame

JQ(’IL) =2t+1= (nm,l, ...y, N, 1)2

7|z zde oznacuje dolni celou &ast &isla .
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Srovname-li tento rozvoj s rozvojem ¢isla n, je zfejmé, ze jsme pouze prvni koeficient
binarniho rozvoje pfesunuli na posledni pozici (provedli jsme tzv. jednobitovy cyklicky
shift).

Dalsi moznosti, jak vypocitat J2(n), je nahradit v bindrnim zépisu ¢isla n vSechny
koeficienty O ¢islem —1, koeficienty 1 ponechat bez zmény a vysledek prevést zpét do
desitkové soustavy. Ukazeme si postup pro n = 41:

n=41=(1,0,1,0,0,1)2 — Jo(n) = (1, —=1,1, =1, =1, 1)y =
= 32-16+8—-4—2+1=19.

V pfipadé ptvodniho Josephova problému je n = 41 a k = 3 a hledame tedy J3(41).
Neékolik prvnich hodnot J3(n) je uvedeno v nasledujici tabulce:

n ||112]3]|4(5|6|7|8|9]10|11]|12|13| 14|15
Js(n) |1 |2|2|1]|4|1{4|7|1]|4 |7 [10][13]| 2 |15

Pro zjisténi J3(n) uvadi [12] rekurentni formuli®

Js(n) = BJg (Enb +an—‘ (mod n)+1,

kde J3(1)=1a

-2, jelin=0 (mod 3),

ap=1<¢ +1, jelin=1 (mod 3),

—1, jelin=2 (mod 3).
Tento vztah neni pro prakticky vypocet pfi vétsich hodnotach n pfilis vhodny, coz
naznacuje i pripad n = 41, ktery si muze trpélivy ¢tenaf sdm provérit. Spravného
vysledku J3(41) = 31 lze dosahnout i pouZitim jednoduchého algoritmu (viz [12],
str. 80):

N := 3n;
N—-n-1

whileN>ndoN::{ 5

J+N—m
Odpovéd na to, jak hledat Ji(n) v obecném piipadé (nejen pro k = 2 a k = 3),

miZe pfinést napf. prvni rekurentni algoritmus pro feseni tohoto problému (viz [19]).
Jeho autorem je skotsky matematicky fyzik Peter Guthrie Tait (1831-1901):

J(G+1D) =14 (J()+k—1) (mod (j+1)),j=1,2,...
Vratme se na chvili znovu k situaci v oblezené jeskyni. Legenda tika, ze Josephus

ziistal nazivu spolu s jednim svym vojakem. To znamend, ze mohl stat na 31. po-
zici (nebot J3(41) = 31), ale také mohl byt vybran jako pfedposledni. To nas vede

8[x] zde oznaluje horni celou &ast &isla .
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k rozgiteni ptivodniho zadédni — miizeme se obecné ptat, kdo bude eliminovan jako i-ty
v poradi (i < n).

MoZnou metodu vypoctu Ji (i, n) uvadi napf. [1], resp. [3], a sice pomoci posloup-
nosti (tzv. ,,Oberreihe®) uréené trojici redlnych parametri (a, s, q) definované reku-
rentné:

a1 = [a], ant1 = [(s+an)q], n=12...

Pokud v souladu s pfedchozim znafenim zvolime a = k(n —i)+ 1, s = 0,
q = k/(k —1), obdrZime rostouci posloupnost ¢isel. Jestlize v ni najdeme nejvétsi ¢len
m, ktery nepfesahuje &islo kn + 1, a vypoéteme rozdil kn + 1 — m, pak plati®

Ji(i,n) =kn+1—m.

V konkrétnim piipadé i = 40, n = 41 a k = 3 tedy mame a = 3(41 — 40) + 1 = 4,
s =0, g =3/2 a dostavame posloupnost

4,6,9,14,21,32,48,72,108, 162, . . .

~z X

Nejvétsi ¢len v této posloupnosti mensi nez kn + 1 = 124 je ¢&islo 108, odkud plyne
J3(40,41) = 124 — 108 = 16.

Predposledni vybér padne na osobu na Sestnacté pozici. Josephus a jeho pfitel by podle
legendy na zac¢atku rozpocitavani museli stat na 16. a 31. misté ve sméru rozpocitavani.

4. Dalsi variace

Pfi studiu historie matematiky se setkime s riznymi variacemi rozpocitavacich tloh.
Velmi oblibené byla tato varianta: uvazujme 2m osob (nejcastéji platilo 2m = 30),
z toho m dobrakt a m zlosynu. V jakém poradi je nutné vsechny rozestavit po obvodu
kruhu, aby pfi odpocitavani kazdého k-tého zustalo pravé m dobraku a vsichni zlosy-
nové byli eliminovani? Uvedeme dvé rizné konkrétni verze tohoto problému — tlohu
o lodi v boufi (aloha 1) a ulohu o dédictvi (uloha 2).

Uloha 1. Patndct studentii a patndct budizknicemii se ocitne na lodi v silné bouii.
Ma-li se lod’ zachrdnit, polovina cestujicich must pies palubu. Jak rozestavit vSechny do
kruhu tak, aby pFi eliminaci kaZdého devdtého zistali na lodi vsichni studenti a vSichni
budizknicemové skoncili pres palubu?

V podobném znéni najdeme tento priklad u fady autort, jen misto studentt
a budizkni¢emi na lodi cestuji kfestané a Turci, zidé a kiestané atp. Podle [4] na
tuto ulohu narazime napf. u Abrahama ibn Ezry (10927-1167), u Nicholase Chu-
queta (cca 1445-1488) v jeho Triparty en la science des nombres, u Jaqua Oza-
nama (1640-1718) v Récréationes mathématiques et physiques, ¢i v dile Arithmetica cal-
culatoria et divinatoria, jehoz autorem je Claude Frangois Milliet Dechales (1621-1678).

9 Analogicky lze tento vysledek ziskat mimo jiné pfi volbé a = 1, s = n—i, ¢ = k/(k — 1) a hledani
nejvétsiho ¢lenu posloupnosti, pro ktery plati m < ki 4+ 1. Potom plati Jg(i,n) = ki + 1 — m.
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Problém v8ak dlouho postradal snahu o matematické feSeni. Pro spravnou volbu
rozestaveni byla vzdy po ruce vhodna mnemotechnicka pomtcka. Uvedeme jeji anglic-
kou, francouzskou, latinskou a némeckou variantu (podle [1]):°

e From numbers’ aid and art, never will fame depart.

e Mort, tu ne falliras pas, En me livrant le trépas!

e Populeam virgam mater regina ferebat.

e Gott schlug den Mann in Amalek; Den Israel bezwang.

P11 blizsim pohledu maji vSechny tyto véty jedno spole¢né — a sice rozmisténi samohla-
sek:
OUFEATAAEEIAEFA.

Pouzitim jednoduchého Sifrovaciho klice, v némz poradi samohlasky v abecedé urcuje
pocet po sobé nasledujicich cestujicich (A =1, F=2,1=3,0 =4, U = 5), dosta-
neme posloupnost, ve které je tfeba vSechny rozestavit do kruhu (ozna¢me studenty S,
budizkni¢emy B):

SSSSBBBBB SS B SSS B S BB SS BBB S BB SS B.
N e S e S e e S e
O0=4 U=5 E=2 A=1 I=3 A=1 A=1 E=2 E=2 [=3 A=1 E=2 E=2 A=1

V japonské literatuie byla velmi oblibena néasledujici iloha Mamakodate:

Uloha 2. Bohaty farmdr mél 30 déti, 15 z proniho a 15 z druhého manZelstvi. Jeho
druhd manzelka jej premluvila, aby urcili jediného dédice (a pFedesli tak pozdé&jsimu
rozdrobeni majetku), a vychytrale rozestavila déti do kruhu tak, Ze p¥i rozpocitdvdni
kazdy desaty vypadl z dvah o dédictvi. Kdyz bylo takto vyFazeno jiz 14 déti z proniho
manZelstvi, zacal farmdr tusit zradu. Rozpocitdvani zastavil a navrhl zménit smér otd-
ceni a zacit pocitat od posledniho potomka z pruniho manZelstvi. Pomohla mu tato
zména, nebo se dédicem stalo i presto dité vychytralé Zeny?

Pro Feeni této tlohy'! opét existovala sikovna mnemotechnicks pomiicka: Rex
paphi cum gente bona dat signa serena. Pokud by déti z prvniho a druhého manzelstvi
byly sefazeny podle analogického Sifrovaciho klice jako v tuloze 1, pak by dédictvi
ziskalo dité z prvniho manzelstvi, takZe zména by farmari pomohla.

Zachovame-li pfedchozi znaceni, jde v tllohéch 1 a 2 v podstaté o Josephiiv problém
pron=30ak =29, resp. k = 10, oviem v tomto pfipadé nehledame Jo(30), J10(30),
ale zajima nas samotny pritbéh postupné eliminace. Pro tento aéel je vhodné definovat
permutaci (viz napf. [6])

PJ(n,k:):(l 2 3 ... n)’

Ji J2 g3 .. in

10Vzhledem k dosavadni absenci &eské analogie této mnemotechnické pomiicky si dovolujeme na-
vrhnout vétu: Boufe zmarila ndm nejlepsi nas ,,veleplan®.

11y piipadé k = 10 jde o tzv. decimacni problém. Historicky byla decimace (neboli odstranéni
kazdého desatého) pouZzivana jako tvrda forma vynucovani discipliny v fimskych legiich, nap¥. pfi
trestani vzpoury. Legie byla rozdélena do deseti¢lennych skupin, v nichz se losovalo a ten, na koho
padl los, byl popraven ostatnimi vojaky. Dnes se s decimaci setkAme napf. pfi snizovani po¢tu vzorka
signalu pfi jeho zpracovani.
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ktera popisuje situaci, kdy prvni je eliminovana osoba na pozici j1,'? druhé je vybrana
osoba na pozici js atd., posledni zlistava osoba na pozici jy,, tj. jn = Jr(n).

Uvedeme jednoduchy ilustra¢ni piiklad. Uvazujme piipad n = 4 a k = 2. Josephova
permutace v tomto pripadé ma podobu

1 2 3 4
RI(472)<2 4 3 1>'

K vypoc¢tu Josephovy permutace Pj(n,k) lze pouzit dostupny matematicky soft-
ware, napft. program Mathematica. Sta¢i po vyvolani baliku Combinatorica zadat pii-
kaz InversePermutation[Josephus[n,k]] a obdrzime hledany vysledek. Pokusme se
nyni odpovédét na nékolik jednoduchych otézek spojenych s permutacemi Pj(n, k).

Otazka prvni: Pro které hodnoty k > 1 dostaneme pro pevné n identitu, tj. osoba
na k-tém misté je eliminovana jako k-ta v poradi?

Tato situace nastane napf. pro k = n!4+1 nebo k = L+ 1, kde L oznacuje nejmensi
spoleény nasobek ¢&isel 1, 2, ..., n.

Otazka druha: Pro které hodnoty k je osoba na prvnim misté vybrana jako posledni,
osoba na druhém misté jako predposledni atd. aZ osoba na poslednim misté v permutaci
jako prvni?

Podobné jako v predchozim piipadé lze volit nap¥. k = n! nebo k = L.

Otazka treti: Lze pro libovolnou permutaci P najit takové k, aby permutace odpo-
vidala zvolenému postupu eliminace pro krok k?

Odpovéd na tuto otazku je negativni. Jak ukazuje napft. [18], vhodnym protip¥i-
kladem muize byt permutace

1 2 3 4 5 6
PJ(6’k)<1 35 2 4 6>'
Pokud by totiz jako prvni méla byt eliminovana osoba na prvni pozici, musela by
platit kongruence k =1 (mod 6). Dale pokud by jako druh& méla byt vybrana osoba
na tfeti pozici, muselo by platit k¥ = 2 (mod 5), a podobné tfeti eliminovana osoba

na paté pozici by odpovidala podmince k = 2 (mod 4). Tyto kongruence vSak nelze
splnit zaroven pro zadné pfirozené ¢islo k.

Otazka ¢tvrta: Kolik existuje pro dané n celkem rtznych Josephovych permutaci?

Pro pevné zvolené n existuje celkem L raznych Josephovych permutaci, viz
napf. [6]. MnoZina vSech téchto permutaci pro dané n ma pfitom zajimavou strukturu.
Je-li n = 2, resp. n = 3, tvori v8echny Josephovy permutace symetrickou grupu S,
resp. S3. Je-li n = 4, resp. n = 5, tvori vSechny Josephovy permutace alternujici
grupu Ay, resp. As. Pro n > 6 pfestava byt mnozina téchto permutaci uzavienéd vuci
néasobeni a existenci inverzniho prvku, viz [5].

Otazka pata: Predstavme si, Ze stojime v kruhu n lidi na pozici ¢ a mame moZnost
si zvolit k. Existuje vzdy takové k, pfi jehoZz volbé ztistaneme v kruhu jako posledni?

Jestlize plati ¢ = n, lze se trivialné zachranit volbou k& = 1. Je-li ¢ = 1, Ize volit
k = L (viz otazka druh4). Pro n = 2 sta¢i vybrat sudé k v pfipadé ¢ = 1, resp. liché k

12To znamend, 7e v piipadé k < n je j1 = k, v pfipadé k > n plati k = j1 (mod n), kde 0 < ji < n.
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v situaci ¢ = 2. V dalsich avahach lze tedy predpokladat, ze 1 < ¢ < nan > 2.
Dale je dobré si uvédomit, ze pokud bychom misto elimina¢nfho kroku k zvolili krok
L — k41 a otocili smér rozpocitavani, obdrzeli bychom tentyZz vysledek. Lze proto
bez Gjmy na obecnosti uvazovat jen piipad ¢ > n/2. Podle Bertrandova postulatu pak
existuje prvocislo p takové, ze n/2 < p < n. Jako hledany krok k mizeme zvolit takové
¢islo, pro které plati soustava kongruenci

L
k=1 (mod —),
p

k=qg+1—n (mod p).

K jejimu FeSeni muZeme pouZit napf. ¢inskou vétu o zbytcich, nebot éisla p a L/p jsou
nesoudélna. Takové k 1ze vzdy najit.

5. Ko¢i¢i varianta

Predpokladejme nyni, ze kazda osoba stojici v kruhu ma vice Zivotd (v dobé poci-
tacdovych her nejde o nepfedstavitelnou variantu). Zachovejme predchozi znaceni n
pro pocet osob v kruhu, k pro elimina¢ni krok a ozna¢me [ pocet zivoti kazdé osoby
a Jy1(n) pozici, ktera ztistane pfi rozpocitavani jako posledni ve hie. Pro | = 1 jde
o klasicky Josephiiv problém, ktery jsme diskutovali jiz diive. Situaci pro obecné [ € N
se zabyvaji Frank Ruskey a Aaron Williams v ¢lanku [16]. Na zakladé piislovi ,,Kocka
mé sedm Zivoti“ zavadi pojmenovani ,,koc¢i¢i Josephtuiv problém*. Na obrézku 2 je zna-
zornéna situace n = 6, k = 4, [ = 2. Je zfejmé (srovnej s obr. 1), Ze zatimco J4(6) = 5,
v pfipadé dvou zivotu je jiz Jy2(6) = 3.

G D= a0

Obr. 2. Postupné eliminace kazdé ¢tvrté z Sesti osob v kruhu, ma-li kazda osoba dva Zivoty.

V piipadé, kdy ¢isla n a k jsou nesoudélné, nezavisi Ji;(n) na po¢tu Zivoti [
a nenf nutné hledat novy zptsob feseni. Je tedy zfejmé, ze v pfipadé piivodni historické
ulohy (n = 41, k = 3) by vysledek neovlivnil ani libovolny pocet Zivoti navic. Ruskey
a Williams ukazuji, Ze pro pevné zvolené n a k za¢ina Ji ;(n) s rostoucim ! vykazovat
stabilni chovani, konkrétné plati

Jg,1(n) = konst. V1> Fuio,
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kde F,, oznacuje n-té Fibonacciho &islo, tj. Fo =0, Fy =1, F; = F;,_ o+ F;_1 proi =
2,3,.... Tato mez se jevi jako velmi neostra a predpoklada se, ze bude v budoucnosti

V dalsim vysledku [16] je dokazano, Ze pro pevné zvolené n a Jy;(n) lze vidy
najit odpovidajici hodnotu k nezavislou na poc¢tu zivotii [, tj. pokud by Josephus stél
v kruhu n na i-té pozici a mél moznost zvolit k, vidy by se mohl zachranit Sikovnou
volbou k tak, aby zustal nazivu jako posledni, tj.

i:JkJ(n) V1IeN.
6. Linearni varianta a (ne-)$tastna t¥inactka
Nyni struéné nastinime lineadrni variantu rozpocitavaci tlohy. Uvazujme n lidi stoji-
cich vedle sebe v fadé. Z jednoho konce fady odpocitavame a eliminujeme kazdého
druhého. Kdyz dojdeme na konec fady, pokracujeme zpétnym chodem k zacatku atd.

(viz obrazek 3 pro n = 8). Kdo zustane pfi tomto zptsobu rozpocitavani jako posledni
(tuto pozici ozna¢ime jako Wa(n))?

O-F ® J 6 & O F

g ® @ -0
®-~ 6]
(3)=m2(8)

Obr. 3. Postupné eliminace kazdé druhé v zastupu osmi osob.

Ackoli tato varianta ulohy vykazuje nékteré podobné vlastnosti jako Josephtv problém,
v mnoha smérech se velmi lisi. Pro srovnani s hodnotami Jz(n) uvadime v nasledujici
tabulce hodnoty Wa(n) pron=1, ..., 15.

n ||1(2|3|4]|5|6|7]|8|9|10|11 |12 |13 | 14| 15
Won) |1 13|31 |1({3[3[9]9 |11]11|9 |9 |11

Na prvni pohled se zda, ze v této varianté se vyrazné zmensuje mnozina pozic zarucu-
jicich preziti. C. Groer to potvrdil v [13], kde odvodil jednoduchy vztah pro vypocet
Wa(n) zaloZeny na rozvoji ¢isla ve dvojkové soustavé. Ozna¢me N = n, je-li n liché,
nebo N =n — 1, je-li n sudé. Za tohoto predpokladu lze ¢islo N zapsat ve tvaru:

k
N:Zbﬂj, kde by = by = 1.

j=0
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Matematickou indukci lze dokézat vzorec:
k
% )
Wz(n) = 1 —+ Z ijJ,
j=1

kde soucet Y je pocitan pouze pies liché hodnoty j. Odtud pak plyne, Ze zatimco
Ja(n) mize nabyvat libovolné liché hodnoty (pro vhodné n), Wa(n) muZe nabyvat
jen vybranych lichych hodnot, mezi néZ mj. nepatii 5, 13 atd. Clanek [13] s trochou
nadsazky uvadi tuto skutecnost do souvislosti s tim, ze ¢islo 13 byva povazovano za
nestastné,'® coz odpovida tomu, Ze t¥inadctd pozice nikdy neni vitézna pii takovém
rozpocitavani, at uz volime k = 2 nebo k = 3 pfi libovolném poé¢tu lidi v fadé. Ma-
tematicky podloZenou neopravnénost triskaidekaphobie (fobie z tfinactky) nam vSak
zaru¢i volba k = 4. Eliminujeme-li kazdého ¢tvrtého v radé 20 lidi, pravé tfinacty
prezije jako posledni.

Na zavér poznamenejme, Ze tfinactku skuteéné nelze z matematického pohledu po-
vazovat za neStastné ¢islo. Staci si uvédomit, jak jsou definovana tzv. ,,happy numbers*:
ozna¢me soucet ¢tvercu cifer ¢isla n jako si; déle soucet ¢tvercu cifer ¢isla s; jako sg
atd. Jestlize existuje s; = 1 pro néjaké ¢ > 1, oznac¢ime ¢islo n jako happy number.
Mezi prvni §tastna (= happy) ¢isla podle této definice patii 1, 7, 10, 13, 19, 23, ....
Podobné tzv. ,lucky numbers® pojmenovana podle Stanistawa Ulama (1909-1984)
najdeme analogicky jako prvocisla p¥i pouziti Eratosthenova sita. Napisme nékolik
prvnich prirozenych ¢isel postupné za sebou. Zakrouzkujme jedni¢ku. Prvni nezakrouz-
kované ¢islo v seznamu je dvojka — Skrtneme ji a spolu s ni v8echna nezakrouzkovana
suda ¢isla. Dale v seznamu zbyvaji ¢isla 1, 3, 5, 7, 9, .... Druhé v poradi je trojka
— proto v seznamu Skrtneme kazdé treti dosud neSkrtnuté ¢islo atd. Zustanou tak
postupné jen &tastna (= lucky) &isla: 1, 3, 7, 9, 13, 15 atd.!4

7. Zavér

Radu dil¢ich dloh z predchozich fadki lze snadno zafadit jako motivacni priklady
do vyuky na stfedni Skole. Pfejeme ¢tenaitim, aby se nikdy nedostali do Josephovy
situace, kdy by museli podobny problém fesit kvili zachrané vlastniho Zivota, a aby
se s podobnymi ulohami vzdy setkavali pfedev&im v ramci rekrea¢ni matematiky ¢i
teorie algoritmi.

Podékovani. Autorka dékuje prof. RNDr. Michalu K¥izkovi, DrSc., Ing. Lubomiie
Balkové, Ph.D., a doc. RNDr. Martinu Klazarovi, Dr., za cenné pfipominky a peclivé
procteni celého textu.

137de je tfeba poznamenat, 7e &slo 7 byva naopak povaZovano za §tastné, prestoze rovnéz pro
zadné n nenastane situace Wa(n) = 7.

M7vidavym a pozornym &tenditim dluzime odpovéd na otazky k tloze H. E. Dudeneyho. Tady je
(uvadime nejmensi hodnoty k spliwjici dané podminky): 1. Jg(13) = 1 pro k = 21, 2. Ji(3,13) =1
pro k = 100.
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