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O Hadamardové determinantu

Vénovano panu profesorovi Frantisku Kufinovi k jeho 80. narozenindm

Jan Brandts, Amsterdam, Michal K¥iZek, Praha

1. Uvod

Absolutni hodnotu determinantu reilné ¢tvercové matice se sloupci ai,...,a, si lze
geometricky predstavit jako objem rovnobéznosténu, jehoz hrany jsou pravé vektory
ai,...,a, (viz obr. 1).

Obr. 1. Objem rovnobé&Zznosténu s hranami a1, az,a3 je roven |det A|, kde ai1,as2,as jsou
sloupce matice A.

Koncem 19. stoletf si francouzsky matematik Jacques Hadamard! (viz obr. 2) polo-
zil prirozenou otézku, jaka je nejvétsi mozné absolutni hodnota determinantu matice,
jejiz prvky patii do dané kompaktni podmnoziny M komplexni roviny C. V roce 1893
pak dokézal nasledujici vétu (viz [6]):

Véta 1 (Hadamardova). Splituji-li prvky komplexni matice A typu n X n nerov-
nost |a;;| < p, pak

|det A| < p"n™/2, (1)

1Jacques Hadamard se narodil v roce 1865 ve Versailles pobliz Pafize. Vystudoval Ecole Normale
Supérieure. V roce 1892 ziskal prestizni cenu Grand Priz des Sciences Mathématiques za pojednani
o Riemannové zeta funkci. Zabyval se problémy matematické fyziky, teorii ¢isel, teorii pravdépodob-
nosti, funkcionalni analyzou, variatnim po¢tem, geometrii a didaktikou matematiky. V roce 1916 byl
zvolen do Francouzské akademie véd a v roce 1929 se stal zahrani¢nim ¢lenem Akademie véd SSSR.
Zemfel v Pafizi v roce 1963 ve véku 97 let.
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Obr. 2. JAcQUES HADAMARD (1865-1963)

Zabyvejme se nyni otazkou, kdy plati v (1) rovnost. Bez Gjmy na obecnosti budeme
nadéle predpokladat, Ze u = 1, tj. nerovnost (1) bude tvaru

|det A| < n™/2. (2)

2. Hadamardova matice

Na &tytech prikladech si nyni ukaZzme, jak lze volit matici A, aby byla splnéna rovnost
v (2).

Pron=1jezfejmé A=1adetA=1.
1 -1
1 1

Pro n = 3 bohuzel nelze najit realnou matici 3 x 3 tak, aby platila rovnost v (2),
ale Ize najit takovou matici komplexni

Pron:2jeA:( )adetA:Z

+3v3i | a detA=-3V3i

Vsimnéme si, Ze ve v8ech tfech piredchozich prikladech je matice A Vandermondova
matice, jejiz fadky jsou tvoreny konecnymi geometrickymi posloupnostmi. Presnéji
feceno, jeji prvky jsou tvaru a;; = Cf_l prot,j=1,...,n,kde (3,...,(, jsou vSechny
n-té kofeny z jednicky. Timto zptsobem miZeme najit komplexni matice spliujici
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rovnost v (2) i pro n > 3. Dalsf moznosti je definovat a;; = ¢*/, kde ¢ je n-ty primitivni
koten z jednicky (tj. (¥ #1prok=1,...,n—1a (" =1).
Pro n = 4 ale lze najit redlnou matici splijici rovnost v (2),

1 1 -1 1
1 1 1 -1
A= 1 1 1 a detA=16.

1 -1 -1 -1
Hadamard dokazal nasledujici vétu:

Vé&ta 2. Nabyva-li se rovnost v (2) pro redlnou matici, pak bud n € {1,2}, nebo
je n délitelné 4.

Hadamard dale vyslovil domnénku, Ze plati i obracené véta. Nazveme-li readlnou
matici nabyvajici rovnost v (2) Hadamardova matice, pak mizeme jeho domnénku
formulovat takto:

Hadamardova domnénka. Je-li n € {1,2} nebo je n délitelné 4, pak existuje
Hadamardova matice stupné n.

Hadamardova domnénka je dokdzana pro vSechna n < 668 = 4 - 167 délitelnd
¢tyfmi. Pfitom existuje jen 13 pfirozenych ¢isel m mensich nez 500:

167, 179, 223, 251, 283, 311, 347, 359, 419, 443, 479, 487, 491, (3)

pro néz dosud neni zndma Hadamardova matice stupné 4m. VSechna tato m jsou
prvocisla tvaru 4k + 3. Vice nez 100 let stard Hadamardova domnénka tak dodnes
neni rozfeSena pro obecné n délitelé ¢tyimi. Nazyva se téz problém Hadamardova
determinantu.

Nize ukdZeme (viz véty 4 a 5), ze podminky obsazené v Hadamardové domnénce
jsou nutné. Nejprve vS8ak vyslovime nékolik pomocnych tvrzeni.

Vé&ta 3. Necht A je redlna matice typu n X m se sloupci ay, . .., a,,. Pak

det(ATA) < TT llayl%,

j=1
kde rovnost nastava pravé tehdy, kdyz AT A je diagonalni matice.

Struc¢né si nazna¢ime dtikaz. Jestlize jsou vektory a; linedrné zavislé, pak tvrzeni
ziejmé plati. Vyjadieme tedy A ve tvaru A = QR, kde @ € R™ "™ mé ortogonélni
sloupce a R € R™*™ je horni trojihelnikova matice s jednickami na diagonéle. Protoze
det R = 1, plati

m

det(ATA) = det(RTQTQR) = det R" det(Q Q) det R = det(Q " Q) = [ llg;II>
j=1

a [lg;l < flall.
Dusledek 1. Je-li A symetricka pozitivné definitni matice, pak

det A < ajiaz2 - ann,

kde rovnost plati pravé tehdy, kdyz A je diagonalni.
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Disledek 2. Necht A = (ai;) je matice typun x m a |a;j| < 1. Pak
det(ATA) < n™,
kde rovnost plati pravé tehdy, kdy# a;; = £1 pro vSechny indexy i a j a
ATA =nl,,, (4)

kde I,,, je jednotkova matice stupné m.

Realnou matici typu n x m, pro niZ plati (4) a jejiz prvky patii do mnoziny M =
{—1,1}, nazveme H-matice. Vidime, Ze jeji sloupce jsou ortogonalni vektory. Kdyz
m = n, pak H-matice je Hadamardova matice. Nasledujici véta ndm udava pomérné
silnd omezeni na strukturu H-matic.

Vé&ta 4. Necht A je H-matice typu n x m. Jestlize n > 1, potom n je sudé a kazdé
dva riizné sloupce maji stejné prvky pravé v n/2 radcich.

D 1 k a z. Ozna¢me a;;, prvky matice A. Je-li j # k, pak podle (4) je
ajjaig + -+ apjang = 0.

Protoze a;ja;i = 1, pokud j-ty a k-ty sloupec maji stejny prvek v i-tém fadku, a pro-

toZe a;ja;; = —1 v opaéném piipadé€, pocet fadku, v nichZ j-ty a k-ty sloupec maji

stejny prvek, musi byt n/2. O
Plati ale jesté silngjsi omezeni na H-matice.

Vé&ta 5. Necht A je H-matice typu n x m. Jestlize n > 2, potom n je délitelné 4
a kazdé tii rizné sloupce maji stejné prvky pravé v n/4 radcich.

D i k a z. Jestlize j, k, ¢ jsou razné, pak podle (4) mame

n n

Z(aij + aik)(aij + aie) = Z a?j =MN.

=1 i=1

Vsimnéme si, Ze souéin (a;; + aix)(ai; + aie) = 4, pokud j-ty, k-ty a -ty sloupec maji
stejny prvek v i-tém rfadku; v opa¢ném piipadé je tento soucin 0. Tudiz pocet radki,
ve kterych j-ty, k-ty a -ty sloupec maji stejny prvek, je piesné n/4. U

Dosud bylo nalezeno nékolik nekoneénych tiid Hadamardovych matic. Napf¥. jiz
v roce 1867 James Joseph Sylvester (1814-1897) pomoci Hadamardovych matic stup-
né 1 a 2 zkonstruoval Hadamardovy matice, jejichz stupeni je libovolna mocnina 2
(viz [8]).

3. Aplikace

Hadamardova nerovnost (1) hraje ditlezitou roli v teorii linearnich integralnich rov-
nic vyvinutych Fredholmem v roce 1900 (viz [3]), v teorii ¢isel, kombinatorice, teorii
samoopravnych koda a v teorii grup. Hadamardovy matice nasly uplatnéni i pii zvy-
Sovani presnosti spektromett ¢ pii studiu koneénych projektivnich rovin [2]. Uvedme
si nékolik dalsich konkrétnich ptikladu jejich pouziti.
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Priklad 1. Pfi méfeni urcitych veli¢in dostaneme mnohem piresnéjsi vysledky,
kdyz budeme méfit jejich vhodné linedrni kombinace, nez kdyz budeme mérit kazdou
veli¢inu zv1ast (viz [2, s.273]). Pro uréitost pfedpokladejme, Ze potiebujeme stanovit
hmotnosti m téles pomoci n > m vaZeni na dvouramennych vahach. Vysledky experi-
mentu jsou dany matici A = (a;;), kde a;; = 0, pokud se j-té téleso neucastni i-tého
vazeni, a a;; = £1 podle toho, jestli jej ddme na levou ¢i pravou stranu dvouramenné
vahy. Tak pro neznamy vektor jednotlivych hmotnosti x = (x1,...,2,,)" dostaneme
soustavu linearnich algebraickych rovnic

Az =y, ()

kde y = (y1,...,9n) ' jsou vysledky n vaZeni, tj. hmotnosti dovazovacich zavazi se
zapornym ¢i kladnym znaménkem, podle toho, zda se dovaZovala prava ¢i leva strana.

Ozna¢me T vektor presnych hmotnosti téles a polozme 7 = AZT. Pokud je chyba
mé&feni v eukleidovské normé uvnit¥ koule ||y —7|| < r o poloméru r v prostoru R”, pak
x se naléza uvniti elipsoidu (z—7) " AT A(z—7) < r? v R™. Protoze objem elipsoidu je
(det(AT A))'/? krat mensi nez objem koule, miizeme hledat matici A tak, aby piislusny
elipsoid mél co nejmensi objem. To vede na tilohu maximalizace det(A™ A), kde a;j €
M ={-1,0,1}.

Pro n > m je soustava (5) evidentnd pfeurdené a jeji FeSeni se hled4a obvykle
metodou nejmensich ¢tvercli. Zvolme napt. n =4, m =3 a

1 1
1 -1
1 1
-1 1

\
[ T

Pak AT A = 413, tj. plati rovnost (4). V tomto piipadé 1ze jednotlivé hmotnosti stanovit
s dvojnasobnou pFesnosti, nez kdybychom uréovali kazdou hmotnost zv1ast.

Piiklad 2. Uvazujme matici

+ + + 4+ + + + + + + + o+
+ + + + + + - - - - - -
+ + + - - -+ + + - - -
+ -+ -+ - - + - 4+ - +
+ + - - - 4+ - - 4+ 4+ - +

Al -+ - =+ - =+ -+
+ -+ - -+ + - -+ + - |
+ -+ + - - - - + - + +
+ + - -+ -+ - - - 4+ +
-+ + -+ - - - 4+ 4+ + -
+ + -+ - - -+ - + 4+ -
-+ + - -+ - + - - + +

kde pro jednoduchost + znadi 1 a — zna¢i —1. Lze dokazat (viz [2, s.294]), Ze kazda
Hadamardova matice stupné 12 vznikne z A permutaci sloupct, permutaci prvnich
t¥i fadkl, permutaci poslednich sedmi fadkt nebo zménou znaménka nékterych fadka
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a sloupcii. Nejsnaze zkonstruovatelnad Mathieuova sporadicka grupa Mg (viz [1], [7])
je vlastné redukované grupa automorfismi jakékoliv Hadamardovy matice stupné 12.

Mathieuova sporadicka grupa May je téz svazéana s Hadamardovou matici stupné 24
(viz [2]).

Piiklad 3. Necht B je binarni matice typu (n — 1) x (n — 1) obsahujici jen nuly
a jednicky. Potom plati
|det A] = 2"~ 1| det B,

e (Gl ) - () Gam). 0

e znaci sloupcovy vektor slozeny z jednicek a o nulovy sloupcovy vektor. Vidime tedy,
Ze maximalni determinant matice A typu n X n obsahujici pouze prvky {—1,1} je
2"~ 1krat vétdi nez determinant binidrni matice B typu (n — 1) x (n — 1). Vztah (6)
nam tedy umozinuje prevadét H-matice na specidlni bindrni matice s maximélnim
determinantem a M = {0, 1}. Stupeii binarnich matic je 3 (mod 4) nebo 1.

kde

Priiklad 4. V predeslém priikladu jsme vidéli, ze specialni pripad Hadamardova
problému o maximalnim determinantu matice lze pomoci vztahu (6) pfevést na vy-
Setfovani binarnich matic stupné 3 (mod 4) nebo 1. Zabyvejme se déle obecné&jsim
problémem. Budeme hledat maximalni determinant pro vSechny stupné binarnich ma-
tic. To zfejmé odpovida objemu nejvétsiho n-simplexu, jehoz vrcholy jsou ve vrcholech
jednotkové n-krychle. ProtoZze takovych simplextu je velice mnoho, uvazujme pro jed-
noduchost pouze simplexy, jejichz vSechny dihedralni dhly jsou ostré, tj. uhly mezi
viemi (n — 1)-rozmérnymi sténami. Takové simplexy nazveme ostroihlé. Naptiklad
je pravda, ze vSechny Hadamardovy matice lze interpretovat jako ostroihlé simplexy
(srov. tutné vyznacené sloupce v tabulce 1). Intuice (falend) nam ¥ika, Ze nejvétsi
objem by mély mit ostroihlé binarni simplexy i pro dimenze, které nejsou 3 (mod 4).
Podivejme se nyni na tento problém podrobnéji.

Pro libovolné n vySetfujme bindrni n-rozmérné simplexy, jejichz vSechny vrcholy
jsou v rozich jednotkové n-rozmérné krychle [0, 1]™, tj. souFadnice jejich vrcholi obsa-
huji pouze nuly a jednicky [9]. Mezi vSemi takovymi binadrnimi simplexy pro n = 3 ma
nejvétsi objem (tj. absolutni hodnota determinantu odpovidajici matice) pravidelny
CtyTstén, jehoZ vSechny dihedralni tihly mezi sténami jsou ostré (viz obr. 3). RovnéZ
pron =4,5,6,7,8 nejvétsi objem mezi vSemi bindrnimi simplexy maji ostrotihlé sim-
plexy. To, Ze néjaka vlastnost je splnéna pro n = 3,4,5,6,7,8, ovSem neznamena, Ze
plati pro v8echna n > 8, coz vyjadfuje tzv. silny zakon malych ¢isel v [4] a [5]. Nu-
merické vypocty ukazuji, ze napfiklad pro n = 9 nejvétsi objem méa binérni simplex,
ktery prekvapivé neni ostrouhly (viz tabulku 1).

n 213|456 7| 8 9| 10 11 12 13
v8echny simplexy 213|519 |32|56| 144 | 320 | 1458 | 3645 | 9477
ostrotthlé simplexy|| 0 | 2 [ 3 | 5|9 | 32| 56 | 96 | 224 | 1458 | 3645 | 7290

—

Tab. 1 Maximéalni objem, ktery je pro pfehlednost vynasobeny n!, binarniho n-dimenzional-
niho simplexu.
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Obr. 3. Priklady binarnich simplexd pro n = 3.
Pron =3,7,11,... je maximalni objem binarniho simplexu svidzan s Hadamardo-

vym determinantem vztahem (6). Pravé tudy mozna vede cesta, jak vy¥esit problém
Hadamardova determinantu.
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