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Using two subsets of a ring we define two multiform operations and we prove a necessary and
sufficient condition for the construction of hyperrings.

Uzitim dvou podmnoZin okruhu definujeme multiformni operace a dokazujeme nutnou
a postadujici podminku pro konstrukci hyperokruhu.

IMocpencTBOM ABYX MOOMHOXECTB KOJIbLIA ONpejesisieM MylTbTHGOPMHBIE ONEPALMA H JOKa3bl-
BaeM HEOOXOAMMOE H JOCTAaTOYHOE YCIIOBHE /IS KOHCTPYKIMH THIIEPKOJIEL.

A. Introduction

Généralement on appelle hyperstructure algébrique un ensemble X muni d’une,
au moins, opération multiforme, c’est-a-dire d’une application X x X — ?(X)
du produit cartésien X x X dans ’ensemble des parties de X, qui satisfait certaines
propriétés.

Aprés la définition de I'hypergroupe par F. Marty en 1934 [4] on a commencé
I’étude des hyperstructures algébriques d’une fagon plus systématique. Le choix des
propriétés, qui doivent satisfaire les différentes hyperstructures, est un probléme
essentiel et on utilise souvent les propritétés connues des structures habituelles avec
des adaptations convenables a cause de la complexité qui se présente au calcul.

Let hyperanneaux sont des hyperstructures qui ont été 1’objet de recherche de
plusieurs chercheurs. Hyperanneau est un ensemble muni de deux opérations multi-
formes internes telles que I’ensemble est un hypergroupe de Marty par rapport a la
premiére et un demihypergroupe par rapport a la deuxiéme et en plus cette deuxiéme
opération multiforme distribue bilatéralement la premiére. Souvent on note additive-
ment la premiére et multiplicativement la seconde et on les appelle respectivement
addition et multiplication.

The results of the paper were presented at Charles University during authors’ stay in Prague,
Spring 1986.



Deux formes d’hyperanneaux qui ont été étudiés plus que les autres sont celles
dont I'une de deux opérations est multiforme tandis-que I'autre opération est uni-
voque. Dans le cas ol la multiplication est une opération univoque et I’addition une
opération multiforme, nous avons principalement ’hyperanneau de Krasner. Sou-
vent I’hypergroupe additif est celui qu'on appelle hypergroupe canonique. Si I’ad-
dition est une opération univoque et la multiplication une opération multiforme, alors
nous avons ’hyperanneau multiplicatif qui a été introduit et étudié récemment par
R. Rota [5].

Une méthode de recherche d’hyperstructures est celle dans laquelle on utilise des
ensembles munis des opérations habituelles ou des ordres a I’aide desquelles on définit
des opérations multiformes. Dans cette direction, pour les hyperanneaux, il est
possible de trouver des ensembles qui sont des hypergroupes a opérateurs [1], [2],
ou le domaine d’opérateurs coincide avec I'ensemble lui-méme. C’est-a-dire, I'opé-
ration multiforme externe, composition d’opérateurs et d’éléments de I'hypergroupe,
est en réalité une nouvelle opération multiforme interne qui sera la multiplication.
Dans ce cas la vérification seulement de I’associativité de la multiplication est suf-
fisante de donner une structure d’hyperanneau sous la notion générale. En travaillant
de cette fagon et en utilisant les P-hyperopérations [6] nous démontrons une condi-
tion nécessaire et suffisante d’existance d’une grande classe d’hyperanneaux sous la
notion générale.

B. Preliminaire

Une hyperstructure (H, *) est un hypergroupe de Marty si I’ensemble H est
muni d’une opération multiforme associative non triviale * qui satisfait 'axiome de
la reproduction:

xxH=Hx+x=H, VYxeH.

Un hypergroupe H pour lequel on définit une opération multiforme externe et
distributive par rapport a son opération multiforme interne: o: Q x H — 2(H)
sappelle hypergroupe & opérateurs avec pour opérateurs les éléments de Q [1].

Soit (H, +) un groupe abélien avec élément neutre e et soit P un sous-ensemble
quelconque de H. On appelle P-hyperopération [6] I'hyperopération ** qui se
définit sur H par la relation

x*Fy = xy({e} U P).

L'hyperstructure <H, ") est un hypergroupe commutatif. Si (H, *) est seulement un
demi-groupe et P < H, alors on appelera P-hyperopération celle qui est définie de la
fagon suivante:

x*fy ={xy}u(xyP), Vx,yeH.

L’hyperopération qui se définit sur un demi-groupe n’est pas nécessairement as-
sociative et elle constitue une généralisation de la P-hyperopération connue.
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En effet, nous avons:
(x P y) #F z = {xpz} U (xyzP) U (xyPz) U (xyPzP)
x «F (y # z) = {xyz} U (xyzP) U (xyzPP)

et les deuxiémes membres ne sont pas nécessairement égaux.

C. Une construction d’hyperanneaux

Soit (R, +, *) un anneau, non nécessairement unitaire ni commutatif. Soit
P,,P, = R avec Py %+ 0, P, + 0, P, + {0} et si 1eR (anneau unitaire) alors
P, + {1}. Cettes restrictions se posent pour éviter le cas des opérations multiformes
triviales.

Nous considérons les P-hyperopérations

#2Rx R>PR):(x,y)>xxy={x+ylu(x+y+Py)
ot R x R> P(R):(x,y) > x 0y ={xy} u(xyP,)

Proposition 1. La condition
(RP,)u (RP,P,) = {0} U P, (I)

est nécessaire et suffisante pour que ’opération o soit distributive & gauche par rapport
a I'opération x*.

Demonstration. Nous supposons que la condition (I) soit vraie, alors Vx, y, z€ R
nous avons
xo(y*z)=xo({y+zJu(y+z+P)) =
=xXo{y+z})U(xo(y +z+ Py)) =
=x(y+2)u(x(y +2)P)u(x(y + z + Py))u(x(y + z + Py) P,)
et
(xop)*(x02) = ({xy} U(xyP,)) *({xz} U (xzP,)) =
= {xy + xz} U (xy + xz + P;) U (xy + xzP,) U (xy + xzP, + Py) U
U (xyP, + xz) U (xyP, + xz + Py) U (xyP, + xzP,) U (xyP, + xzP, + Py).

Nous avons aussi:

a) x(y + z) = xy + xz,

b) x(y + z) P, = xyP, + xzP,,

) x(y +z+ Py)=xy+xz+xPycxy+xz+ ({0}uP,)=
= {xy + xz} U (xy + xz + P,) (condition (I)),

d) x(y + z + P,) P, < xyP, + xzP, + P,P, < xyP, + xzP, + RP,P,
< xyP, + xzP, + ({0} u P,) = (xyP, + xzP,) U (xyP, + xzP, + Py)
(condition (I))
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ce qui entraine
xo(yxz) = (xoy)*(x02).

Par conséquent, la condition (I) est suffisante. Considérons maintenant que I'opéra-
tion o soit distributive (faible) par rapport a I'opération =, alors Vx € R et pour
y = z = 0 nous avons

xo(y*z)=x.({0} U Py = {0} U(xP,) U (xP,P,)
€t
(x0y)*(x02) =(x-0)*x(x00)=0%x0={0}UP,;

donc, il en résulte
{0} U (xPy) U (xP,P;) = {0} U P;, Vx
¢

{0} U (RP,) U (RP,P,) = {0} U P,
¢
(RPy) U (RP,P,) = {0} U P,

c’est-a-dire, la condition (I) est nécessaire.

Remarques

1. La condition (I) est nécessaire et suffisante pour que (R, *) soit un hyper-
groupe a opérateurs avec pour domaine d’opérateurs I’ensemble R, en considérant
comme opération multiforme externe ’opération o.

2. Si R est un anneau commutatif ou si simplement la commutativité se vérifie
entre les éléments de P, et de P,, alors nous avons RP,P, = RP,P; = RP, et par
conséquent la condition (I) devient

RP, = {0} U P, (11)

3. Si on prend un seul sous-ensemble de R, c’est-a-dire si on pose P, = P,, alors
nous avons de nouveau la condition (II). La méme chose, si on prend P, < P,.

4. Lorsque Py est un singleton P = {p,} avec p, * 0, alors de la condition (I)
résulte (Rp,) U (Rp,P,) = {0, p,} et par conséquent Vx € R il faut ou bien xp, = 0
ou bien xp; = p, et comme nous constatons facilement Vy € P, il faut aussi p;y = 0
ou p,y = py-

5. Pour avoir une distributivité forte, c’est-a-dire

xo(y*xz)=(xop)*(x02z), Vx,y,z€R

il nous faudra un hyperanneau de Rota, c’est-a-dire ou lopération multiforme =
dégénére a l'opération + de R. En effet, de la distributivité forte résulte pour x =
=y = z = 0 I'égalité {0} = {0} U P, d’ott P, = @ ou P, = {0}.
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6. Si R est un anneau unitaire avec pour unité 1, alors la condition (I) s’écrit
RP,({1} u P,) = {0} L P,
et si en plus 1 € P,, alors nous avons
RP,P, {0} U P,

tandis-que si 1 € Py, alors (I) devient R = {0} U P, donc elle se vérifie seulement si
P, = R ou P; = R\{0}.

Exemple

Si P, est un idéal bilatere de R et P, un ensemble quelconque, alors la condition (T)
est satisfaite, donc R devient un hypergroupe a opérateurs avec pour domaine
d’opérateurs I'ensemble R (c.f. [3]).

Proposition. Si R est un anneau commutatif, alors R, %, o) est un hyperanneau
sous la notion générale si et seulement si la condition (II) est vérifiée.

La démonstration est une conséquence immédiate de la remarque 2 ci-dessus
et du fait que I'opération o soit associative et bilatérarement distributive lorsque
la multiplication (+) de 'anneau est commutatif.
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