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1971 ACTA UNIVERSITATIS CAROLINAE MATHEMATICA ET PHYSICA VOL. 12, NO. 2 

Pseudoriemannsche Metriken mit Anwendungen 

M. KOCANDRLOVÄ 

Lehrstuhl für darstellende Geometrie, Technische Hochschule, Prag 

Eingegangen 20. Oktober 1971 

In dieser Arbeit untersucht man die Geradenflächen in einem dreidimensionalen 
projektiven Raum P3, an welchem die Gruppe aller Kollineationen und Korrela­
tionen, welche einen festen nichtparabolischen Geradenkomplex erhalten, wirkt. 
Durch diesen Geradenkomplex, ist auf der Kleinschen Quadrik Q4- in dem zu Pz 
angehörigen Kleinschen Raum P5 eine pseudoriemannsche Metrik bis auf einen 
von Null verschiedenen Faktor gegeben. Auf jede Geradenfläche in P3 (eine Kurve 
in Q\) kann man also die Theorie der pseudoriemannschen Räume benützen. 

I. Kurven im Raum mit einer regulären quadratischen Metrik 

Sei Vn eine differenzierbare Mannigfaltigkeit, auf der eine reguläre quadratische 
Metrik g gegeben ist. Diese Metrik bestimmt genau einen Zusammenhang V so, 
dass V j 7 - S/YX = [X,Y] und Vg = 0, wo X, Y differenzierbare Vektorfelder 
auf Vn sind. Es sei weiter Tp(Vn) der Tangentialraum der Mannigfaltigkeit Vn im 
Punkte p. 

Definition 1. Es sei eine differenzierbare Mannigfaltigkeit Vn mit einer reg. 
quadr. Metrik g gegeben, dann nennen wir den Unterraum von Tv(Vn) auf dem die 
Form g singular ist, den isotropischen Raum der Mannigfaltigkeit Vn im Punkte p. 

Es sei p(t) eine Kurve auf Vn und wir werden voraussetzen, dass sie keine solche 
Punkte u enthält für welche Tu(p) ein isotropischer Raum ist. Unter dieser Vor­
aussetzung können wir die folgende Definition einführen. 

Definition 2. Es sei p(t) eine Kurve auf Vn, dann verstehen wir unter den Bogen 
eine Funktion der Gestalt 

<t)=±n\g*F~i<b+c, 
h ~ 

wo p'(t) den Tangentialvektor der Kurve bedeutet und c eine beliebige Konstante ist. 
Genauso wie im euklidischen Raum En kann man leicht beweisen, dass der so 

eingeführter Bogen unabhängig von der Wahl der Punktenfunktion die die Kurve 
bestimmt ist. Wir können dann den Bogen als Parameter auf der Kurve nehmen und 
es gilt dann | g2(p) | = 1 wo wir p = dpjds bezeichnen. 
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Definition3. Der Raum kou = { Yi, . . .,Yk }, wo Yi = pf und Y% = V y ^ n 
für i = 2, . . ., k ist, heisst der Schmiegraum der &-ten Ordnung der Kurve p im 
Punkte u. 

Es ist leicht zu sehen, dass die so eingeführten Schmiegräume unabhängig von der 
Parameterdarstellung der Kurve sind. 

Unter der Voraussetzung, dass die Schmiegräume der Kurve p nicht isotropisch 
und in allen Punkten u der Kurve p für k = 1, . . ., r verschieden sind und noch 
r+1ou = rou gilt, können wir die Frenetschen Formeln in der folgenden Form 
ableiten: 

p_=Ei 
V EIEI = kiE_ 

V EiEi = kliEi-i + kiEi, i = 2,. . ., r — 1 
VE\Er = kr_xEr-i. 

Die Funktionen ki sind die Krümmungen der Kurve/). Das Verfahren der Ableitung 
dieser Formeln ist dasselbe wie für Kurven im euklidischen Raum. 

Da für unsere weitere Betrachtungen nützlich sein wird, dass mit jedem Punkt 
der Kurve ein fester «-Bein verbunden ist, führen wir weitere Vektoren Ei, i = r + U 
. . ., n so ein, dass sie zusammen mit Ei, . . ., Er ein orthonormiertes «-Bein bilden 
(d.h. für das «-Bein Ei, . . ., En\ g(Ei,Ej) \ = d\, i, j = 1, . . ., n ist, wo d\ der 
Kroneckersche Symbol ist), wobei wir noch verlangen, dass V E_E% = 0 für i = r + 1, 
. . ., n. Wir setzen h% = 0 für i = r + 1, . . ., n. 

Sei p die Kurve auf Vn. Wenn Xu X_,... Vektorfelder auf/) sind und Ye Tu (/>), 
können wir die Vektorformen <pk(Xi, • • ., Xk) durch die Formeln 
VYX=y>i(X,Y) + <p2(X,Y) 
Vy <pk(Xi, . . ., Xk) = Wk(Xi, . . ., Xk,Y) + <pk+i(Xi, . . ., Xk,Y), 
wo <pk+i(Xi,. . ., Xk,Y) e x+iou, yk(Xi, . . ., Xk,Y) e kou und 
<pjc+i(Xi,. . ., Xk,Y) zu kou orthogonal ist, definieren. 

Definition 5: Die 2&-lineare Form hk(Xi, . . ., Xk, Yi, . . ., Yk) = 
= g (<pk(Xi,. . ., Xk),<pk(Yi,. . ., Yk)), wo Xi,. . ., Xk,Yi,. . ., Yk 

Vektorfelder auf p sind, nennen wir den Ä-metrischen Tensor der Kurve p 
(siehe [1]). 

Schrittweise bekommen wir die einzige Komponente des Tensors hk der Kurve 

p, die wir hk bezeichnen: 

für/ = 2, . . ., r ist hj = £j(ki . . . k^-i)2. 

Sei Wn ein Vektorraum mit regulärer quadratischer Metrik g2. Es sei U die 
Menge aller orthonormierten «-Beine des Raumes Wn, d.h. aller «-Beine Ei, • • •> 
En, wo g(Ei,Ej) = 0 für i ^ / und g_(Ei) = et. Dabei sind ei voraus gegebene 
Zahlen mit | ei \ = 1 und die Anzahl der positiven und negativen et ist durch die 
Signatur von g_ gegeben. Sei weiter G die Menge aller Übergangsmatrizen zwischen 
«-Beinen aus U. 
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Satz 1.: Die Menge G ist eine Liesche Gruppe (Untergruppe der Gruppe 
GL(R,n)), deren Lie-Algebra ($ die Menge aller Matrizen B = (b)) mit b\ = — 
— et £j b) ist. 

Hilfssatz 1.: Es sei auf dem Hauptfaserbündel P aller orthonormierten «-Beine 
der Mannigfaltigkeit Vn ein Zusammenhang durch die Form co gegeben. Dann 
existiert auf Vn genau ein Zusammenhang V so> dass für jeden lokalen Schnitt 
Eu • • 5 En des Raumes P 

VYEj = a%Y)Ei 

gilt, wo Ye Tp(Vn) und (aj(Y)) = co(Y'), Y' ist der Tangentialvektor des ge­
wählten lokalen Schnittes für den W (Y') = Y. Mit 77 haben wir die natürliche 
Projektion von P auf Vn bezeichnen. 

Wir bezeichnen mit ki, . . ., kn-i positive Funktionen der Veränderlichen s 
(eventuell, von bestimmten festen Index r an, können ki identisch Null sein) die auf 
einem offenen Intervall D definiert sind, ei, . . ., en die oben angegebene Zahlen. 
Wir werden untersuchen, ob es auf Vn eine Kurve p(s) mit dem Definitionsbereich D 
so gibt, dass ki, . . ., kn-i ihre Krümmungen sind und dass für die Vektoren ihres 
Frenet-Beines g2(Ei) = £i für i = 1, . . ., n gilt. 

Es sei P der oben eingeführte Hauptfaserbündel und es sei a die Abbildung von 
P nach dem Tangentialbündel T(Vn) von Vn, die durch a (Ei, . . ., En) = Ei 
gegeben ist. 

Jedem (?R,s0) e P x D sind die Zahlen ki(s0), . . ., kn-i (s0) und der Vektor 
a (SR) = Ei eindeutig zugeordnet. Die Zahlen ki(s0) bestimmen das Element (a)) der 
Lie-Algebra © mit a\+1 = ki, a\+1 = — £i£<+i&< und a\ = 0 sonst. Wir definieren 
die Vektorfelder Xi, X2, X3 auf P x D wie folgt: 
Xi ist das Vektorfeld, das auf jeder Mannigfaltigkeit P x {s0} mit dem durch das 
Element (a)(s0)) e & gegebenen Fundamentalvektorfeld zusammenfällt. 
X2 ist das Horizontalvektorfeld welches durch II'(X2<&) = a(SR) bestimmt ist. 
X3 ist das kanonische Vektorfeld von D, also X3 = d/ds. 
Wir bezeichnen mit X das Vektorfeld X = Xi + X2+ X3 auf P x D und suchen 
alle maximale Integralkurven von X. Durch jeden Punkt (9i,s0) geht genau eine 
solche Integralkurve q(s). 
Es sei Q die natürliche Projektion von P x D auf P, dann gilt: 

Satz 2.: h(s) = ü(Q(q(s))) ist dann eine Kurve aut Vn mit den oben angegebenen 
Eingenschaften deren Frenet-Bein im Punkte s0 gleich SR ist. 

Beweis: h(s) =n'oQ'oq(s) =n'(Q'(q(s))) =II'(Q'(XI + X2 + X3)) = T7'(-Ki + 
+ X2) = n'(X2) = Ei. 
Aus der Konstruktion der Vektorfelder Xi und X2 und aus dem Hilfssatz 1 folgt, 
dass Q (q(s)) die Frenetschen Formeln erfüllt und daraus folgt die Behauptung. 

Bemerkung: Wenn eine Kurve p(s) mit den Krümmungen ki,..., kn-i und den 
Grössen et = g2(Ei) gegeben ist, dann ist die Kurve (^(s)^) eine Integralkurve des 
Vektorfeldes X (2t(s) ist das Frenet-Bein der Kurve p im Punkte p(s)). 
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Aus den oben angeführten Behauptungen kann man ähnlich wie im euklidischen 
Fall den folgenden Satz beweisen. 

Satz 3.: Existiert eine Liesche Gruppe von isometrischen Transformationen der 
Mannigfaltigkeit V«, die auf P transitiv wirkt, dann bestimmen die Krümungen 
und die Zahlen et die Kurve eindeutig bis auf Isometrie. 

2. Geradengeometrie 

Sei W ein Vektorraum. Wir bezeichnen mit A k W die Menge aller äusseren 
Ä-Formen auf W, wo W der duale Raum zu W ist. Ausführlicher siehe [2]. 

Hilfssatz 2.x Existiert genau ein Isomorphismus cp von f\k W auf A* W so, 
dass für a e A * ^ Xu . . .,XkeWgilt: 

a ( * A . . . A - Y * ) = (tpoi) (Xu . . ., Xk). 

Es sei P3 der projektive Raum aller eindimensionalen Unterräume des Vektor­
raumes W4. 

Definition 6: Den zugehörigen fünfdimensionalen projektiven Raum zu dem 
sechsdimensionalen Vektorraum W& = W4 f\ W4 nennen wir /C-Raum und seine 
Punkte JC-Punkte. 

Es sei © die Menge aller Geraden in P3. Wir konstruieren die injektive Abbildung 
0 von © nach P5 und zwar so, dass wir jeder Gerade a = {X} V { Y} e © den JC-Punkt 
{X A Y} zuordnen. Aus den Eigenschaften des äusseren Produktes folgt, dass der 
IC-Punkt {X A Y} von der Wahl der Punkte {X}, { Y} auf der Gerade a unabhängig 
ist. 

Sind co, co1 e A2 W4, so ist co A co'e A AW4. Ist A0>. . .,As eine Basis von W\, 
so ist ü = A0 A . . . A A3 eine Basis von A4 W4 und jedes Element co A coT kann 
man in der Form g • Q eindeutig ausdrücken, wo Q eine reelle Zahl ist. 

Wir definieren jetzt die Abbildung/ : A 2 ^ x A2 W4 -> R (R ist die Menge 
der reellen Zahlen) durch die Beziehung co A co' = /(co, co') • ü . Ersichtlich ist / 
eine symetrische bilineare Form auf A 2 W4 und wir bezeichnen mit/2 die zugehörige 
quadratische Form. Die Form fa ist regulär mit der Signatur (3,3). Die zugehörige 
Quadrik Q4 des AT-Raumes P5 ist das Bild der Menge bei der Abbildimg 0. 

Es ist leicht zu zeigen, dass sich zwei Geraden aus P3 genau dann schneiden 
wenn ihre Bilder in P5 konjugiert bezüglich Q4 sind. Das Bild eines Geradenbüschels 
in P3 bei der Abbildung 0 füllt eine Ebene P2 <= Q4 aus. Analog die Bilder aller 
Geraden die in einer Ebene Q C= P3 liegen füllen auch eine Ebene P'2 <-= Q\ aus. 
Umgekehrt die Menge aller Ebenen in P5 die auf Q4 liegen zerfällt in zwei Scharen 
wobei zwei Ebenen genau dann derselben Schar gehören wenn sie sich schneiden im 
einzigen Punkt und zu verschiedenen Scharen, wenn sie sich nicht schneiden, oder 
wenn sie sich in einer Gerade schneiden. Die Ebenen der einer Schar entsprechen 
aller Geradenbüschel in P3, die Ebenen der anderen Schar entsprechen allen ebenen 
Geradenfelder aus P3. 
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Das ganze Verfahren kann man leicht dualisieren. Wir bilden den projektiven 
Raum PI aller eindimensionalen Unterräume des Raumes A2 WA und jede Gerade 
a aus P3, die durch die Hyperebenen {X}, { Y} (X, Y e WA) gegeben ist, wird auf den 
Punkt (X A Y} des Raumes P5 abgebildet. Die Bilder aller Geraden bilden dann die 
Quadrik Ql c P*b aus. Wir bezeichnen noch mit 0* die so entstandene Abbildung. 
Es gilt: _ _ 

Satz 4.: Sei <p der Isomorphismus von A2 WA auf A2 WA für den gilt (p(w) (X A 
/\ Y) = co(X,Y) (a) G A2 WA). ES sei xo die zugehörige projektive Transformation 
von P*b auf P5. Es ist dann x0 (Ql) = QA wo QA die Menge aller Tangentialhypere-
benen der Quadrik QA bezeichnet. Bezeichnen wir mit a die projektive Abbildung 
von P5 auf PÖ, die jeder Hyperebene des Raumes P5 ihren Pol bezüglich QA zuordnet, 
ist 

0 = a o xo o 0*. 

Beweis: Sei a = {X} V {Y} eine Gerade in P3, dann ist 0 (a) = {X A Y}. 
Wählen wir beliebige Hyperebenen {X}, {Y} e P3, die a enthalten, ist 0*(a) = 
= {X A Y}. Die Hyperebene a = (x0 o 0*)(ä) enthält dann alle Punkte {U A V}, 
für die gilt 

(X A Y)(U,V) = 0. (1) 

Wir zeigen dass jede Gerade {U} V {V}, für welche (1) gilt, die Gerade a schneidet 
und weil die Punkte aus 0*0 04 die Hyperebene a erzeugen, ist a die Polarhypere­
bene des Punktes {X A Y}. Es sei (1) erfüllt für die Gerade {U} V {V}. Offen­
sichtlich können wir U so wählen, dass X(U) = 0. Dann ist 0 = 2(X A Y)(U,V) = 
= X(U)Y(V)—X(V)Y(U) = — X(V)Y(U). Ist also entweder X(V) = 0 oder 
Y(U) = 0. Im jeden Fall schneidet die Gerade {U} V {V} die Gerade a. 

Sei jetzt H eine Kollineation des Raumes P3. Diese Kollineation bestimmt eine 
Transformation x der Quadrik Q\ im Raum P5. Genauso bestimmt jede Korrelation 
x des Raumes P3 eine Transformation ^ der Quadrik Q4. 

Satz 5.: Jede Kollineation x bzw. Korrelation x des P3 bestimmt genau eine 
Kollineation x' des Raumes P5 die die Quadrik Q4 erhält und deren Beschränkung 
auf Q\ die beschriebene Transformation x bzw. ~ gibt. Umgekehrt gibt es zu jeder 
Kollineation x' des Raumes P5, die die Quadrik Q4 erhält, genau eine Kollineation x 
bzw. Korrelation x des Raumes P3, die die Kollineation x' in oben angegebener 
Weise bestimmt. 

Beweis. Es sei x eine Kollineation des Raumes P3. Diese Kollineation ist durch 
einen Automorphismus q> von WA gegeben. Dieser Automorphismus bestimmt einen 
Automorphismus cp' des Raumes W* A W4, der die gesuchte Kollineation x' des 
Raumes P5 liefert. Da man die geometrische Basis von P5 auf Q4 wählen kann, ist die 
Kollineation x' eindeutig bestimmt. Es sei x eine Korrelation des Raumes P3 die 
durch einen Isomorphismus von WA auf WA gegeben ist. Dieser Isomorphismus 
bestimmt einen Isomorphismus ß von A2 W* auf A2 WA. Damit ist eine kollineare 
Abbildung x\ des Raumes P5 auf P*b gegeben. Es ist leicht zu sehen, dass x' = 
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= <x o xo o xi die gesuchte Kollineation des Raumes P5 ist, die eindeutig bestimmt ist 
(siehe Satz 4.). 

Es sei jetzt x' eine Kollineation des Raumes P5, die Q4 erhält. Wir wählen eine 
geometrische Basis {Ao}, . . .,{Ai} des Raumes P3. Jeder Punkt {Ai} bestimmt eine 
Ebene an c Q4 (alle an gehören derselben Schar zu). Wenn die Kollineation x' jede 
Schar auf sich abbildet, bestimmen die Bilder der Ebenen an Punkte {A'Q}, . . .,{A±}, 
die in P3 wieder eine geometrische Basis bilden. Die Kollineation von P3, die die 
geometrische Basis {Ai} in die geometrische Basis {Ä{} überführt, bestimmt eine 
Kollineation x" des Raumes P5. Es ist offensichtlich x' = x". Wenn die Kollinea­
tion x' die Scharen umtauscht, bekommen wir in ähnlicher Weise eine Korrelation "x 
des Raumes P3. 

3. Regelflächen in Ps bezüglich der Gruppe aller Kollineationen 
und Korrelationen, die einen bestimmten nichtparabolischen Geradenkomplex 

erhalten 

Es sei in P3 ein nichtparabolischer Geradenkomplex gegeben. Dieser bestimmt 
eine Hyperebene Q im projektiven Raum P5, die nicht tangential zu der Quadrik Q4 
liegt. Die Menge A5 — Q ist ein affiner Raum. Wir wählen auf We eine lineare 
Form cp, deren zugehörige Hyperebene die gegebene Hyperebene Q ist. Für jeden 
Punkt {X} e A5 werden wir den arithmetischen Vertreter X immer so wählen, dass 
cp(X) = 1. Wir bezeichnen mit O den Mittelpunkt der Quadrik Q4 und wählen die 
quadratische Formf2, die Q4 definiert so, dassf2(0) = — 1. Sei £2 die Beschrenkung 
der quadratischen Form f2 auf den Unterraum W5, der der Hyperebene Q entspricht. 
Offensichtlich ist #2 eine reguläre quadratische Metrik auf A5 in welcher Q4 die Rolle 
der Einheitssphäre spielt. Damit ist gleichtzeitig eine quadratische Metrik auf Q4 mit 
der Signatur (2,2) gegeben. Den folgenden Satz führen wir ohne Beweis an. 

Satz 6.: Es seien £1, £2, £3, «4 Zahlen von denen zwei gleich 1 und zwei gleich—1 
sind. Dann ist die Gruppe aller Affinitäten, die Q\ erhalten, gleich der Gruppe aller 
isometrischen Transformationen von Q±, die transitiv und ohne Fixpunkte auf dem 
Hauptfaserbündel der orthonormierten 4 — Beinen E\, . . .,£4 mit g2(Ej) = et wirkt. 

Es sei jetzt in P3 eine Regelfläche gegeben, die keine Geraden aus den gegebenen 
Geradenkomplex enthält. Diese Fläche kann man als eine Kurve p c Q4 betrachten. 
Wir werden weiter voraussetzen, dass kein Schmiegraum dieser Kurve auf Q\ 
isotropisch ist. Nach 1 können wir dann als Parameter den Bogen wählen und die 
Frenet-Beine E\, . . .,£5 in A5, bzw. Ei, . . ., £4 in Q4 bilden. Wir haben also (D bzw. 
V bezeichnet den zu der Metrik g2 zugehörigen Zusammenhang auf A5 bzw. Q4): 

p = .Ei, Vjf.iji = k±E2 

V .E.-E2 — kx E\ -f- k2 E3 

V ßfiz = k2 E2 + k3 £4 

SJßfii = k3 E3 
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wo k* = — ei+i etki, i = 1,2,3 unde* = g2(Et), i = 1, . . .,4. 

P_=Ei 
DEßi = kiE2 

Dsß2 = kßi + Ä2-E3 
L)._s.--i3 = k2E2 + &3F4 

Dsßi = &3-E3 + Ä4-E5 
Dsßb = &4-E4 

wo £* = — 8iEi+i ki i = 1, . . .,4 und ^(-Si) = st, i = 1, . . .,5. 

Daraus folgt unmittelbar: 

Satz 7.: Die KrümrAungen A< 1 = 1, 2, 3 bestimmen die Regelfläche in P3 
eindeutig bis auf Transformationen, die den gegebenen Geradenkomplex erhalten. 

Auf Q4 haben wir den ersten und zweiten Fundamentaltensor, wo der zweite 
durch die Beziehung 

b(X,Y) = DxYE5 

definiert ist. Dabei ist der Vektor E5 im Punkte q e Q4 gleich q — O. Analog wie für 
eine Fläche in £3 gilt: 

DXY= VxY+b(X,Y)-E5 

b(X,Y) = — g(DxE5,Y). 

Weiter ist DXE5 = X und also b(X, Y) = — g(X, Y). 
Betrachten wir die Beziehungen zwischen dem Krümmungen ki und kj. 

(2) k\E2 = k{E2 — E\E5 

(» «_(£)•&+«_, + „(£)•_, 

+ 
(5) kAEъ = (à + bk*2) 2 + (ak2 + Ъ+ ck*3) 3 + (bkз + č)£__ + â ъ 

wo wir 

«> «ЧШ)'+ klk2k2 

*fel.^2^3 

1 (híkiV (hk2y\ 
h \k2 \kj ^ \hk2f f 

c = 
.^1.^2^3 
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d=ei i (-£- Ш) 
bezeichnet haben. 

Wenn die Kurve p in einem affinen Unterraum Am von As liegt, ist ki = 0 
für i = m,. . .,4; 2 < m < 4. Wir suchen also Bedingungen für &{, die aus der 
Verschwindung der Krümmungen k% folgen. Ist k2 _ . 0 dann folgt aus (3) k2 = 0, 
Äi = Konst. Ist k2 ?-= 0, kz = 0, folgt aus (4) 

(9) Äз = 0 

.&1&2 

*2 U J (10) ^ U r / 1 = K o n s t -
Für k4 = 0, A3 -£ 0 bekommen wir aus (5) die Bedingungen 

(11) ä + bkm
2 = 0 

(12) a£2 + b + c*3* = 0 

™ (£)'(£)•£-— 
(,4) i(i(i)T=Ko"s'-
wo a, b, c, d die Ausdrücke aus (6) sind. Aus diesen Betrachtungen folgt: 

Satz 8.: Die hinreichende und notwendige Bedingung dafür dass die gegebene 
Regelfläche in P3 mit dem gegebenen Geradenkomplex 
1. eine Quadrik ist, ist k2 -= 0, ki = Konst. 
2. in einer Geradenkongruenz enthalten ist und keine Quadrik ist, ist die Erfüllung 

der Bedingungen (7), (8), (9), (10), 
3. in einem Geradenkomplex enthalten ist ohne dass sie in einer Geradenkongruenz 

liegt, ist die Erfüllung der Bedingungen (11), (12), 13), (14). 
Beispiel: Berechnung der Beziehungen zwischen den Krümmungen der beiden 

Geradenscharen einer Quadrik: 
Es sei in P3 eine quadratische Fläche durch drei schiefgehende Geraden coi, co2, 

C03 gegeben. Durch die Bilder 0(coi), &(a)2)> 0((oz) ist in A5 eine AT-Ebene 0 gegeben, 
die die Quadrik Q4 in einem einfachen AT-Kegelschnitt schneidet, der das Bild der 
Schar ist, die coi, C02, C03 enthält. Das Bild der zweiten Schar bestimmt eine weitere 
_K-Ebene g die mit dieser konjugiert ist. Für unsere weitere Betrachtungen wird es 
nützlich sein, die Abstände der Ebenen 0, g von denn Mittelpunkt O der Quadrik Q4 
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zu berechnen. Es sei also X ein Punkt auf dem gegebenen .^-Kegelschnitt in der 
Ebene Q. EI, -62 ist ein Frenet-Bein dieses Kegelschnites in A5, E5 = X— O. Dann 
ist 

A = E5 — 62 g(E5,E2)E2 

ein zu Q orthogonaler Vektor und g2(A) = g2(E$) — e2(g(E^E2))
2. ist der Quadrat 

des gesuchten Abstandes. Mit Hilfe der Frenetschen Formeln für den Kegelschnitt 
in Q bekommen wir 

g2(A) = l—e2 lg \E5, ~Y E2 + ~Y E5 \ \ = 1 — 62 -p- . 

Analog bekommen wir für die Ebene Q anstatt A den Vektor —-r--y- A und zu dieser 

Kurve gehörende Objekten bezeichnen wir mit %u e2. Es gilt dann 

= 1. (*—»i) {l-ê2ìè 
Es sei f eine Regelfläche in P3, f' ihr Bild in P5. Dann die Schar des Schmieg­

hyperboloids der Fläche f entlang der Gerade a e | . die diese enthält, wird auf den 
Durchschnitt der Schmiegebene der Kurve f' und der Quadrik Q4 abgebildet. Da 
wir für eine beliebige Regelfläche genauso wie für eine quadratische Regelfläche 
zeigen könnten, dass die Krümmung k\ schon durch die Schmiegebene der entspre­
chenden Kurve in P5 gegeben ist, gilt der 

Satz 9.: Die Krümmung der Schar des Schmieghyperboloids £ der Regelfläche f 
entlang einer Gerade a, die diese enthält, ist gleich der ersten Krümmung der 
Fläche f. 
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