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Anamorfosa ve Stépanského nomogramech
s unarnim polem

Karer HavLicek
Katedra geometrie MFF UK

(Doslo 29. 2. 1968)

Nomogramy s unirnim polem zavedl V. Stépansky v pracich [2] aZ [9]). K pfisluinym kano-
nickym tvarim dospél geometrickou cestou. Ukolem téchto #4dku je ukdzat, Ze tyto tvary lze téz
odvodit anamorfosou, obdobnou anamorfose Massauové v oby¢ejnych spojnicovych nomogramech.
Omezime se pfitom na vztahy o péti proménnych, protoZe prace s nimi je pro nomogramy s unarnim
polem typickd; vSechny dal§i nomogramy vznikaji z nich sdruZovénim, kombinovénim a zobecrio-
vanim, resp. jejich specialisaci (pro vztahy o vice proménnych viz prace [4], [5], [6], [7], [9], pro
vztahy o méné neZ péti proménnych viz prace [2], [3], [6]). — Kone&né je zde ukdzino, Zze dobry
piehled poskytuje tato anamorfosa pfi uZiti kolineace v konstrukci naich nomogramu.

Die Anamorphose in den Stépdnskyschen Nomogrammen mit Unarfeld. In der vorgelegten
Arbeit wurde die analytische Begriindung fiir die Konstruktion der Nomogrammen mit einem
Unarfeld eingeleitet. Die kanonische Formen, welche Prof. Dr. V. Stépansky in der Praxis rea-
lisiert hat, sind hier mit der Methode hergeleitet, die zur Anamorphose von J. Massau analogisch
ist. Dabei ist die Kollineation dieser Nomogrammen ‘durchgerechnet, besonders die Kollineation,
bei welcher die Richtung der Isopleten des Unarfeldes ungedndert bleibt.

Kartézké soufadnice (nikoli nutné pravouhlé) v roviné oznacme &, 7 a zachovejme
v celé této praci praktickou myslenku V. Stépanského, Ze totiZ piislusné undrni pole je
tvofeno pfimkami rovnobéZnymi s osou soufadnicovou 7.

Predpokladejme, Ze zékladni vztah

F(x,y,2,t,u) =0 ¢))
pro pét navzijem nezavislych realnych proménnych x, y, 2, ¢,  lze pfepsat na rovnici

Ga(y) — Gi(x), Fi(x) — Fa(9), Fa(y) . Gi(x) — Fi(x) . Ga()
Ga(t) — Gs(2), Fa(z) — Fa(t), Fa(t).Gs(z) — Fa(2) . Ga(t) | =0 )
1 3 0 3 — H. 5(u)

nebo na rovnici s ni ekvivalentni. Ptitom F;, G;, Hs (i = 1,..., 4) znadi vidycky funkce
jedné proménné, ktera je vypséna v zavorce u piisluSného funkéniho znaku; argumenty
funkci F;, G;, Hs pro stru¢nost v dal$im textu vétSinou vynechidvam. Tim jsme provedli
,»,rozlouceni proménnych a odtud odvodime zobrazovaci rovnice nomogramu. Sledujme
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tfi pfimky o rovnicich (srovnej s rovnicemi (3) na str. 674 v pravi [6]):

(Ge — Gy) & +- (F1— Fz) n + F2G1 — F1G2 = 0,
(G4 — G3) & + (F3— F4) n + F4G3 — F3G4 = 0, 3)
£ — Hj; = 0.

Determinant této soustavy je podle (2) roven nule. Je tedy podminka (2) ekvivalentni
s podminkou, Ze tfi pfimky (3) se protinaji v jednom bod¢. Prvni z téchto pfimek je spoj-
nici bodi X, Y, pfi ¢emZ bod X m4 soufadnice

&1 = Fi(x), nm = Gi(x) (41)
a bod Y soufadnice

&2 = Fa(y), n2 = Ga(y) . (42)
O tom se snadno pfesvédc¢ime dosazenim soufadnic (4;) a (42) do prvni z rovnic (3).
Podobné druh4 z pfimek (3) je spojnici bodi Z, T, pfi ¢emZ bod Z ma soufadnlce

&3 = Fs(2), 73 = Gs(2) (4s)
a bod T soufadnice '
&1 = Fa(2), N1 = Ga(2) . (44)
Posledni z rovnic (3) pfedstavuje pfimku rovnobéznou s osou # a prochazejici bodem U
o soufadnicich
&5 = Hs(u), 75 = 0. (4s)
Rovnice (41) aZ (4s) jsou zobrazovaci rovnice nomogramu vztahu (1), resp. (2).
Jde o konstrukci péti stupnic. Stupnice proménné x je vytvofena bodem X a jeji para-
metrické rovnice jsou rovnice (4;). Podobné stupnice proménnych y, 2, ¢ jsou po fadé
tvofeny body Y, Z, T a jejich parametrické rovnice jsou po fadé rovnice (42), (43), (44).
Bod U vytvofi na ose & nebo na pfimce s ni rovnobéZné (srovnej s rovnicemi (45)) patou
stupnici, a to stupnici funkce Hs(x); pfimky vedené jednotlivymi body U rovnobéZné
s osou 7 vytvoii undrni pole tohoto nomogramu. Kli¢ k jeho ¢teni je zfejmy: spojnice
bodi X, Y protina spojnici bodt Z, T v bod¢, kterym prochézi jedina isopleta unarniho
pole, jejiz kéta u spolu s kétami x, y, 2, z, bodt X, Y, Z, T fesi dany vztah (1).
Zdanlivd nepiehlednost determinantu (2) nas nuti k tomu, abychom k prakticky
vyhodnym kanonickym tvardm dochézeli vhodnou specializaci funkci F;, G;, Hs. Kla-
deme-li napfiklad

F, =0, Fy =1, F3 =0, Fy =1,
GL =fi(x), Gz2=/f(y), Gz=~h32), Gs=hs),
&5(1)

H T —_—
, P o) + gsw)
kde je es(u) + gs(u) < 0, nabyva rovnice (2) tvaru

fo(3) — i) — 1,  fi(x)

ho(t) —h3(2), —1, h3(z) | =0 5)
es(u) + gs(u), 0, —gs(u)
¢ili
es(t) . f1(x) + g5(u) . f2(y) = es(u) . ha(2) + gs(w) . ha(z) , (6)

co? je prvni kanonicky tvar V. Stépanského [2], str. 119.
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Zobrazovaci rovnice (41) az (4s) specialisuji se pro nas tvar (5), resp. (6) v rovnice

& =0, n = fi(x),

f2=1, N2 = fa(¥)s

&3 =0, N3 = ha(2), O
54 = 13 n4y = h4(t))

& = gs(u) s N5 = 0.

es(u) + gs(u)
Prvni Ctyfi stupnice jsou po dvou na dvou pfimkéch, rovnobéZnych s isopletami unér-
niho pole, coZ souhlasi s ptiklady, konstruovanymi V. Stépanskym [2].
Volme v determinantu (2) déle tuto specialisaci:
F, = ‘_fl(x), F; = —’f2(y)’ F3 = ‘_g3(z): Fy = —g‘l(t))
G = fi(x), G2 =f3(3), Gs = g5(2), Gs = gi(0),
8s(u)
H, — 827/
5 es(u) >

kde se predpoklada es(«) 7 0. Rovnice (2) nabyva pak tvaru

F3) —fix), f2(3) — fu(x), [o(x) - f3(3) — i) - fo()
8i(t) — £3(2), g4(t) — g3(2); £3(2) - £i(t) —g3(2) . gat) | = 0. ®)
es(u) 0 > —g5(u)
Z piedpokladu, Ze x, ¥ jsou navzijem nezavisle proménné, plyne, Ze muiZeme pfedpo-
kladat fi(x) — f2(¥) # 05 podobné na zikladé nezévislosti proménnych z, ¢ lze pfed-
pokladat g3(2) — ga(t) # 0. Kratime-li v posledni rovnici tmito nenulovymi faktory,
vychazi po jednoduché tpravé rovnice s ni ekvivalentni

F1(x) . f2(3)- es(w) + [f1(x) + f2(9)] - g5(u) =
= £3(2) . g4(t) . es(u) + [g3(2) + £a(2)] . g5(u) . ©)
To je druhy zékladni kanonicky tvar V. Stépanského [3], str. 80, ktery je tedy rovnéz
specializaci téZe rovnice (2) jako pfedchazejici tvar (6). Zobrazovaci rovnice pro tvar (8),
resp. (9) jsou:
&= '_fl(x)> m = flg(x)a
& = —f‘l(y)9 N2 :fzz(y)n

&3 = —g3(2), 13 = g3%(2), (10)
§1 = —ga(2), na = ga%(1),
g5(u)
&5 === ) =0.
5 es(u) Ns
Prvni ¢tyfi stupnice jsou na téZe nositelce, totiZ na parabole
n = 52:

jejiz osa je rovnobéZni s isopletami unarniho pole. Od praktickych aplikaci zde upoustime,
protoze je hojné uvadi V. Stépéansky.
O funkcich Fj, Gs, Hs i jejich specialisacich zde ovSiem pfedpokladime, Ze spliiuji
bézné podminky (spojitost, monotonie apod.), potiebné pro konstrukci jejich stupnic.
Zobecnéni pravé naznaCené anamorfosy, tj. pfechodu od rovnice (1) k rovnici (2),
pro pfipad nomogramu aZ o deviti nezavislych proménnych, je nasnadé. Staéi funkce
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F;, G; v determinantu (2) nahradit funkcemi dvou proménnych; na misto sestrojeni
stupnic, k nimZ zde vedly zobrazovaci rovnice (41) aZ (44), by pak nastoupila konstrukce
aZ Ctyf binarnich poli, kdeZto konstrukce undrniho pole z rovnic (45) by zlstala beze
zmény.

Teoreticky problém, kdy je rovnice (1) schopna anamorfosy ve tvar (2), je zfejmé
obtizné&ji nez u klasické Massauovy anamorfosy a zistava otevien. Dosavadni praxe viak
ukazuje, Ze bohatost pfislusnych kanonickych tvari je zde znacni.

Prakticky dosah této anamorfosy lze ilustrovat na uZitd kolineace pfi konstrukci
nomogramu. Kazdou kolineaci 1ze vyjadfit rovnicemi (viz V. Hruska [1], str. 229)

aié’ +am' + a3 _ bif A by 4 b3 (1
af +em +e3 aé +cam +es’

kde ay, by, cx (k =1, 2, 3) znadi konstanty, pro néZ pfedpokldddme, Ze determinant 4
této kolineace je nenulovy, tedy

5:

ai, az, as
A= | by by b3 | #0. (12)
C1, €2, C3
Za ptedpokladu (12) maji rovnice (11) jediné inversni FeSeni; tim je rovnicemi (11) déna
geometricki pfibuznost v roving, ktera bodu o soufadnicich &, 7 ptifazuje bod o soufad-
nicich &', 7' v téZze soustavé soufadnic. Determinant (12) pfisluSnou kolineaci plné cha-
rakterisuje.
Jsou-li nyni

A&+ Bxgn +Cr =0, (k=1,2,3) (13)
rovnice tii pfimek, pfejdou tyto pfimky kolineaci (11) v pfimky o rovnicich
A8 + By + C =0, (14)

kde pro kazdé £ =1, 2, 3 je
« = Axa1 + Bxby + Cxe

B, = Axas + Bxbs + Cxes, (15)

C, = Axas + Bybs + Cxcs .
To se snadno zjisti mechanickym dosazenim z rovnic (11) do rovnic (13). Systém (15)
predstavuje celkem devét rovnic. Pro determinant soustavy (14) dostivime na zdkladé
pravidla pro nasobeni determinanti vysledek (;,ndsobime* fddky prvniho determinantu
sloupci druhého determinantu)

4., B, C, A1, B1,C ai, az, as
A),B,,C, | =| A2, Bs,Cs | .| b1, bs, b3 |. (16)
A?’,) B:«;: Cé A3: Ba, C3 C1, C2, €3

Determinant soustavy rovnic téi pfimek se tedy pfi kolineaci nisobi determinantem
této kolineace. Se zfetelem k nerovnosti (12) to znamend, e nutnd a postalujici pod-
minka k tomu, aby byla splnéna jedna z rovnic

Als Bl: Cl Alls B]t, C1’ I
Az, Bz, C2 | =0, 4,,B;, C, | =0, (17)
A3; B3, C3 A:;: le: Cé

jest, aby byla splnéna druh4 z nich.
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Pii kolineaci zde vySetfovaného nomogramu nastoupi ov§em na misto pfimek (13)
pfimky (3), klademe tedy

A1 =G:—G1, Bi=F—F;, C=F:G—FG:,
A2 = G4 —Gs, By = F3—F;, Cy = FiG3— F3G4, (18)
As —1 , B3 —0 , Cs——Hs

Determinant soustavy rovnic téchto tii pfimek je pak oviem pravé determinant (2).
Transformaci tohoto determinantu na zakladé rovnic (16) i vypocet pfislu$nych zobrazo-
vacich rovnic pfenechdvam pili Ctenafe, jde o mechanické dosazeni z rovnic (18) rovnic
(15). Pfipomindm jen, Ze v obecném pfipadé unirni pole, tvofené pivodné systémem
rovnobéznych pfimek (4s5), pfejde kolineaci v undrni pole, tvofené pfimkami rovinného
svazku, nebot kolineace pfevidi rovnobézné pfimky v pfimky svazku, tj. v pfimky jdouci
jednim bodem. Vyrysovani a okétovani pfimek tohoto nového unirniho pole necini po-
tiZe, je nutno jen dat pozor na to, aby pfevedeni unirniho pole rovnobéZnych pfimek
v pole pfimek svazku nepo$kodilo pfehlednou Citelnost nomogramu. My se zde vsak
soustfedime na takové kolineace, které unarni pole naSeho nomogramu pfevadéji zase
v pole rovnobéZnych pfimek. Zachovame-li i smér isoplet unarniho pole, znamena to,
Ze stadi volit kolineaci (11) tak, aby pfimky rovnobéZné s osou 7 pfevddéla v pf¥imky
rovnobé&Zné zase s touZ osou, tj. staci volit

as =0, by#0, ca=0. (19)

Potom toti? pfimka o rovnici § — % = 0 piejde kolineaci (11) v pfimku o rovnici
& — k' =0, kde je (ki &' jsou konstanty):

a3 — kc3

k= a1~—-kC1 :

(20)

Piehled o této kolineaci poskytuje transformace (16) zakladniho determinantu (2); pfi
dosazeni z rovnic (18) vychazi zde za pfedpokladu (19) tento vysledek:

Gs — G, F1—F2,F2G1——1F1G2' a1, 0, as A;, B, C/
Gs— Gs, F3 — F4, F4G3s — F3G, by, ba, b3 | =| Ay, By, Cy | 5 (21)
1 , 0 , —H; a,0,c i 43> By, C; |

ptitom zde je
A; = a1(G2 — G1) + bi(F1 — Fz) + c1(F2G1 — F1Go) ,
B — by(F1 — Fa),
C, = a3g(G2 — G1) + b3(F1 — F3) + c3(F2G1 — F1G2) .
Ay, = a1{Gs — G3) + bi(F3 — Fy) + c1(F4Gs — F3Gy)
B, = by(F3 — Fa),, (22)
C, = a3(G4 — G3) + b3(F3s — F4) + c3(F1Gs — F3Gy) ,
Aé =a) — 61H5 5
B, —0,
C; = az—c3Hs .
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Ptimky (3) pfejdou tedy touto kolineaci v pfimky tvaru (14), kam dosazujeme z rovnic
(22), tedy v pfimky

&'[a1(G2 — G1) + bi(F1 — F2) + c1(F2G1 — F1G2)] +
+ n'bo(F1 — F3) + a3(G2 — G1) + ba(F1 — F3) + c3(FoG1 — F1 G2) =0,  (23)
&'[a1(Ga — G3) + bi(F3 — Fa) + c1(FaGs — F3Gy)] +
+ 1'ba(F3 — Fy) + a3(G4 — G3) + b3(F3 — Fa) + c3(F4G3z — F3Gg) = 0.
&'(a1 — c1Hs) + a3 —c3Hs = 0.
Transformace tfeti z té€chto pfimek souhlasi s vysledkem (20). Z rovnic (2) a (21) oviem
vychazi, Ze i tyto tfi pfimky (23) se protinaji v jednom bodé& (srovnej s rovnicemi (17)).
Prvni z téch pfimek je spojnici bodd X', Y’, kde bod X’ m4 soufadnice

g0 Fy
r ay —C1 F1 ?
(24))
, ___aibg —asby + (bics — bser) Fi + (ase1 — ancs) Ga
! — be(ay — c1F1)
a bod Y’ soufadnice
g _ 8B~ c3Fs
2 ay — Cng ?
(242)
. _ @by —agb1 + (bic3 — bsc1) Fp + (ase1 —aics) G2
2 — bo(a1 — c1F2) )

Bod X' je v nasi kolineaci pfifazen bodu X o soufadnicich (4;) a bod Y’ bodu Y o sou-
fadnicich (42). Druhd z pfimek (23) je spojnici bodu Z', T, pficemZ bod Z' ma sou-
fadnice

asz — C3F3
a—c1Fs ’

& =—

24
. __aibg —agby + (bic3 — byc1) F3 + (aze1 — aucs) Gs (245)
"Is —bo(ay — c1F3) |
a bod T’ soufadnice
£ _ B~ csFy
t ay — 61F4 ’
(24y)

,_ mbz—agb1 + (bics— bsc1) Fy + (asc1 — aics) Ga
G —bs(a1 — c1Fs)

Bod Z' je v na$i kolineaci pfifazen bodu Z o soufadnicich (43) a bod T’ bodu T o sou-
fadnicich (44). Tieti z rovnic (23) predstavuje pfimky rovnobézné s osou 7, které pro-
chazeji body U’ o soufadnicich

_ as — 63H5 -
@G —aHs 1T — by(a1 — c1Hs)

Bod U’ je v nasi kolineaci pfifazen bodu U o soufadnicich (4s) a je zde uveden jen pro
tplnost. Prakticky se pro konstrukci pfislusného undrniho pole hodi spife jeho primét

o , arbs — aszby + (bics — bsc1)Hs
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U; smérem osy 5 na osu &, jehoZ soufadnice jsou

a —CaHs ,
~ el 0 (249

& =

(Nezapomerime, Ze pfi kolineaci se osa & nemusi reprodukovat, proto ose & je v této
kolineaci pfifazena obecné pfimka, kterou vytvoii bod U’; ke konstrukci unérniho pole
neni tfeba tuto pifimku hledat, staci stanovit opét piilsusné body na ose £, a to jsou pravé
bidy Uj o soufadnicich (24s).

Rovnice (24,) aZ (24s) jsou zobrazovaci rovnice nomogramu, vzniklého kolineaci
z puvodniho nomogramu, a jsou zde za podminek (19) vypoéitany v nejobecnéj$im tvaru.
Této kolineace 1ze n€kdy uZit uZ pfi volbé moduli stupnic funkci, jeZ v nomogramu vy-
stupuji, jak ukazuji nasledujici dva pfiklady.

Podrobme kanonicky tvar (5), resp. (6) kolineaci o determinantu

_ﬂ > 0: 0
0 s —0,0 =—of2#£0.
o—pf,0 ,—ad
V rovnicich (11) klademe tedy a1 = —f, bg = —0, c1 = o — f§, c3 = —ad, a2 =

= a3 = b1 = b3 = ¢z = 0; podminky (19) jsou pfitom splnény. Klademe-li pak v rov-
nici (21) za determinant (2) specidlné determinant (5), vychazi:

fo—fi,—1, A —$,0 , 0 aft — fBfz 5 0, —adfi
hs—h3, —1, hs | . 0 ,—46, 0 = oh3 — Phs , 6, —adhs | = 0.
es + 85, 0, —&5 a'—ﬂ5 0 ,—afd _'(“g5‘+‘1835)30: Otégs

Pravé tak, jako jsme od kanonického tvaru (5)., resp. (6) dosli k zobrazovacim rovnicim
(7), vychazeji zde zobrazovaci rovnice

§ =0, N = of1,
& =9, n: = Bfz,
& =0, Ny = ah3,
& =90, Ny = Pha,

aégS ’
= :=0.
5 “85+ﬂ35 s

To jsou pravé zobrazovaci rovnice, kterych uZil V. Stépansky v praci [2] na str. 123;
autor je tam v3ak vSechny nevypisuje, protoze pfi konstrukci svych nomogramu uziva
pfedev§im geometrie syntetické. Jeho volba moduli je tedy v tomto pfipadé kolineaci
zakladniho kanonického tvaru.

Podrobme dale kanonicky tvar (8), resp. (9) kolineaci o determinantu

ﬁ J 0 J 0

0,0,0 | =022£0.

0,0,
V rovnicich (11) zde klademe a1 = f,b2 = a,¢c3 = aff, az = a3 = by = b3 = c1 = ¢c2=0;
i zde jsou splnény podminky (19), takZe miZeme uZit rovnice (21) i dalsich, volime-li tu
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nyni za determinant (2) determinant (8). Po jednoduchych upravich vychézi:

fi—fi, fo—fis ifs—fife f,0,0

§i—8,81—g3, 88 —gsgs | .| 0,0,0 | =
€5 0 5 —&5 0, 0,0Lﬁ
fitf, 10| | B,0,0
=(fo—fi)(ga1—egs)| g3+ 815 1,834 | .| 0,02,0 | =
es , 0, —gs 0;0,“5

B(fr +f2) s s aBfife
= (fe—f1)(ga—g3)| Blgs +g4)> x,Pgsgsa | =0.
ﬂeS s 0 s _'74385

Protoze predpokliddme (f» — f1)(gs — g3) 7 O (viz text za rovnici (8)), dochézime stej-
nymi obraty jako dfiv k zobrazovacim rovnicim

& = —af1, N =Bf3,

§é=—€lf2, Vé:ﬂfg’

& = —ugs, N5 = Pg3»

& = —uga, Ny = Pl

£ =a S, 7 =0.
es

To jsou opét zobrazovaci rovnice, kterych pfi konstrukci nomogramu vztahu (9) uzil
V. St&pansky v praci [3], str. 79 aZ 85. Stupnice prvnich &ty proménnych jsou na téze
nositelce, totiZ na parabole o rovnici

B
77:;2—52-

I zde je tedy Stépanského volba moduldi pFislusnych stupnic a unarniho pole v podstaté
kolineaci jeho zakladniho kanonického tvaru.

Vyuziti kolineace pfi konstrukcich nomogrami s unirnim polem neni zde oviem ani

zdaleka vycerpano, jak pfi bohatosti latky a mnohotvérnosti uZiti téchto nomogrami ani
jinak byt nemiZe.
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