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1965 AcTA UNIVERSITATIS CAROLINAE — MATHEMATICA ET PHYSICA No. 2 PAG 35— 61

APLIKACE TEORIE GRAFU NA
' VYPOCET DETERMINANTU MATIC SPECIALNTHO TYPU

APLICATION OF GRAPH THEORY ON CALCULATION OF DETERMINANTE
OF MATRICES OF SPECIAL TYPE

ATUIMKAIIMS TEOPUU I'PA®POB HA BBIMUCJIEHUE OINPENEJINTEJIEN MATPULL
. : CIIEHUAJIBHOI'O THUIIA

(Doslo 15. zdit 1964)
LapisLAv BicaN

Katedra algebry a geometrie matematicko-fyzikaln{ fakulty KU v Praze

Podnétem k této préci byla skripta (1). Cely oddil 1. této préce s vyjimkou dua-
sledku v 1,11, je vénovan pfesné formulaci a diikazim nékterych (zikladnich) vét .
z (1), nebot tam nejsou véty dokazovany, nybrZ pouze ovéfoviny pro nékterou spe-
cidlnf hodnotu n. Dalsi dva paragrafy a prvd polovina oddilu 4 jsou v&noviny
zobectiovani téchto vét na stéle sloZitéj8f grafy. Ve zbyvajici &4sti price jsou jesté
nék;ell'lé zobecnéni oddilu 1, kterd viak postupujf jinym smérem, neZ odstavce
ptedchozi. _

V praxi, napf. v geodesii (triangulace), v n&kterych partiich fyziky (elektrické
~ sft€) apod., se vyskytuji soustavy linedrnich (algebraickych) rovnic, jejichZ matice
m4 tvar (6) z oddilu 1. Pomoci metod podanych v této prici mtZeme spolitat nejen
determinant soustavy, ale i algebraické dopliiky vSech’ prvkd,. &imZ v podstat&
obdrZime matici inversni.

1. ZAKLADNI DEFINICE A VETY

1,1 Definice: Grafem G budeme rozumét konelny neorientovany graf, ij.
neprdzdnou koneénou mnoinu {G} prokd, jeZ nazyvdme uzly, na ni# je definovdna
bindrni relace R takovd, Ze

1. x €{G} = x nonR x.
2. x, y €{G}, xRy = yRx.

Dwojici uzhi (x, >, pro né€ xRy nazveme hranou s koncovymi uzly x,y. MnoZinu
hran grafu G oznatme K {G}. Uzly x, y pro néZ {x, y) € K {G} nazyvdme soused-
nf. Nebude-li hrozit nedorozuméni, budeme misto x € {G} psét jen x € G a misto
<%, ¥> € K{G} jen xy € G. '

Graf H se nazyvd podgrafem grafu G, jestlize plati

{H}<{G}a K{H} = K{(G} 0 {<h, hod, b, ho € {H}.

Graf H se nazyvd CasteCnym grafem grafu G, jestliZe plati

{H}={G} a K{H} c K{G}.
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Césteénym podgrafem grafu G budeme nazyvat graf H, pro n&j# je
{H}<{G} a K{H}c K{G}. -

Stupett uzlu u je polet hran, pro né# je u koncovym uzlem.

JFsou-li u, v dva uzly grafu G, pak cestou z u do v nazyvdme posloupnost uzli
uotuz . . .unyn€ N (N znali mnoZinu pfirozenych Cisel), po dvou riznych s vyjimkou
nejvySe up = un, kde uo = u, 4 = v auus11€G,1 = 0,1, ..., n-1. u a v se nazyvaji
pocatedni a koncovy uzel cesty. Cislo n nazyvdme délkou cesty.

Dvé cesty uoui. . .Uuny o01... Um Se nazyvaji r0zné, jestlize je bud n + m, nebo
n=maex.indexi, ® < i < ntakovy, Ze u; # v.

Kruznice je cesta, jejig poédteéni a koncovy uzel splyvaji.

Graf G nazyvdme souvisly, jestlide pro libovolné dva uzly u, ve G u # v
extstuje cesta z u do v.

Podgraf C grafu G se nazyvd komponenta grafu G, je-li souvisly a pro libovolné
dva uzly ¢, d, kde c € C, d € G — C neexistuje cesta z c do d.

Strom je souvisly graf alesposi o dvou uzlech, nemajici kruznic.

Uzel u grafu G se nazyvd rozvé&tvovaci, je-li jeho stuperi alespos 3. V opaé-
ném pripadé nazyvdme uzel u nerozvétvovaci.

Retézec je bud strom bez rozvétvovacich uzhi nebo jediny uzel.

1,2 Véta: KaZdy strom md alespofi dva uzly 1. stupné.

Dikaz: viz napf. (2) str. 166 (glava 16 téorema 2).

1,3 Bud M mnoZina o m prvcich, 1 < k2 < m, k pfirozené, i1, 12, ...ix € M.
Permutaci P mnoZiny M, ktera pfevadi 1 v 72, 22 V 73, .. ., #x-1 V #x, #x V 71 2 OStatni
prvky nechdvé na misté se nazyva k-Clenny cykl aznadi {s, 72, 73, ..., ix}. Dvoj-
Clenny cykl {#1, 72} se nazyva transposice.

Plati (viz napf. (4) str. 94—97): KaZdou neidentickou permutaci lze rozloZit
v soudin cykld (rozumi se pfi obvyklé operaci skldddni permutaci). Tento rozklad
je aZ na pofadi jednoznacny. ,

Ze znamych vét o znameni permutace plyne sgn {z1, #2, ..., #x} = (— 1)¥-1.

1,4 Oznacdeni: Bud A matice typu (n, n), & celé nezdporné &islo £ < n. Oznalme
D,i,i,...,ix\ determinant matice vybrané z matice A o fadcich i, 4, ...,

J15J25- < 3JK .

i, @ sloupcich i, o, - . o5 jows Kde {in, 22, . dk} < {1, oo G = {J1s .- 5 JiJU
U{Js o osfmat =1{1,2, ...,m}
Determinant matice A budeme znalit D = D(,).

Uplnou indukci se snadno dokie lemma:
Bud A matice typu (n, n), k celé nezaporné Cislo, £ < n. viechny ¢leny jejiho
determinantu, které obsahuji soulin a;,j, @isj, - . . @iy jsou aZ na znameni

Qiyjy Figja + + + Qigjx D i1 ..o ik
Jls - -5 ]k

Ozna¢me ddle Fy; algebraicky dopln€k prvku ay;. Je tudiz Fiy = (— 1)i+7 DC)'
1,5 Definice: Bud A symetrickd matice typu (n, n). Definujme graf G4 takto:
uzly G4 jsou body 1, 2, ..., n, 1j je hrana v G4 prdvé kdy# ay # 0. G4 budeme
v dal§im nazyvat graf matice A. Pro stru¢nost budeme také fikat determinant
grafu G4 misto determinant matice A4 a psit det G4 misto det A.

~ Oznalme déle D,,, ..., 4, ivj1...,ii determinant ¢aste¢ného podgrafu H grauf G,
kde .

{H} = {G} — {1, . . ., e}
K{H} = K{G} a{{I, h2)>, b, ha € {H}} = {111, t2]2, - .., 01}
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1,6 Oznadeni: KaZdé cestd sz ... ix grafu G4, k = 2, pfifadme jednak dislo

—

1.11.2 cee ik‘ = Qi ig Qigiz - - » Qi1 ix
jednak &islo
_— /autz Qigiy PO k= 2.
{112 i = \
@izig Bigig « « + Qig_qix Wigiy T Bigip—y + + » Figix a,-,;,, pro k > 2,
ai . —ain
1,7 Véta: Bud A = (" az1  —az ") symetrickd matice typu (n, n). Pak plati
. . ——an1l ... an n
pror#j
—
2 Fy = i1, . .dkaj D(g, i1y .o fe—155)
1581 - o3 3k—1sJ
kde se s&itd pres viechny cesty z i doj grafu G4. (Pro k = 1 se jedna oviem o hranu
).

Dikaz: Podle (1) jsou viechny Cleny pravé strany (2) Cleny F; (pfipadné aZ na
znameni).
Bud nyni ... ;-1 cesta delky k. Pak D/j, i, ..., 1,5y Md (n-k-1)! Clent. Cest
381y <oy tk—15]
délky & je viak (na2) . (n-3) ... (n. k). (Prok = —i 1 )ektudii soulin prézdny a tedy
rovny 1, coZ neni ve sporu s predchéze;icim nebot emstu)e jedind cesta délky 1,
totiZ hrana 7). Odtud plyne pro pocet ¢lenii na pravé strané (2)

Z (12)3) .. (n-k) (n-k-1)1 = z {(12)! = (n-1)!

K dokondeni dukazu zbyva jiZ jen ukdzat, Ze znameni Clend, obsahujfcich tytéZ
prvky, jsou stejné. Za tim ulelem vezméme &len aijy aiyis - - - @iy dy kde d je
né&jaky Clen D(,,,l, .vik—1,7) Opatfeny znamenim pfislusné permutace

G381 ooy ik—1s]

Utvofme nyni matici B takto:

by =1, bjx = by = 0 pro k# 1, ] # j a ostatni prvi& ste;né jako v matici A.
Zfe;mé F;¢ = det B. Rozvifime nyni det B podle Laplaceovy véty podle fadka
2,81, ..., 1k-1,J a vezméme hned &len D' . D(,,.l,, .7} Znameni tohoto {lenu je

zieimé + 1. Z D; bty ol vezméme Clen d jiz opatreny piisluSnym znamenim.
11, ooy bf—

Z D' vezméme &en sgn kPl(J— @iy(— @iyig) - - - (— @ip_y j byu. Permutace P je cykl

{4, 11 ...1k, j}, tudiZ podle 1,3 je sgn P = (— 1)k. Z uvedeného jiZ plyne, Ze

iy - a.,‘ 1;d je na levé stran& s tym¥ znamenim jako na pravé. Odtud a z toho, %e

@iy . . . @&, ;jdjsme zvolili libovolné ji% dokazované tvrzeni ihned plyne.

ai...—Qain
1,8 V&ta: BudA = (—af Leee ™ ‘ZZ '“) symetrickd matice typu (n, n). Pak pro
. . —anl + .. Ann » .
1 # j plati :

kde se séitd pres viechny cesty z 1 do j grafu Ga4. "
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Dikaz: Definujme matici B takto: b;; = 0 a ostatni prvky jsou stejné jako
v matici A.

Dile definujme matici C takto: ¢;s = 0 a ostatni prvky jsou stejné jako v mati-
ci B.

Snadno se zjisti, Ze plati:
(4) D =detC— aj Gy — ay Fi;,

kde Gy je algebraicky doplnék prvku — aj v matici B (coZ je toté% jako v matici C)
a Fy; alg. dopln€k prvku — ay; v matici A.

Bud déle #1. . .7x -1 libovoln4 cesta grafu G4, £ = 2. Pak jii-1. . .717 je opét cesta

a plati
7 Lo . N
5) . . k1] + agfik-1. .l =
Ke LN
= @iy Bigig v o Wiy 1O+ Qjig_q oo Ayi Gty =11...26-1]

\\_/

JeZto je det C = D_y, stali nyni na zbyvajici ¢leny (4) uZit v&tu 1,7 a (5).

1,9 Umluva: V daliim, nebude-li fedeno jinak, budeme pod matici A = (ay)"s,5-1
rozumét symetrickou matici typu (n, n) definovanou takto:
(6) ai = 2, 2 libovolné (tfeba komplexni) Cislo

aiy =< (l) 1#£]
pfiCem? v kaZdém f4dku jsou nejvy3e t¥i nenulové nediagonilni &lementy. Deter-
minant matice A budeme nadéle znadit D.

Ve specidlnim ptipadé, kdyZ G4 je fetézec o n uzlech, budeme psit D = da,

nebo D = (1, 2, ..., n), jestliZe uzly fetézce jsou oznaCeny znaky 1, 2, ..., » tak,
Ze (i,i+ 1) € K{Ga}proi = 1,2, ..., n-1. Je viak patrné, %e hodnota determi-
nantu grafu G4 nezdvisi na olfslovani jeho uzli, tak¥e miiZeme kdykoli uZivat
obojiho oznadeni.
1,10 Véta: Prok=1,2, ..., n-1 plati )
M L2,...,n)=02,..,B)k+1,...,m)—(1, ..., k—1)k+2,...,n)
pr‘";'é’emz" definitoricky klademe determinant prdzdné matice (typu (0,0) roven 1, .
0 =1. o ®

Dikaz: plyne ihned z Laplaceovy véty (resp. z 1,8).

Disledek: Pro n = 2 spliiuje d5 rekurentni vztah
(8) dn = zdn -1 dn -2,

Dikaz: Ve vét& stadf poloZit &k = n—1. -
1,11 Vé&ta: Oznalme c, determinant matice A takové, e G4 je kruZnice o n
uzlech, n = 3. Pak plati

(9) cn=dn—dn-2—2.

Dtkaz: plyne ihned z 1,8.
Disledek: Ve specidlnim pfipadé, Ze v (6) je 2 = 3 a jen v tomto pfipadé plati
pron =5. :

(10) ; Cn = 23Cp-1—Cn-2 + 2.
Dikaz: Podle (9) jest , _
dn—'dn—‘z—Z = z(dnd—'dn—s_z)_dn—z + dn—4 + 2 + 2
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odtud je po dosazeni za d, podle (8)

s2dp1—dn-2—2 =§dn-1 —2dn-3—22+ dna+4
&l

an dn-2 + 2dn_3 — dn_s + 2(z—3).

Vztahy (10) a (11) jsou ekvivalentni, z (11) je viak dokazované tvrzeni ihned
patrné. '

2. DETERMINANT MATICE, JEJIZ GRAF JE STROM

2,1 Definice: Most souvislého grafu G je hrana, jejim# odstranénim se porust
souvislost.

Uzel 1. stupné se nazyvd koncovy uzel grafu G a pfislusnd hrana se nazyvd
koncovd hrana.

Graf G, ktery je budto strom, nebo je to jediny uzel, nazveme zobecnénym stro-
mem.

+ 2,2 Lemma: Libovolnd hrana stromu H je most. Jejim odstranénim vznik-
nou dvé komponenty, z nichg kazdd je zobecnénym stromem.

Obecné: Odstranénim libovolnych k-1 hrani\jy, . . ., ik-1jk-1, B = 2, 2e stromu H
vznikne Edsteény graf Hy, majici k komponent, 2 nichZ kaZdd je zobecnénym stromem

Dukaz: Zfejmé.

2,3 Definice: Bud H strom, Hy graf = odstavce 2,2. Jestlige pFiddnim hrany i ke
grafu Hy splynou rizné komponenty K., K; v jedinou komponentu grafu Hy-1,
budeme Fikat, Ze ij je most mez1 komponentami K., K;. -

2,4 Lemma: Bud A matice tvaru (6) z § 1, G4 bud strom, if jeho hrana. Odstrané-
nim hrany 1j vaniknou dvé komponenty. Oznaéme K, tu, kterd obsahuje uzel i, druhou
oznaime Ks. Oznatme G1 podgraf grafu G 4 o uzlech {K1} — {1}, G2 podgraf grafu G4
'3 uzlech {Ks} — {j}*. Ddle oznalme D = det G4, D1 = det Ky, Dz = det Ko,
Dy = det Gy, Dz = det Ga. Pak plati '

@ D = D\D; — D1Ds.

Dikaz: plyne ihned z 1,8. .

Pozndmka: Lemma 2,4 je zobecnénim véty 1,10. Véta 1,10 byla dokdzdna

pouze pro fetézce, kdeZto lemma 2,4 plati pro libovolny strom.
2,5 Definice: Bud A matice typu (n, n) tvaru (6) z §1, G4 bud strom. Bud k pii-
rozené Cislo, k < n. Zvolme libovolné po dvou rizné hrany i1j1, ..., tk-1jk-1 (tyto
hrany volime libovolné, ale jakmile je jednou zvolime, zistanou v dal$ich ivahich
pevné) stromu D 4. Jejich odstranénim vznikne graf Hy, ktery podle 2,2 md k kompo-
nent K1, Ks, ..., Ki. Sdru¥enym grafem G4 ke grafu G, vzhledem k hramim
#1715 - . .5 tk-1Jx-1 (v dalSim budeme fikat kritce jen sdruXeny graf) nazveme
graf definovany takto: ,

Uzly grafu G4 jsou komponenty K, ..., Ki grafu Hy, oznaéme je (1) (2), ...,
(k), priemz (¢)(5) je hrana, existuje-li v G4 most isfs, 1 < s < k-1 mezi komponen-
tami Ky, K;. Hrandm 11, . . ., tx-1 fx -1 budeme v dalstm fikat mosty vzhledem ke G 4,
nebude-li hrozit nedorozuméni, tak yen krdtce mosty. (Jakmile tedy mluvime o sdruZe-
ném grafu, pfedpokldddme, Ze mosty jsou jiZ pevné dény).

Provddime-li rozklad grafu G4 podle vzorce (1) (kde za hranu ij volime most 7.,
mezi komponentami K, Kj), #ikdme, Ze jsme odstransli most is]s, jestlize uvazujeme

1) Podle definice 1,1 je podgraf H grafu G jednozna¢né uréen mnoZinou uzld.
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pouze tlen D1D; a Fikdme, Ze jsme odstranili hranu (1)(j) grafu G, jestlz’é’e uvaujeme
&en DyDs. i

2,6 Poznamka: Je vidét, Ze vzorec (1) plati i v pfipad&, kdy grafy K1, K: nejsou
souvislé, specidlné tedy odstranime-li z K (resp. Kb) libovolny uzel u # i (resp.
u #j). Tim dostaneme-grafy K}, K} misto K1, K2 a G misto G4. Bude sice
G +# Gy, ale definujeme G, = Ga4. Podle této poznamky nezileZ{ tedy tvar
sdruZeného grafu na tvaru jednotlivych sloZek, ale pouze na poctu a umisténi jed-
notlivych mostt.

Souhrnné tedy miZeme fici obsah odstavcl 2,5 a 2,6 takto: KaiNdému stromu G4
a (k-1)-tici mosti 411, . . ., ik -1f%-1 je jednoznaCné pfifazen graf Ga. Obrécent viak
je-li ddn G4 pak ex1stule nekonené mnoho grafti G4, k nimZ je G4 sdruZeny. Tato
nejednoznacnost ndm viak v daldim nevadi, nebot budeme vidy vychézet z grafu
G . Dile jsme definovali sdruZeny graf G, grafu G, ktery vznikne z G4 odstra-
nénim n&kterych uzlt (nebo hran) vztahem G Ga = G..

2,7 Véta: fe-Ii G4 strom, pak sdruZeny graf GA Je opét strom.

Dikaz: a) G4 je souvisly: Necht naopak G4 mi \ alespofi dvé komponenty Hi,
Hs. To podle 1,1 znamena4, Ze pro 2ddné neH, (72 eH neexistuje cesta z (1) do (z2).
Snadno se zjisti, Ze tento poiadavek je ekvivalentni tomu, Ze pro Zidné (zl)eHl,
(i2)eH; neni (1) (i2)eK {Ga}. Jsou-li tedy (f1)eH:, (12)EH2, libovolné, pak podle
2,5 neexistuje v G4 most mezi komponentami K;,, K;, grafu Hj, tudi¥ G4 neni
souwsly

b) Ga neobsahuje kruznici: Bud (i1)(i2), - . ., (ir)(i1) kruZnice v G 4. Existuji tedy
v G4 hrany #1j1, i2]2, . . ., izfr takové, Ze i1 j1 je most mezi komponentami Kj;, Ki,,
12j2 je most mezi komponentam1 K, K;; atd,, i, ]r most mezi komponentami K,
K, grafu Hy. Je zfejmé, Ze hrany miZeme oznacit tak, aby uzly ji, 111 (I = 1, 2,

., -1) le2ely v téZe komponent¢ K;,,, a uzly jr, 1 v komponenté K, grafu Hk
Ex1stu)e tudi? cesta jiji,11,2. . fi,ky, 2141 Vv Komponent€ K;,, (/= 1,2, ..., r-1)
a.Cesta fujrsifrs2 « v« Jroky 1V komponenté K;,. Pak ale

nigLifLe -« Jualefe e U102 oo Jik Bl oo Brfr ool Jrp L
je kruZnice v G, coZ je spor. N
2,8 Oznaleni: Bud C libovolny souvisly podgraf grafu Ga. Necht (i1), (72),
. .5 (1) jsou uzly C. Oznaéme > C podgraf grafu G4 indukovany mnoZinou uzli?)
b .

{3C} = U{K,}. Hranu wv € K{G4} nazveme vnitfnim mostem vzhledem
s=1

k >C, je-li uv most mezi n&kterymi dvéma komponentami K;,, K;,1 < a, b < I
Mosty grafu G, které nejsou vnitfnimi mosty vzhledem k > C, nazveme vnéj$imi
mosty vzhledem k > C.

OznaCme dile C' mnoZinu viech koncovych uzlli vné&jSich mosth vzhledem
k >C, které nile?i k 5C. Budu € C', pak relativnim stupném uzlu u (vzhle-
dem k ZC) nazveme pocet vnéjiich mosti vzhledem k >C, jejichz koncovym
uzlem je u.

Necht nyni relativni stuperi kazdého uzlu # € C’' je 1, pak oznaéme a;;;, ... ;, de-
terminant podgrafu H grafu G4 definovaného takto: {H} = {>C}— C’ a hra-

1) Viz pozn. pod &arou na str. 6.
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ny H dostaneme tak, e v podgrafu grafu G, indukovaném mnoZinou uzli {H}
vynechéme viechny vnitini mosty vzhledem k > C. Je-li relativni stupeii alespoil
jednoho uzlu u € C’ v&t3i neZ 1, pak poloZme a;yi5 ...;; = 0.

_Bud nyni G libovolny &istecny graf grafu Ga. Necht G mé p + 1 komponent
G, Gz .» Gp+1. Ka2dé komponent& Gi (I=12,...,p+ 1)piisludijistéail ;.
Pak G pi‘n“adime dislo

@ e = (—1) H AT

1

2,9 Lemma: Bud C souvisly podgraf grafu Gao n+1 uzlech 1), (), ..., (n+1),
bud (n)(n+-1) jeho hrana a (n+1) bud uzel 1. stupné v G4. Bud wv most mezi kompo-
nentami Kpny, Kni1, u € Kn, v € Kp-1. Definujme Edsteéné podgrafy Ci, Ca grafu G4
takto:

(€1} = Ql{K"} —C)u{

Z mnoZiny viech hran podgrafu grafu G indukovaného {C1} vynechdme viechny
onitini mosty vzhledem k > C. :
(Co} = {Kas1}

hrany C: jsou hrany podgrafu indukovaného mnoZinou {Cs}. Oznalme jesté ayz..
t C1 a Dy = det Cs. Pak platz’ .
(3) a12...4 D2 = a12...nn+1-

Dikaz: Bud H &isteCny podgraf grafu G4 definovany v 2,8. Hrana uv k H
nepatfi, tak¥e matice A je reducibilni a tedy det H = det C; . det Ca podle La-
placeovy véty.

2,10 Véta: (hlavni). Plati

(4) D=3k

kde s&tdme pres viechny Cdsteéné grafy G grafu G4. (D znadi nadéle podle Gmluvy
1,9 determinnat G,).

Dikaz: provedeme indukci podle poétu mosti (viz 2,4) grafu Ga.

a) n = 1: Podle 2,4 pfi pouZiti lemmatu 2,9 jest

(5) ¢ D = DDy — 5152 = a1Ds — a1a2 = a12 — a1as.

JeZto sdruZeny graf G4 m4 jen dva uzly, jsou viechny &stetné grafy grafu G,

pouze celé G4 a dva isolované uzly. Jim podle 2,8 odpovidaji ¢leny ai2, — aias.
Tim je tvrzeni pro » = 1 dokdzéno.
b) Necht G4 mé n mosti a necht véta plati pro viechna s < n—1.

Podle 2,7 a 1,2 mé G4 alespodi dva uzly 1. stupné. Ve shod¢ s lemmatem 2,9
ozna¢me bez u]my*obecnostl jeden z nich (n+1) a uzel jemu sousedni (n), most
mezi komponentami K, Ky+1 0znaéme uv, € Kn, v Kn+1. Aplikujme nyni lemma
2,4 na most uv. Jest

)] D = Di\D; — DiD;
D, je determinant podgrafu G: grafu G4 indukovaného mno¥inou uzli {Gi} =

= {G4} — {Ka+1}, D2 determinant Ky, Dy determinant podgrafu G2 grafu G4
1ndukovaneho mnoZinou uzll {G2} = {G1} — {u}, D: determinant podgrafu grafu
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- G4 indukovaného mnoZinou uzlit {Ky+1} — {v} . G1 obsahuje n—1 mostd, je tudiZ
podle indukéniho pfedpokladu

(6) D, = Z hG

kde s¢itime pfes vSechny Cdstedné grafy G grafu Gy. Kazdy s&ftanec v (6) spliiuje
spolu s D; pfedpoklady lemmatu 2,9, takZe

0 DiD: = 3 b
&

kde sCitime pfes vSechny Cdstedné grafy G2 grafu Gy, které obsahuji hranu
(m)(n+1).

Rozli$me nyni dva pfipady:

o) Uzel u neni koncovym uzlem Z4dného jiného mostu G4 neZ uv. Potom G:
obsahuje £—1 mosti a je tedy podle indukéniho pfedpokladu (viz pozndmka 2,6)

(8) - Di=3h& ,
&

" kde stitime pfes viechny &dstetné grafy Ga grafu Go.
B) Uzel u je koncovym uzlem je$té n&jakych mostl grafu G4 kromé uo. Bud wu

jeden z nich, weK;. Jelikoz G neobsahuje u, neobsahuje ani hranu wu. Podle 2,5
nelze tudi hranu (9)(n) z grafu G- odstranit (nebot nelze provést rozklad G podle
wu). Je tedy podle indukcniho pfedpokladu

) Dy =3 ka

Gt
kde sCitime pies vSechny Castedné grafy G* grafu Gh, které ale obsahuji viechny
hrany )e)xch2 koncovy uzel je (n). Aviak jestliZe hranu (/)(n) formdlné odstranime,
pak uzel « je relativniho stupné 2 (vzhledem k jistému » C) tj. podle definice 2,8

je determinant souvislého podgrafu grafu Gz, ktery obsahuje (), roven nule.
MiZeme tedy i v tomto pfipadé& klidn& psit

@® Dy = > k3
kde stitdme pres viechny ste¢né grafy G® grafu G2
Dile jest
(10) 52 = An+1
tudiZ
(11) DiD: = 3 hgiann = — > ha
G G

kde stitdme pfes vSechny Cistetné grafy G° grafu G, které neobsahuji hranu
(n)(n;{— 1). Znameni minus je zde proto, Ze kaZdy G3 ma o jednu komponentu méné
nez G5 (viz 2,8).

JelikoZ zifejmé& kazdy CasteCny graf stromu o n+1 uzlech, kde (7+1)-ni uzel
je stupné 1, dostaneme z grafu o n uzlech pfidanim (7-+1)-niho uzlu tim, Ze hranu
(n)(n+1) bud pfiddme, nebo ne, plyne odtud a z (1), (7) a (11) ihned (4).
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2,11 Pozndmka: V praxi je &asto vyhodné volit mosty tak, aby viechna a;q;s..
byly determinanty fetézcli nebo jejich soudiny. Vyznam této poznémky bude uké-
zén v piikladu 1 v odst..2,15., .

2,12 Definice a oznaéeni : VySetfeme nyni specidlni pfipad, kdyZ G4 je feté-
.zec. Jeho uzly ozna¢me (1), (2), ..., (n) tak, Ze ()¢ + 1)eK{G4}, (= 1,2, ...,
n—1). Jim odpovidaji pofadé komponenty Kl, K, ..., K, grafu Hy.

Nazvéme jest¥ levym mostem kamponenty K; most mezi komponentami
Ki1, Ki 1=2,3,...,n) a pravym mostem komponenty K¢ most mezi K,
Kin(i=12..., n—l)

Kazdému uzlu (i) grafu G 4 piitadime &y¥i &sla at, a2, @, a' takto:

a; je determinant K.
a: je determinant podgrafu, indukovaného mnoinou uzli, kterd vanikne

2 {K:} vynechdnim koncového uzlu pravého mostu komponenty Ki;
je nula, nemd-li K pravy most. :

a? je determinant podgrafu, indukovaného mnofinou uzli, kterd vznikne
(12) 2 {Ky} vynechdnim koncového uzlu Ieveho mostu komponenty Ki;
je nula nemd-li K; levy most.

a je determinant podgrafu, indukovaného mnoZinou uzli, kterd vznikne
2z {Ki} vynecham’m koncovych uzli praveho 1 levého mostu komponenty K,
pokud oba existuji a jsou rizné;

Jje nula v opalném piipade.

2,13 Definice: Konelnou posloupnost {j1, jo, . . .5 fu}, jeji& proky jsou &sla 1, 2, 3,
4, nazveme pFipustnou, jsou-li spinény tyto tii podminky:

3, je-li js = 1,3 pak jy+1 = 1,2
)e-h]¢—24pak]¢+1—34 (i=1,2,‘...,n—1)
Plati: festlize se v pripustné posloupnosti {ji1, js, . . ., jn} vyskytuje &islo 2 p-krdt,
pak Cislo 3 se v ni vyskytuje rovnés p-krdt.

Dukaz: Ze 3. plyne, Ze za &islem 2 muZe nédsledovat 3 nebo 4, za Cislem 4
Cisla 3 nebo 4, ale podle 2. nemtZe byt Cislo 4 poslednim prvkem posloupnosti
{/1572 - . .5 jn}. Tedy za kaZdym &islem 2 nutné nésleduje &islo 3.

Znamenim pripustné posloupnosti {ji, je, . . ., jn} nazveme &islo sgn {j1, j2, - .~» jn}
definovaném takto: Necht v {j1, J2, . . ., Ju} S vyskytuje p-krdt &islo 2 a r-krdt &slo 4.
Pak klademe '

(14) sgn {j1s 2y « - -5 Ju} = (— 1)+r.

2,14 V&ta: Pro determinant D grafu G, pro ktery je G4 Fetézec o n uzlech, plati
przoznacemzZl2a213

(15) D=3 sgnlji o ..o ju} dbal ... ok,
kde se scitd pres viechny pFipustné posloupnosti {j1, j2, . . .5 jn}-

Dikaz: Ize provést indukef podle # analogicky jako u hlavni véty 2,10.

2,15 Piiklady: 1. Spolteme determinant grafu na obr. 1 podle v&ty 2,10
] pﬁhlednutim k poznimce 2,11. Mosty jsou oznadeny vinkovit&,
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SdruZeny graf mé tedy tvar z obr. 2.

-

Jest:

ay = 3 a2 = 8 aigz — 192 aig234 — 10584 Q12345 — 592704
ags = 0 azsz — 8 aigs — 504 ai1235s — 10752

as = 3 azs = 0 as34 = 441 as234 = 27783

as — 9 ags = 189 a523_ = 504

as — 9 - :

(5)

() 2 ) 4

Obr. 1. : Obr. 2.

D = > hg =592 704 4 136 08 + 11907 + 13 608 + 13 608 + 15552 + 83 349 —
G
— 95256 — 96 768 — 92 256 — 1944 — 19 44 = 286 470

] 2. Podle véty 2,14 spolteme deter-
minant grafu (mosty jsou opét vyzna-
( Ceny vilnkovité):
» SdruZeny graf ma tedy tvar:
(= -O- O
Obr. 3. ’ Otr. 4.
Jest:  a} = 144 ay = 377 a} = 987 a;=8
a} = 64 a; = 165 al = 441 ai=0
a=0 ai = 144 ay = 432 a;=3
at=20 a;= 55 a; = 189 a;=20
Znameni pfipustnych posloupnosti jsou:
sgn{l, , 1, }=(—1p = 1 sgn{2,3, 1, 1} =(— 1 =—1
gn{l,1,2,3=(—1 =—1 ign{2,4,3, = (=1 = 1
gn{l, 2,3, = (—1p =—1 gn{2,3,2,3=(—12 = 1
sgn{l, 2,4,3} = (— 11 = 1 gn (2,4, 4,3} = (— I)1+2 = — 1
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D =S sgn{ji, jos jo» ja} @ @i @ alt = 428658048 — 71823024 +
+ 13471920 — 82114560 + 12192768 — 72769536 + 12165120 — 1995840 =
— 237784896. ‘

3. DETERMINANTY SPOJEN! KRUZNIC, JEJICHZ SDRUZENY GRAF
JE STROM

3,1 Definice: Graf G se nazyva rovmnym jestlize jej lze zobrazit na rovinu tak,
aby riiznym uzlim odpovidaly rizné body roviny a hrandm oblouky (oblouk je kaidé
mno%ina homeomorfni s intervalem (0,1)), pfidems# Zddné dva oblouky nemaji
kromé koncovych bodi jiné spoleéné body. Obrazu grafu G v roviné budeme Fikat
umisténi a budeme pro né usivat tége terminologie jako pro graf G.

Utifime je3t€ tuto tmluvu : Nebude-li feceno jinak, pak pfi jakychkoli Gvahéch
o-rovinném grafu jiz pfedem pfedpoklidime, Ze je ddno n&jaké ]eho umisténi
a veSkeré avahy se tykaji pouze tohoto umisté&ni.

V topologii se dokazuje, Ze kaZd4 mnoZina homeomorfnf s kruZnici (geometricky)
rozdéluje rovinu na dve disjunktni oblasti, z nichZ jedna se nazyva vnitfek, druha
- vné&jiek. Budeme poklidat tyto pojmy a véty za zndmé a v dalsich jich bez pozném
ky uZivat. Specidlng tedy kazd4 kruZnice (viz 1,1) rovinného grafu rozdéluje rovinu
na vnitfek a vnéi§ek této kruZnice.

Budeme nkat, Ze dva grafy G a G2 ma]z stejnou strukturu, existuje-li prosté
zobrazeni f mnoZiny {Gl} na {Gz} takové, Ze {x, y> € K{G1} = {f(x),f(y)> € K{Gz}

V grafu G zavedme misto hrany uv novy uzel x a hrany ux, xv. Budeme fikat, Ze
takto sestrojeny graf G' vanikl z grafu G pulenim hrany uv. Grafy G a G2 jsou
homeomorfni, kdy# bud maji stejnou strukturu nebo kdy# pilenim nékterych hran
(postupnym) je lze pi"evést na grafy téze struktury.

3,2 Budeme tikat, Ze graf G md vlastnost (R), jestlize
1. Stuperi kazdého uzilu u € G je nejvyse 3.
II. KaZdd hrana uv € G leZi v néjaké kruinici. .
II1. G neni homeomorfni s grafem z obr. 6.
Véta: Souvisly graf G, ktery md viastnost (R) je rovinny.

Dikaz: Kdyby graf G nebyl rovinny, musel by podle véty Pontrjagina-Kura-
towského obsahovat jako Caste¢ny podgraf graf homeomorfni s nékterym z nésle-
dujicich graft (viz napf. (3), str. 231), coZ podle I. a III. neni moZné.

Obr. 5. Obr. 6.
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3,3 Mé&ime dvé cesty wius. . .ux, v102. . .v1 grafu G. Jejich spojenim nazveme mno-
Zinu viech uzlit a hran, které se vyskytusi alesposi v jedné =z nich.

Dvé cesty wus. . .Uk, v192. . .0 grafu G nazveme disjunktni, jestlife nemajt
Zddné spolecné hrany.

Kruznici wmus. . .un = uy grafu G nazveme prostou v G (nebude-li hrozit ne-
dorozuméni, budeme Fikat té% j jen prostou), ]estlzze pro Zddnéus, u; (1 <4, j < n)
neexzstz)qe v G cesta u do uy leZici uvnitf wius. . .4y (rozumi se pfi daném umisténi,
viz 3,1
Lemma: Bud G graf s alespori jednou hranou, ktery md vlastnost (R). Pak ke kazdé
hrané uv G existuje alespori jedna prostd kruznice U takovd, Ze uv lezi na U.

Dukaz: JelikoZ {G} je kone¢nd mnoZina, je : mnoZina viech prostych posloup-
nosti uzli kone¢ni, tedy tim spiSe je pocet vSech kruZnic grafu G kone¢ny. Podle
ptdpokladu existuje v G kruZnice U, kterd obsahuje hranu wv. Je-li Uy prost,
jsme hotovi. V opaném pfipadé ex1stu1e v G cesta, kterd U; rozdéluje na dvé rizpé
kruZnice Uz, Us, pfiCemZ jako Us jsme oznalili tu, kterd obsahuje hranu wv.
Stejnym postupem pokralujeme déle. Kdyby Us nebyla prostd, obdrZeli bychom
kruZnice Uy, Us, kde Us obsahuje hranu »v atd. Je jasné, Ze po konetném poctu
krokti dospé&jeme ke kruZnici Uszi+1, kterd je prostd a obsahuje hranu uv, nebot
v opa¢ném pfipad¢ dostdvame spor s kone¢nosti viech kruZnic v G.

3,4 VE&ta: Graf alespoti s jednou hranou, ktery md vlastnost (R), Ize rozloZit na ko-
neény polet kruznic prostych v G, jejichZ spojenim obdr#ime celé G.

Dikaz: Bud nejprve G souvisly. Zvolme libovolné hranu »v z G. Ta podle 3,3
leZi v n&které prosté kruZnici U;. Neni-li U: celé G, existuje v G hrana, kters leZi
vn¢ U; a mé s Uh alespoil jeden spoletny koncovy uzel w. Tato hrana vak leZi opét
v néjaké prosté kruZnici U grafu G, ktera je riznd od U:.

M¢jme jiz sestrojeny prosté kruZnice Ui, Us, ..., Uk. Neni-li jejich spojeni
celé G existuje v G hrana, kterd neleZi ve spojeni Uy, Uy, ..., Ui, ale md s timto-
spojenim spole¢ny alespoii jeden koncovy uzel, takZe podle 3,3 existuje prostd
kruZnice Ug41 riznd od viech Ul, Uz, ooy Usg.

Vzhledem ke kone¢nosti K{G} je zfejmé, Ze po kone¢ném poctu kroki obdrZime
p prostych kruZnic Us, Us, . . ., Uy, jejichZ spojenim je celé G.

Je-li G nesouvisly provedeme diikaz pro kaZdou komponentu zvl4st,

Poznimka: Uvédomme si jesté toto: Jsou-li Uy, Uy, ..., Up viechny prosté
kruZnice grafu G, jest p < ¢. MiiZe se totiZ stit, Ze provddénim pfedchoziho postu-
pu nedostaneme viechny prosté kruZnice, aviak ty kruZnice, jeZ zbudou, budou
jist& prosté (nebot by jinak existovala v G hrana, kterd by nebyla ve spojeni U,
Us, ..., Up), jak je vidét na obr. 7. .

Vita 3 4 nas opraviiuje k této definici:

3,5 Definice: Bud G graf s vlastnosti (R). SdruZenym grafem G ke grafu G
(krétce sdruZenym grafem) nazveme graf deﬁnovany takto:

1. Uzly G jsou viechny prosté kruzmce Ui, Us, ..., Uk grafu G, oznalme je
0, @), - s (B).

2. (u)(v) € K{G}, existuje-li v G cesta spoletnd obéma krugnici® Uy, U, 1 < u,
v < k) grafu G

Nézev sdruien}'r graf jist€ nepovede k nedorozuméni s tymZ pojmem zavedenym
v 2,5. Naopak; jak uvidime pozdéji u grafii, které budou kombinacemi graft z § 2
a 3, nim tato terminologie usnadni vyjadfovani, pficemZ bude ze souvislosti jasné&
patrné, o se jedn4.

3,6 Umluva: V celém tomto paragrafu, nebude-li feteno jinak, se budeme zaby-
vat souvislymi grafy G s témito vlastnostmi:
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1. G m4 vlastnost (R), kaZd4 prostd kruZnice m4 vice ne% tfi uzly, kaZdé dv& prosté
kruZnice maji spolenou nejvyse jednu hranu a sdruZeny graf je strom.
(Grafy 1. typu).

2. Grafy 2. typu 1. fidu dostaneme z grafti 1. typu tim, Ze z n&které prosté kyuZnice
grafu G (1. typu) vynechime cestu

disjunktnf s ostatnimi kruXnicemi, p¥i '
&emZ nevznikne graf 1. typu. SdruZe-
ny graf ke grafu 2. typu 1. fidu zista- :
ne tyz jako u pfislusného grafu 1.
typu. Analogicky definujeme grafy

2. typu 2. fadu z graft 1. fddu atd.
Necht graf H 2. typu k-tého fadu

vznikne z grafu G 1. typu, odstranénim
jistjch est 2 keutaic Uy, Uy, ..., Us u
Zbylé dasti téchto kmznc nazyvime

v,

neuplné kruZnice

Definovali jsme tedy grafy 2. typuz gra- Obr. 7.

fu 1. typu. Vyslovime nyni definici, kterd )
z pojmu grafu 1. typu nevychézi. Rikime, %e graf H je 2. typu k-tého Fadu, jestlize
existuje graf G 1. typu takovy, Ze H vznikne z G pfedchozim postupem, pfitom
klademe H = G.
3,7 Definice: Necht Ui, U: jsou prosté krusnice grafu G a uv jejich spoletnd
hrana. Hranu uwv nazyvdme hranici mezi kruZnicemi U, Us. Ddle hranu uv
nazyvdme hranici grafu G, existuji-li v G dvé prosté krugnice Uy, Us takové, Ze
uv je hramcz mezi kruz‘mcemz Ul, Uo.

BudC souvisly podgraf grafu G. Hranu uv, kterd j je hranici mezi nékterymi dvéma
krugnicemi z C (C je piisluSny podgraf grafu G, jehoZ tvar je z pfedchoziho zfejmy)
nazveme vnitfni hranici vzhledem k C. Hranice grafu G, které nejsou vmtmimz
hranicem: (vzhledem k C) nazveme vn&j3i hranice vzhledem k C.

3,8 Vé&ta: Necht ij je hranici grafu G, i1 i2. . .ix-sf libovolnd cesta z i do j. Pak plan :

]e-li U libovolnd prostd kruznice v G, pak nastane prdvé jeden z téchto t¥i pFipadii:

@) U nemd s iixis. . .11 Zddnou spolecnou hranu,

b) U md s itsiz. zk_l J spoleénou jedinou hranu. Tato hrana je hranici mezi U a né-
kterou j ]mou prostou krugnici z G,

¢) Umd s thda. . .1k 1] spoleiné vsechny hrany s vyjimkou nejvyse téch, které jsou hra-

nicemi mezi U a n¥kterou Jinou prostou kruznici z G.

Dikaz: Hrany, které nejsou hranami v G, budeme v tomto diikaze pro stru¢-
nost nazyvat volné hrany. Mezi kaZdymi dvéma hranami libovolné prosté kruZnice
grafu G lef alespoii jedna volni hrana, nebot v opaném piipad€ by G nebyl
strom.

Oznatme i = ip, j = ik a pfifadme nyni cest® i1 . . .ix konednou posloupnost
uzld sdruZeného grafu G (ne nutn¥ prostou) takto: 7 je volnd hrana (nebot i je
hranice) jisté prosté kruZnice Uj,. M&jme jiZ urleny kruZnice U, Ujs -..5 Ui
(! = 1) a necht hrany #oi1, #1 42, . . ., #p -1 leZi v t&chto kruZnicich a 1, 1541 (1 g p <
< k—1) je voln4 hrana G a ncpati‘i k U;. Pak oviem patff k jisté prosté kruimm

Uj,,1 (ne nutn€ rizné od Ujy, U, . .., Uj_;, aviak zfejmé rizné od U;). Tim je
zfejmé jednoznatn€ definovéna konetné posloupnost uzli (1), (j2);. - -5 (/=) grafu G
takovd, e (fm)(jm+1) e K{G}(m= 1,2, ..., s—1).

Nejprve je (j1) = (js), nebot v opaéném pﬂpadé by v G existovala kruZnice
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(viz (3), str. 7, Satz 4 a poznidmka pod &arou). Dile bud (jr) (1 =r =) libovolny
uzel. Jestlize po odstran&ni hrany (f,)(jr+1) z G le#i (j) a (j1) v té%e komponent¥,
pak se nutné uzel (j;) vyskytuje v posloupnosti (j1), (j2)s - - -» (js) jestéjednou
s indesem v&t$im neZ r (jinak by zase existovala v G kruinice). Odtud plyne c.
Konelné kdyby prostd kruZznice U méla s #gt1 . . .7 spolené alesponi dvé hranice G
a %4dnou volnou hranu, existovala by opét vG kruZnice. Odtud jiZ dokazované

tvrzeni snadno plyne.
3,9 Vratme se nyni ke vzorci (3) z véty 1,8. Z tvaru cesty #1. .. ¢-1 j je ihned vidét

tvar determinantu D(,, i, ...,7y takZe jej muZeme bez obav psat jednoduSe Dr.
U3 PRy ) .

PiepiSme tedy vzorec (3) z 1,8:
. o . . .
(l) D=D¢j—1]DR—zn1...1k_1] D,
- \/

-

kde s¢itdme pres viechny cesty délky alespoti dvé z 7 do j grafu Ga.

_Mg&jme nyni graf G4 (viz 3,6), i/ bud hranici grafu G4, G4 bud sdruZeny graf ke
G 4. Budeme fikat, e jsme odstranili hranici i ij, uvazujeme-li v (1) pouze Clen Dy,
déle Ze jsme odstranili hranu (h)(2) grafu G, jestlize uvatujeme pouze ¢len
i Dg (if je oviem hranice mezi kruznicemi Uy, U,). Bud nyni 4. . .ix1 § libovol-

ni cesta délky alespori dvé z 7 do j grafu G4. Budte Uj,, Uiy .. -» U vsechny prosté
kruZnice grafu G4 pro néZ nastane pfipad c) z véty 3,8. Pak rikéme, %e jsme odstra-
.\

nili uzly (1), (j2), - - -, (j») z grafu G 4, jestlize uvaZujeme pouze len #). . .ix 17 Dr.
N~

3,10 Oznaéeni: Bud C libovolny souvisly podgraf grafu G 4.*Necht C m4 uzly
(#@1), (52) ..., (ix). Ozname f;,;, ... ; determinant &dste¢ného podgrafu D grafu G
definovaného takto: )

1. Uzly D dostaneme z uzli C vynechinim viech koncovych uzli vnéj§ich hranic
vzhledem k C (tvar C je z pfedchoziho jisté zfejmy).

2. Hrany D dostaneme tak, Ze v podgrafu grafu G4, indukovaném mnoZinou
uzli 1. vynechidme viechny vnitfni hranice vzhledem k C.

Bud nyni G libovolny CasteCny podgraf grafu G4 Necht podgraf grafu G,
indukovany mnoZinou uzli {GA}_{G} (budeme jej nazyvat komplementdrni
podgraf ke G ‘nebo krétce komplement) ma p komponent souvislosti. Déle necht
Hy, Ho, ..., H, jsou komponenty grafu G a necht / je po&et dvojic uzld (a), ®
takovych, ie (@), (b) lezf v raznych komponentich Ga jsou sousedni uzly v Ga.
JestliZe kaZdé komponenté H, pfislusi jisté f PRE pak G pfifadime dislo

O] = (=D (=2 Hf v

TR

3,11 Vé&ta: Bud G4 graf 2. typu k-tého ¥ddu, Uy, Uy, . .., U;, budte jeho neiplné
krugnice. Pak plati

3) | D=3,
G

kde scitdme pres viechny Edsteiné podgrafy G grafu G a, které obsahuji uzly (f1), (j2),
<« os(Jx). (D podie 1,9 znadi det G ).
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Dikaz: provedeme indukci podle k.
1. Véta plati pro 2 = 1: Dtikaz provedeme indukci podlc poctu 4 hranic grafu Ga.
a) h = 1: Podle (1) jest -

7 LN,
) , D=D-fj_i]DR—zn]_...llc-ljDR=f12—f1f2—'2f2,
~ \—/

nebot existuji jen tfi SAste&né podgrafy grafu G, které obsahuji (j1) (viz obr. 8),
jim2 podle 3,10 odpovidaji po fadé &leny fi2, — fi, — f1f2, — 2fe.

) (2=Gy @ (2l 2
1 2. 3.
Obr. 8.

b) Necht véta plati pro viechny grafy 2. typu 1. ¥idu s men$im _pottem hranic
.ne% h. UZijme vétu 1,8 na né&kterou hranici grafu G4, ozname ji 1, kterd lef
v Uj, avjisté Uy,. ]est

(I) D= D_{j - 1." Dp— Z'zﬁ. . .ik—lj DR,
b SN———"

kde D_y; je determinant &isteného grafu G grafu G, vzniklého odstranénim hrany
ij, Dr pHisluiny hran& 4 je determinant podgrafu Gz grafu G4, vzniklého odstra-
nénim uzli 7, 5.

Ozna¢me Uj, netiplnou kruZnici grafu Gi. Podle mdukéniho pfedpokladu jest

® D y= z hat,
kde s¢itdme pfes viechny Cdsteiné podgrafy grafu Gi, které obsahuiji uzel (j3), Cili
jak je patrné pfes viechny Cdstené podgrafy grafu G,, které obsahuji hranu

(1) (j1)- ) ]
Dile podle 3,9 a 3,10 a indukéniho pfedpokladu jest

© i Dr = —>:h
kde s¢itdme pfes viechny Cdsteéné podgrafy G2 grafu G které obsahujf uzly (&),

(71), ale neobsahuji hranu (k1) (j1). Znameni minus je zde proto, % v indukénim
ptedpokladu nevystupujf uzly (1), (1) jako sousedni.

o\
Déle podle véty 3,8 je kaXdy stitanec v > #i. . .7x-1j Dr v (1) determinant pod-
~—_~

grafu Gs grafu G4 takového, Ze z G je odstranéna né&jakd souvxslxi &ést obsahujici
(k). Tedy podle indukéniho pfedpokladu je zfejmé&

| (7) ZwDR=—%ZhE”:

kde stitime pfes viechny Cdstetné podgrafy grafu GA, které neobsahuji (k1)
a obsahuji (j1). — 4 je zde proto, %e komplement G®mi v Gs 0 jednu komponentu
méné& neZ v Gy.
. Zfejmé& dosazenim (5), (6) a (7) do (1) dostaneme (3).
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2. Z ptedpokladu, Ze vé&ta plati pro 2—1 netplnych kruZnic, dokiZeme, Ze plati
i pro k touto Gvahou: Dopliime netiplnou kruZnici U; na kruZnici (viz 3,6).
Vznikne graf 2. typu (k—1). fidu. Na n¢j uZijeme indukni pfedpoklad. Nynf

viak &leny, které odpovidaji &stetnym podgrafim grafu G, které neobsahuif (jz)
musime vynechat, nebot ty vzniknou vynechinim vSech volnych hran kruZnice
Ujx (pomoci cesty . . .7x-1f), to viak v G4 nelze provést.

3,12 Véta: (hlavni): Bud G4 graf 1. typu. Pak plati

G

kde s&itdme pres viechny dsteiné podgrafy grafu G,.

Duikaz: se providi analogicky jako u véty 3,11, pouZijeme-li véty 1,8 na

hranici mezi koncovou krunici (odpovidé koncovému uzlu grafu G,) a krunicf ji
sousedni, pfi pouZiti pfedchozi véty.
3,13 Vy§etfeme nyni specidlni pfipad, kdy G je fetézec. Ocfslujme jeho uzly (1),
(2), ..., (n) tak, 2e (B) (R + 1) e K{GA} pro k= 1,2, ..., k—1. Definujme nynf
disla a, proz,j=1,2,...,n ¢ =<7 jako Cisla phi‘azené podle 3,10 podgrafu Ga
o uzlech (i), G + 1), ..., (j— 1), ()

Bud nyni % pfirozené &islo nejvys rovné n. Bud {i1 /1, 12, j2, - . .5 ik, &} konend

posloupnost s t&mito vlastnostmi:
l-].l = lsjk <n
924 <jiproviechnal=1,2,...,&
3.ji<fiaproviechnal=1,2, ..., k—1
Bud p’ podet dvojicji, i1 (I = 1,2, ..., k— 1) pro n&% i34, — ji > 1.

h=Ljji=n p=p"
. h=Ljc#n Jo¥m p=p +1
JestliZe Wt je=n poloZme p=p +1
nFLje#n p=p +2j.
Déle)poloime g=k—1—p' a definujme sgn {11, j1, 12, J2, ..., Ik Js = (— 1)
(—2p

Nyni z véty 3,12 a z odstavce 3,10 snadno plyne:
3,14 V&ta: Bud Gagraf 1. typu, G bud fetézec. Pii oznaleni z 3,13 plati

(10) D= Z 2 aﬁ afg tee a{: gn {ilsjls i23j2: KT ik’jk}:

k=1 {i1, 15 «->8ks jk}
kde s&tdme pres viechny moiné koneiné posloupnosti {i1, J1, 12 J2 . . .5 tks J}» § Vlast-

nosti (9).

Analogicky z véty 3,11 a odstavce 3,10 se odvodi:
Ve&ta: Bud G graf 2. typu s-tého tddu, G4 bud reté’zec, Umi> Umgs -5 Uns
budte neiplné krumce v Ga. Necht posloupnost {11, j1, 12, Jo, . . .5 txs Jx} splriuje (9) a
(11) 4. Kazdé m, (r =1, 2, ..., s) spliiuje pro jisté

I(l=1,2,..., k) nerovnosti 1y = my < j.

Pak plati (10), kde s&itdme pies vSechny mogné posloupnosti {i1, j1,12, j25 - . 3 8ks Jk}
s vlastnostmi (9) a (11).
3,15 Poddme je3t& nivod k postupu v obecném pifpad¢, kdy G m4 vlastnost (R),
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pfi¢emZ nemus{ kaZdé dvé prosté kruZnice mit spole¢nou jen jednu hranu a sdruZe-
ny graf nemusf byt strom. Abychom mohli aplikovat vé&tu 1,8 potfebujeme znit
viechny cesty z 7 do j. Uvahy tohoto odstavce bychom mohli formulovat matema-
ticky pfesné, aviak jelikoZ to neni cilem této price, obejdeme se bez tohoto kom-
plikovaného postupu a vystadime s naivni pfedstavou. Vyjdéme z uzlu 7 a v kaZdém
rozvétvovacim uzlu jdéme vpravo. Jakmile se dostaneme do j, nebo do uzlu, v kte-
rém jsme byli, vratme se na nejbliZ§i rozvétvovaci uzel v ném¥ jsme $li vpravo
a jd&me vlevo (a oviem v dalsich rozv&tvovacich uzlech op&t vpravo). Z¥ejmé timto
vylerpdme viechny cesty z7 doj. '
" (Tento postup je analogicky uloze o bludisti, viz napf. (2) str. 76).
3,16 Pozndmka: Matice tvaru (6) z § 1 se vyskytuji pfi geodetické triangulaci.
JelikoZ, jak se snadno zjisti, nemohou mit v grafech t&hto matic #4dné dv& prosté
krunice spole¢nou vice neZ jednu hranu, je timto v podstat& ¥eSena. V nésleduji-
cim paragrafu pfineseme jeté n&kterd zobecnéni, kters jak ukiZem nebudou samo-
?éelné’g )ny’br2 bude jich moZno pouit i na matice, jeZ obdrzime z triangulace
viz 4,9).

V odstavci 3,6 jsme vyloudili grafy, které obsahuji kruXnice o tfech uzlech. Také
tento pfipad nemuZe pfi triangulaci nastat, kdybychom viak jej chtéli do nasf teorie
zahrnout, udinili bychom podobné jako v 2,8 umluvu, %e je-li U; kruZnice je f;
definovéno podle 3,10 jestlize U; neobsahuje sousedni vn&j$i hranice a je to nula
v opalném piipadé. Analogicky pro libovolny souvisly <g{lodgraf grafu G. Véta 3,12
by platila stejné&, diikaz bychom museli rozdé&lit-na dv& &4sti analogicky jako v 2,10.
3,17 Ptiklady: 1. Podle v&ty 3,14 spolt¥me determinant grafu z obr. 9, jeho

sdruZeny graf je vyznalen na obr. 10: .
>’ W @ (3w

Obr 10.

Obr. 9.

Jest (misto sgn {11, 1, #2, f2, . . ., ik, J&} piSeme u jednotlivych &lend jen sgn):

k=1:a= %sgn= —2 k=2:ala3= ' 2lsgn=(—1)(—2)
a= 1 sgn = (—2)2 aia3 = 63 sgn = (—2)2
a = 3 sgn = (—2)2 aagi= 4Mlsgn= —2 -
ai = 2lsgn= —2 azas = 3 sgn = (— 1)(— 2)2
ai = 144 sgn = —2 ayai = 21 sgn = (—2)2
d=  2lgn=(—2) da=  63gn=(—1Y—2)
a3 = 377 sgn = — 2 a3 = 432 sgn = (—1)(—2)
1= 2584sgn= —2 ajdi= 3024 sgn= —2
ai= 2584sgn—= —2 aiagi = 441 sgn= (—1)(—2)
ai = 317811 sgn = 1 ajai = 441 sgn = (—1)(—2)
k = 3:ajaia} = 63 sgn = (— 1)%(— 2) ags= T917sgn= —2
' alasai = Mlsgn=(—1)(—2) aas = 377 sgn = (— 1)(— 2)
aiasai = 1323 sgn=(—1) (—2) ajdy = 54288 sgn = — 1
ajajal =  63sgn=(—1)¥—2) ada}=542645gn= —1
aiaia; = 9072 sgn = (— 1)2 aja; = 54264 sgn = — 1
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ajaia = 9261 sgn = (—1)2

alaiay = T917 sgn = (— 1)2

k = 4: ajaiala; = 1323 sgn = (— 1)
Celkem tedy je podle (10)

D= Z z a’,} a{-";’ oo a{: sgn {il,f1, 1'2, jz. ey ik, ]'k} = 153 946.
. k=1 {i1, ... Jk} .
2. Jako aplikaci véty 3,11 spoftéme determinant grafu z obr. 11:
Cérkované je vyznaden piisluny graf 1. typu (jeden z mnoha).

SdruZeny graf m4 tvar (étverelkem
jsou oznaleny ,,pevnés uzly):
> 1 (2 (3)
Obr. 14.
fiz= 432 fizs = 54284
fes = 377 Jfiza = 162 792
faa=1131 f234 = 162 792
Jfi1234 = 17 480 760
G hs
O4
1. 1+ |2 3 17 480 760 = 17 480 760
O—0—0
04
2 1 2 3 (—1).21.162792 = — 3 418 632
o—0O O -
, 4 _
3. 1 |23 (—(1).21.162792 = — 3418632
O O0—O
. O4
4. 1 2 3 (—1).64. 54284 — — 3474176
O—0—0 N
4
5. oz , (—1)2.21.64.432 = 580608
o—0O O
04
6. 1 |2 3 (—1)2.21.21 1131 = .498771
O O O
Ot
. 1 2 3 (—1)2.21.64.377 = 506688
o O0—O '
4 .
8 ., i, (—18.21.3.21.64 =— 84672
o O O
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G g
O4
9. l2 3 (—2).1627792 =— 325584
0—0 : A
04
- 10. P (—1.(—2).21.1131 =_. 47502
o O
04 .
11. 2 3 (—1).(—2).64.3717 = 18 256
0—0 .
O )
12. 2 3 (—1)2(—2).3.21.64 =— 8064
o O
O4 : :
13. , | (—2).162792 =— 325584
0—0 : -
04
4. , |, (—1)(—2).21.1131 = 47 502
O O :
O4
15. 1 (—1.(—2).64.432 = 55 296
0—0 .
O4 ' _
16. 1+ (—1)2.(—2).21.3.64 =— 8064
O O
O4
17. L2 (—2)2. 1131 = 4524
o4 |
18. K (—1)(—2)2.3.64 —— 768
Celkem tedy jest podle (3)
D=3 kg = 8205 73L.
3

4. NEKTERE DALS! PRIKLADY

4,1 Multigrafem nazyvdme neprdzdnou konelniou mnofinu uzli a hran, pFidems
kazde dva uzly mohou byt spojeny nékolika hranami. Multigraf G nagyvdme p-gra-
fem, jestlize kaZdé dva uzly jsou spojeny nejvyse p hranami, p¥idems alesposi jedna
dvofice uzli je spojena prdvé p hranami.

Ponechme v platnosti odstavce 3,1—3,5, v imluvé 3,6 vimechme pti definici
grafu 1. typu poZadavek, aby dv& prosté kruZnice mély spoleCnou nejvyie jednu
hranu, zbytek 3,6 ponechme beze zmény.

Necht Un, Us jsou dvé prosté krugnice grafu G. Cestu t11. . .ix-1] spoleénou obéma
krugnicim takovou, Ze U, Us nemaji Zddnou jinou spoleinou hranu (to md smysl,
nebot G je strom), nazveme hranici mezi kruZnicemi Ui, Uz Ddle cestu
#. . .1k 1 nazyvdme hranici grafu G, existuji-li v G dvé prosté krudnice Uy, Us
takové, Ze 111 . . .ix 1] je hranici mezi krugnicemi Uy, Us. Je nynt nasnadé, jak upravime
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deﬁ}u'ci vnitfnf a vné&j$i hranice vzhledem k C, kdy# C je souvisly podgraf
grafu G.

V kaZdé hranici grafu G zvolme libovolné jednu hranu a nazvéme ji vlastni hra-
nici (ta bude v dal$im pevni).

Analogicky jako véta 3,8 se dokéZe:

4,2 Véta: Nechtij je vlastm hranici grafu G,i1y. . .1x_1f libovolnd cesta z i do j délky
alespon dvé. Pak plati: Je-li U libovolnd prostd Frugnice v G, pak nastane prdvé jeden
2 téchto tif pripadi:

a) U nemd s i11. . .ix-1] spolelnou Zddnou hranu,

b) U md s i1 1k_1 J spolelnou prdvé jednu hranici grafu G,

¢) Umd s t11. . .ix1] spoleiné vSechny hrany s vyjimkou nejuySe téch, které lezi na
hranicich grafu G.

,Z dikazu véty 3,8 je déle patrné toto: J estlize pro dv& sousedni prosté kruZnice
Uy, Us nastava pi‘ipad ¢) pak cesta #1. . .ix+1j neobsahuje #4dnou hranu z hranice
mezi Uy, Us.

4,3 Definice: Necht graf G md alespori jednu hranici delsi nez 1. Definujme nyni
zobecnény sdruZeny graf Gt Jako 2-graf takto: Uzly Gt]sou tytés jako u G,
picemz (i) a () jsou spojeny hranou, jestlize hranice mezi Uy, Uj je hrana a (v), (j) jsou
spojeny dvéma hranami, je-li hranice mezi Uy a Uj délky vétsi nez 1. JestliZe (1) a (1)
jsou spojeny dvéma hranami, nazvéme jednu z mich volnou, druhou vézanou,
jsou-li spojeny jednou hranou, pak tato hrana je volna.

4,4 OpiSme opét vzorec (1) z 3,9

. o . . .
) D= C.y—1iyDr— D #i1...ix-1j Dp,
=~ \—/

kde s¢itdme pies viechny cesty délky alespori dvé z 7 do j grafu Ga, pfitemZ i je
vlastni hranici grafu Ga.

Budeme fikat, Ze jsme odstranili vlastni hranici 7, uvaZujeme-li v (1) pouze ¢len

D_y, dile, Ze jsme odstranili volnou hranu (/1)(2) grafu G, jestlie uvaZujeme
pouzc Clen y Dr (i je oviem &st hranice mezi kruznicemi Uy, U,,). Bud nyni

k1] libovoln4 cesta z 7 do j grafu G4 délky alespoti dvé. Budte Uj;, Uj,,

o Ujp vSechny prosté kruZnice grafu G 4, pro néjZ nastane p~i‘ipad ¢) z véty 4,2. Pak
fikime, Ze jsme odstranili uzly (71), (j2), .. .> (J») z grafu G4, jestlie uvaZujeme
pouze Clen .. .1k-1 Dr.

Cdstelny graf, ktery vznikne z grafu G',, vynechdnim nékterych volnych hran
nazveme zobecnény Cdstetny graf.

Bud {(#1), (i2), ..., (ix)} mnofina uzli z G, oznalme C* (i1, izy - . ., it) podgraf
grafu_ G, mdukovany touto mnoZinou (je jasné o¢ se jednd). Zobecnény Cdsteény
graf Cgrafu Ci (i1, 2, - - -5 i), nazveme zobecnénym Eésteénym podgrafem
grafu G,

4,5 OznacCeni: V dalsim budeme volné hrany grafu G znadit ;. Bud C libovolny

souvisly zobecnény &istetny podgraf grafu G',. Necht C mé uzly (2), (22), - . .5 (1k)

a vznikne z C* (i1, iz, .. ., #x) odstranénim volnych hran [, J,, ..., },. Ozna&me
j132 .- ik determinant Sstezného podgrafu D grafu G, definovaného takto:

1. Uzly D dostaneme z uzli C (C odpovidd ct (1, 72, . . ., 2x)) vynechdnim viech
uzld vnéjsich hranic vzhledem k C a koncovych uzlt kazdé vlastni hranice, kterd je
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&stf hranice mezi nékterymi dvéma prostymi kruZnicemi U, U;, z C, pfiem2
(1,) a (1) jsou v C spojeny jen vézanou hranou.

2. Hrany D dostaneme tak, Ze v podgrafu grafu G, indukovaném mnoZinou
uzld 1. vynechéme viechny vlasmi hranice.

PoloZme gt - it = 0, jestliZe alespof pro jednu vynechanou hranu /, je nejvyse
jeden koncovy uzel vlastni hranice vnitfnim uzlem p¥isluiné hranice. V opatném
pfipadé bud g/}::-% determinant Cisteného podgrafu F grafu G4, definovaného
takto:

1. Uzly F tvofi viechny vnitfni uzly vnitfnich hranic vzhledem k C s vyjimkou
koncovych uzlii kaZdé vlastni hranice, které je &dsti hranice mezi n€kterjmi dvéma
grr:;tyml kruZnicemi U;,, U, z C, pfitemZ (i;) a (#s) jsou v C spojeny jen vézanou

ou. ,

2. Hrany F dostaneme tak, Ze v podgrafu grafu G, indukovaném mnoZinou uzli
1. vynechdme viechny vlastni hranice.

Bud nyni G libovolny podgraf grafu G.. Oznalme H graf komplementémi ke G
vG, (viz 3,8) a necht Hma p komponent. Bud c zobecnény Léstetny graf grafu G,
necht C- "vznikne odstranénim volnych hran lj,, Iy, . . ., J;, z G a nécht C m4é r kom-

ponent Ky, K, ..., Ki,. Ka¥dé komponent¥ K, ‘piisluii jisté f 5 igy- 159 PHi-

1°

fadme grafu C &slo xg = (— 1)* H f’m Jﬂl

v=1 a1 ’

Podobn¢ pi‘lfadnkxe kakidemu zobecnénému stetnému grafu D grafu H slo
y5 = (—1) ﬂ Ty '1.2” » kde opét ¢ je polet odstran&nych volnych hran a m je
Yk

k= '
pocet komponexl'.xt ly)1
Nyni pfifadme grafu G slo A3 takto:
@) hg = (—2)P. (3 x¢) - X, ¥5),

kde prvnf suma je pfes viechny zobecnéné &istené grafy grafu G a druhd pies
viechny zobecnéné Cdstelné grafy grafu H.
4,6 Hlavni v&ta: Bud G4 graf 2. typu k-tého ¥ddu, U;,, Uy, ..., U;, budte jeho
neupiné krugnice.

Pak plati

© -3,

kde s&itdme pres viechny podgrafy G grafu G, které obsahujt uzly (1), ( jz), v ees (JE)-
Dukaz: se providi Gplng stejné jako ditkaz véty 3,11. Stadi, uvﬁime—li, Ze po-

loiime—h = (—2)P x5 3 y5) kde D je n&jaky zobecn&ny &steiny graf grafu
G (jetto C uréu)e jednozna¢n& G, mi 295 smysl,) muiZeme misto (3) psit

kde séitime pfes viechny zobecnéné Xisteiné podgrafy C grafu G',. Z tohoto tvaru

je jiZ vidét analogie s 3,11. Pro komplementérni &leny (> y5) je nutno provést ivahu
analogickou jako v 2, 10
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4,7 Véta: Bud G4 graf 1. typu. Pak plati
G). D=3 kg,
G

kde séitdme pres vSechny podgrafy G grafu G',.

Dikaz: Jako 3,12.
4,8 Poznédmka: Jestlife G, je graf (tj. kazdé dva uzly jsou spojeny nejvy3e jednou
hranou), pak se snadno zjisti, Ze (3) je pfesn totéZ jako (3) z § 3 a (5) pfesné totéZ
jako (8) z § 3, jinymi slovy véty 4, 6 a 4, 7 jsou zobecn&nim vét 3, 11 a 3, 12.

Uvedeme nyni pfiklad na vétu 4, 6, ¢imZ zdroved ukéZeme, ie toto zobecnéni
neni samoudelné (viz 3, 17).
4,9 Piiklad: Spoéteme determmant nésledujiciho grafu (vlastni hranice jsou
pfetrZeny):

Zobecnény sdruZeny graf ma

tvar: .

(1 2 (3 (4)

OB

Obr. 14.

Na obr. 14 jsou vinovkou vy-
znaleny vizané hrany -a Cernd ko-
leCka znadi uzly, které kazdy pod-

Obr. 13. graf musf obsahovat.
Jest: - '
G , hs
L. o o (—2).24.64 = 3072
2. 0117\02 .‘ (—2).(440.64 + (—1).63.64) = — 56 256

zde &leny v zdvorce odpovidaji po fadé t&émto zobecnénym &4steénym podgrafim
grafu 2.

o—0 o .0 o '
Analogicky o
3. .‘ 03_.‘ (—2)(24.19881 + (— 1). 24.5025) = — 809 088 ,
4. .:O O—e :rcziumMe osm nisledujicich zobecnénych <&isteénych

a) e=0—0=e@ 42493976 ¢) =0 O._@ (—1)>.1331000
b) @—=0—0_@(—1).6514200 f) @ O—O._® (—1)2.1116262
) =0 O=e(—1).8747640 g) @O0 O—e (—1)2.1252503

d) e_0—0—e(—1).7285400 i) O O_.@ (—1p. 190575
Seltenim obdrZime 23 454 946.
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Celkem tedy je podle (3) D = > h& = 22 586 540.

G
4,10 Budeme se nyni zabyvat grafy, které jsou v jistém smyslu zobecnénim grafii
z§§2a3.
tkdme, Ze graf G o n + k uzlech je H-graf, jestliZe plati:

1 uzly 1,2, . .., n tvo¥ fetézec, pficemz (i,i + 1> € K{G} proi = 115’21’ R T
+
2. je ddno k + 1 celych nezdpornych Ssel hy la, ..., lgss,pronds > hk+k=n
7 i ' {=l
3.(Sh+iin+ieKGproj =12 ..ok

4. é-nmd Zddné jiné hrany.
Determinant H-grafu budeme znalit (h, I, . . I;,+1)H
Pozn.: (h)x je prosté detcrmmant fetézce délky 1

"‘Oznatme ]ﬁté (11, . 0 lz)y = (11, or, 12)11
4,11 Lemma: fe-k 11 lz ls # 0, plati-
- (6) (h, 0, I, 0’ D)a = (h, 01, 2)u . (I2, 0° Is)u —
— 2 (h, 0—2,2)x . (Iz—lO‘lg)Hprorg 2,0 >1.
(7) (Ils 0: 123 0’: IS)H = (Il; 2)H (12, 0’, 13)11 —2 (11 -+ 2)}1 (lz —_ 1, 0‘, Ia)y pro I >1
(8) (B, 07, 1, 0¢ l)r = (B, 01, 2)r (1, 0%, lg)r —
— 2 (h, 02, 2)n (2,0, Is)z pro r = 2.
9) (1,0, 1, 0% I3)r = (h, 2)u(1, 0% Is)r — 2z (h + 2)u . (2,0, ls)n.
Duikaz: Aplikaci lemmatu 2,4 na hranu ¢h +r + 1, 4 + r 4 2).
4,12 Vé&ta: Kazdy (h, ls, .. Iz)H se dd prevést na polynom v 2, jehod koeficienty
Jsou soulty (algebraické) sou&mz (koneinych) determinanti tvaru (I,l, Lgs <o o5 m,
kdely, k = 1,2, ..., jsou vesmés nenulové a (1, 0, I2)n.
Dukaz: plyne ihned ze 4,11.
4,13 Lemma: Plat{
A0) (hs lay - s l)u=u(hy lay <o o5 lk-2s Ik + I + D —
' —(hs loy .. .5 Ix-1)r (Ie)m pro lg-1 #0
AD) (yloy .. s l)a=2(hyloy ooy k-2 lga + e + D —
‘ — (s lay ooy lk—2+ 2)u (l)u pro lx1 =0
(A2) (hy lzy s li)u=2 (s la+ 1,03y ...y lx)H—
— (ll)H oy lsy ..., Ik)}{ prols #0
) (hylay .. sl)u=2M+ 12+ 1,18 ..., l)u—
‘ —Wu(s+2,1sy ..., 0)g pro Iz =0 .
Dukaz: (10)a(11) dokdZeme uZitim lemmatu (2,4 na hranu <> k + &, n + kD,
(12) a (13) uitim téhoZ lemmatu na hranu <4 + 1, 4 1),  #=!

4,14 Vé&ta: Bud G H-graf, (l, la, ..., lx)u jeho determmant, pficemE s 1 =1, 2,
.» k) budte isla vesmés od nuly riznd, Pak plati

A—1
(14) (hy .. s I)a =D (— 1) k-1 z h+b+ ...+ b+j,—Dax ...
i=0 1Sjo<j1<... <jy=k—1

e X G+ oo i+ ji—jiaa— Da
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pridemz .druhz' suma znali séitdni pres viechny uvedené volby &sel | <jo< j1 < ...
« >Ji=R.
Dikaz: Indukci podle k.
1. k = 2: plyne ihned z (10).
2. Necht véta plati pro £ — 1, dokdZeme, %e plati i pro .

Podle indukéntho pfedpokladu jest
k-2

(A5) (hy -« s lx)u = z(— 1)y z"‘z"Z(h 4+ oo+l +jo—Dr X ...
i=o 1<jo<ii<. .. <ji=k—1 .

e X Qjgmgr + oo + L+ js—jsa— D
Dosadme do (10) podle (15):

k-2
(4, ...,lk)gz=_2(—l)‘z"-2-‘ Z(h-l— oo+ bg+jo—Dr X ...

i=0 1<jo<ii<.. . <ji=k—1

vee X (lj,_H.y—l— oot eat+ L+ 14+ k-—l—jf_l—l)u—
k-2
—.Z(—l)‘z"'z" Sh+ ...+ L +j—Dax ...

i=g 1<jo<ji<...<ji=k—1
X G+ oo ka4 E— 10— D (k).

Vytkn&€me z prvniho soutu ¢len 7 = 0, z druhého { = & — 2, poloZme v druhém
soutuj = 7 + 1, ale piSme zase hned 7 misto j. ObdrZime

(hy oosl)p=21(h+ ...+ lk— Dua+
+(— 11 NWa ()r ... (k)a )+

(16) + gz(— 1)t zk-1-¢ [ > Gh+...+L+j—Drx ...

1<j0<j1<. .. <ji=k—1
X G+ oo Flat+ +k—jia— e+
+ >, h+ ...+ L+jo—Du x...

1<jo<il<. .. <Jji-1=k—1

oo X por + oo +lka+k—1 —Jia— Da (lk)y].
V prvnim sou¢tu v zdvorce je ji-1 < k— 1 a vzhledem k tvaru posledniho &ini-

tele miZeme poloit j¢ = k, V druhém souctu je js-1 = £ — 1 a miZeme poloZit
o ?)dktud a ze (16) dokazované tvrzeni ihned plyne.
4,15 Véta: Bud G H-graf, (lh, 0+-1, l2)n jeho determinant (h # O # l3). Pak plati
A7) (b, 0+, L) = 'i‘a: (B, 01, Ip] . 2#
kde o« [h, 054, 1) =(h + b2 + S)u

6= (=% (e 27 () pro s liché

45 = (— ¥ (B @F ™Gz + 2Du pro s suds
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a af [h, 0! lz] = o=t [h + 1,002 ls] — (W)« a: -1 (2, 03, Ig]
proi=12,...,5s—1

K-krit
(ptitom oviem (2); = (2)11 @x .- (u)-

Duakaz: o [h, 0%, lo] = (h + la + s)r plyne n&kolikandsobnou aplikacf
vzorce (13) ze 4,13 vidy na nové ziskany prvni ¢len pravé strany. Podobng obdrZi-
me i dalii a? z téhoi vzorce.

4,16 Definice: Rikdme, e graf G o n + k uzlech je J-graf, jestlite plati -
luzly 1,2, . worikruzma,méemza,z-}- DeK{Giproi=1,2,.
n—1an; 1> P K{G},

2. je ddno k celych nezdpornych &sel hy Iy, . . ., Ix, pro né% z L+ k=n,

i=1

j
3. <le‘ +isn+HeKG  j=1,2,..,k"
4. G nemd Zddné jiné hrany.
Determinant f-grafu budeme znatit [h, ls, . . ., lk]s.

4,17 Lemma: Bud G J-graf, [h, I, . . ., lx]s jeho determinant.
Pak plati

(18) (hy lay oo s lt)y=(hy lay .. s It + 2)u —
—z2h+ Ll ....lk)p—22 proh > 1,

A9) (s loy .. s le)r=(hs l2y ooy I)u + 24

—2(e+ 2,03 ..., 0)ga—22* proh =1
0)(hylay . csl)g=U + 2,13 ooy I + 25—

— 22 (12, Iay ... lk)y—-2zk pro hL=0.

Dikaz: plyne ihned z 1,8 vezmeme-li za 4 hranu {(n, 1).

Pozndmka: Je zfejmé, Ze plati [, lo, ... leJu = [lot1s ooy Iy D1y vy Ls)u
(1 <s < k—1), takZe vzorce bychom mohli psit téZ pro libovolnou jinou hranu
#f raznou od (m, 1)>. Timto je determinant ¥-grafu pfeveden na determinanty
H-graft, které jiz umime poditat.

4,18 Definice: Rikdme, e graf G on + kuzlechje zobecnény ¥-graf, jestlize
platz

l.uzly 1, 2, ..., n tvoft graf 1. typu z odst. 3,6, tj. proi=1,2,...,n—1je
K, i+1) € K{G} a {(m, 1> € K{G} a pro nékterd u, v;1 < u,v < myu #v+ 1;
jest uv € K{G}.

2. plati 2., 3., 4. z odst. 4,16.

4,19 Poznédmka: Determinant zobecn&ného j-grafu pievedeme podle § 3 za
pomoci poznimKy analogické 2,6 na determinant ¥-grafu a determinanty H-graft
a fetézcu.

Mohli bychom jit dle a aplikovat vysledky poZitetnich odstavch tohoto para-

grafu, ale to je zbyte¢né, nebot z této poznimky je jiz dostatetné zfejmé jak bychom
si

V}‘sledky té&chto odstavci opét nejsou samotcelné, nebot v § 2 nejsme odkézéni
na pfevidéni determinantu stromu na determinanty i‘etézcﬁ ale miZeme pouZivat
i determinanty H-gxafli. Podobné v § 3.
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Na zévér uvedeme je$t¢ tfi pfiklady na vySe vyloienou teoril:

4,20 Piiklady: 1. Podle 4,44 spoéteme (2, 1, 2, 1)m, coZ jest determinant grafu
z obr 15.

Jest: (2, 1,2, g = 23 (9u — 22 ((2)u (6)r + 4)n (4jH + Nz (Da) +
+ 2 (@)r @)a Ve + r @r Ve + @) (Da (4),,) —
— (2)a (Dr (2)a (D = 112 941.

10 11 12 0 1 122 13
L2'3L4511181 9.1 23] 4_[ SI 61 7 8 9
Obr. 15. Obr. 16.

2. Podle 4,15 spolteme (2, 0, 0, 0, 3)x (viz obr. 16).

Budeme psét jen «f misto «f (2, 03, 3) a misto (/1, 1o, ..., k) jen (hy l2y .. .5 Ik)
(k nedorozumeéni jisté nepovede).

Koeficienty zapiSeme do schematu:

i=4 i=3 i=2 i=1 i=0
s=1 h+h+1) |[—@) @)
s=2 (h+12+2) — (I +2) () —() (s +2)
s=3 (1+1a+3) |—Ii+2)() :gi;&ﬂgf = (1) @2) ()
— A0+ g, 41y 2t + '
s=4 (Il + I +4) _'(ll + 3) (12) :((II:)_(?sli-(ﬁz)+ 3)“ X (Il)(3) (12) (11) (2) (12 + 2)

Dosadime nyni /; = 2, /> = 3 a mdme
o« = (9)
a5 ='—(5) (3)
g =— (4> + BX6)+ (2 (M)
=033+ @B (3 ,
«t = (2)(2) (5) Obr. 17.

takze podle (17) jest (2, 03, 3) = Za‘ 2 = 283 104.

3. Mé&jme f-graf podle obr. 17.

Podle 4,17 jest (1,0, 1, 1,)s = (1,0, 1, 3)x — 2 (2, 1, 1)# — 224, coZ déle pocitat
nebudemc

60



SEZNAM LITERATURY

{1] KoNRAD annmcn, WERNER JENNE: Geometriche-anschauliche Aufldsung ' linearer mit
Nullkoeffizienten ausgestatteter Gleichungssysteme.
[2] K. BerZ: Téorija grafov i jejo primé&nénija.
[3] DéNEs KON1G: Theorie der Endlichen und Unendlichen Graphen.
[4] M. M. PosTNnIKOV: Téorija Galua.
[5] Jrikf SEDLACEK: O kone¢nych orientovanych grafech
s. pro pést. mat. 1958 (:82:).

SUMMARY

In this paper are given the metods of numeration determinants of symetrical matrix, which on the
main diagonal have z and the others elements are 0 or —1, supposing that every row contains at most
three non-zero non-diagonal elements.

To every matrix A which has this property correspond a graph G4 with pomts 1,2,...,n, where

1j is an edge if and only if ai; # 0. To the graph G4 is defined associated graph GA (see 2,5; 3,5),
respectively generalizated associated griph G 4 (see 4,3). According to the structure of~ the graph G4
elther every partial graph G of graph G4 or every (generalizated) partial subgraph G of the graph

Ga (Gf4) corresponds by certain way a number 43 (see 2,8 ; 3,10; (4,5). Then for determinant D o
the graph G4 (understand: of matrix A4) we have this results

D=2hg
G

where again by the structure of the graph G4 we add exthcr over all the pamal graphs G of the graph

G4, or over all the (generalizated) partial subgraphs G of the graph Ga (GA) (See theorems 2,103
3,11;3,12; (4,65 4,7).
’ The last pa’n of’thxs work give some algebraical consequences of earlier theories. In this part are
;btained the formulas for numeration determinants of some special classes of graphs (H-graph,
-graph).

PE3IOME

B paGore maroTcs MeTOXbI BBIUMCIICHHMI ompepesMTesielt CHMMETPHUYECKMX MATPHIl, KOTOpbIe
B IJIaBHOI AHaroHaM MMEIOT 2 M OCTAJIbHbIE 3JIEMEHTHI PagHbI WM 0 i —1, OpH 3TOM KaXkaas
CTPOKa He uMeeT GOJIbIIe YeM TPeX OT HYJIbA OTJIMYHBIX HEUArOHAIHBIX 3JIEMEHTOB.

Kaxzoit Takoit matpuim A orBeuaer rpad G4 c Toukamu 1,2, ..., A, npHyem 1j peGpo Toraa u

TOJIBKO TOTAR KOTAA aij # 0, H K HeMy ONpeJelieH CONpaXkeHHblt rpad Ga (cMotpu 2:5,3:5),
wm 0GoGIIeHHEB I conpaykeHHbIA rpad G2 (cMotpu 4:3). [ins nosesenns rpadga G4 oTBeuaeT WM
K&)KIOMY YaCTHUHOMY rpady G rpacda G~A, WM Ka)KAoMy (0000IIeHHOMY) yYacTHUHOMY moarpady
G (G?) rpada G4 onpeneneHHbIM crocoGom uucno hg” (cmorpu 2:8, 3:10, (4:5). Ons onpenesnu-
Tenst D rpada G4 (3TM mOAPO3yMeBaeM: MaTPHIH A) IOCJIC TOTO IUIATHT:

D=Zh8’
T

Tae onATh MUIA noseneHus rpada G4 cymupyem uepes BCeM !mcruqnble rpacdsbr G rpacda 5.4,
M uepe3 Bce (0GOGIIEHbIE) YACTHYHEBIE HOATPadEI G rpaca GA ( %) (Cmotpm Teopemsr 2:10,
3:11, 3:12, (4:6, 4:7).

Hocne)max yacTs paGoThl YKa3bIBaeT HEKOTOpble ayreGpaMueckue CIEACTBHA HpeabIAYILMX
Teopuii. B Helt BeBoAsATCA GOPMYJIH AJIsT BHIYACIIEHA ONPEACIMTEIeH HEKOTOPHIX CENHaIbHbBIX
knaccoB rpadoB (H-rpad, F-rpad).
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