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'0 DICMANOVE ZOBECNENT p-PODGRUPY A SYLOWOVY PODGRUPY

JAROSLAV BLAZEK
Katedra algebry a geometrie matemasicko-fyzikdlni fakulty University Karlovy, Praha

-

V pracich [1] a [2] zavédf A. P. Dicman pojem |z, H 4|-podgrupy, ktery je velkym
zobecnénim pojmu =m-podgrupy (a tedy i pojmu p-podgrupy). V této préci se pro
|7, H,4|-podgrupy dokazuji vysledky analogické vysledkuim R. Baera a P. A. Gol-
berga*) jednak o konjugovanosti Sylowovych z-podgrup lokélné normélnich a lo-
kélnsd Fesitelnych grup (v § 1.), jednak vétdm o existenci a konjugovanosti Sylowovjch
n-basi n-oddélitelnych a lokélné n-odd8litelnych grup (v § Z.)-

UvVoD

V této Gvodni &¢asti price uvedeme Dicmanovu definici a nékteré vysledky
z praci [1] a [2], jichZ budeme v dal§im uZivat.

Nejprve si zavedeme tato oznadeni:

a) Symboly 4 = [«], B = [f] budeme znalit libovolné mnoziny index,

b) symboly H, = [H,], Hs = [Hg] mnoziny podgrup dané grupy @,

c) symbolem z oznaéime libovolnou neprdzdnou mnoZinu (kladnych) prvo-
tisel a

d) symbolem =’ podmnoZinu mnozmy pru'ozenych tisel skladajici se z &isla
1 a ze viech téch pfirozenych ¢&isel, jeZ maji za prvodiselné délitele pouze prvo-
¢isla z 7. :

Definice (i). Prvek a grupy G nazveme |n, H,|-prokem, kdyz ke kaidému
tndexu « € A je moZno nalézt &slo d(a) € n' takové, e a**) e H,.

Mnoinu vech |m, H4|-prokd grupy G nazveme |n, H ,|-mmoZinou v G a ozna-
&me M|ﬂ, HA, GI.

Prdg;;apu P C @ nazveme |m, H,|- podgrupou v @, jeli P podmmofinou
M T, A: . :

|7z, H4|-podgrupu P C G nazveme mammalni |7, H 4|-podgrupou v @, kdyZ
neni vlastni podgrupou Zddné |m, H ,|- podgrupy v G.

Je ihned vidét, Yo v pipad¥, kdy% mnoZina A obsahuje jediny index 1
akdyz H, = {7}**) bude |7, H 4|-podgrupa =-podgrupou a maximalni |z, H |-
-podgrupa Sylowovou z-podgrupou grupy G.

*) Viz préce [3], [4], [5] & [6].

**) j znadi jednotkovy prvek grupy G; pro kazdy komplex K v @& qznaéfme symbolem .
{K(}1 podgruptl;l v G vytvofenou komplexem K; tedy speciélné {j} znaéf jednotkovou
poagrupu v

i
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Véta (ii). Katdd |n, H,|-podgrupa grupy G je obsafena v néjaké maximdlni
|7, H 4|-podgrupé v G.*)

Véta (iii). fudié@ podgrupa, P |n, H 4|-podgrupa grupy @, P C G. Oznaéme
H, = H, CQ pro ka%dy index « € A. Pak plati

a) Miz, Hs, G| NG C M|z, H,, G,
b) P je |r, H,|-podgrupou v G.**)

Definice (iv). Systémy podgrup H,, Hgp grupy G budeme nazyvat m-ekviva-
lentnt, kdyZ
M|n, H,, G| = M|z, Hp, G|.***)

V¥ta (v). Budi# H, libovolny systém podgrup grupy G. Oznaéme D — N H..

x€A
Pak systémy H, a D jsou m-ekvivalentni prdvé tehdy, kdys ke kaZdému |7z,e H,[-
-proku a €@ je mogno uréit piirozené &islo m tak, Ze ke kaZdému indexu « € A
existuje ¢islo d < m, d € o/ takové, Ze ad € H,.T)

Véta (vi). Necht H, je libovolny systém normdlnich podgrup grupy G a necht
[Pgs] je libovolnd t¥ida konjugovanyjch maximdlnich |p, H 4|-podgrup grupy G.
Pal viechny maximdlni |p, H,|-podgrupy v G jsou konjugoviny prdvé tehdy,
kdy% ke kazdé maximdlni |p, H 4|-podgrupé Q@ C G je mono nalézt takovou pod-
grupu P e€[Pg], %e trida podgrup konjugovanych s P v grupé R = {P, Q} je
koneénd.tt) '

§ 1, OTAZKY KONJUGOVANOSTI MAXIMALNICH |n, H,-PODGRUP

V tomto odstavei nejprve odvodime nékteré dalsi vlastnosti |x, H 4|-podgrup
grupy G. Zesflenim Dicmanovy véty (iii) je

Yéta 1,1. Za predpokladi uvedenych ve vété (iii) plati:

a) Mlm, Hy, G| = M|m, Hy, G,
b) P je |n, H4|-podgrupou v G prdvé tehdy, kdyZ je |z, H 4|-podgrupou v G.

Diukaz: a) BudiZ « libovolny prvek z M|z, H,, G|. Podle definice mnoziny
M|n, H,, @| existuje ke kazdému indexu a € 4 slo d e’ tak, %e 2d e H, =
=H, G C H,. Tedy =% €H,, cot znamens M|z, H,, G|D M|, H,, G|
Protoze evidentnd G D M|n, H,, G| je M|z, Hy, G| G D M|z, H,, G|. Z to-
hoto vztahu a z tvrzeni a) véty (iii) plyne a).

b) Budiz P |=, H,|-podgrupa v @, potom kazdy jeji prvek lezi v M|x, H,, G|
a tedy podle a) té% v M|r, H 4, G|, coZ znamend, Ze P je |=, H 4|-podgrupou v G.
Obrécené tvrzeni je tvrzeni b) z véty (iii).

*) Viz [1], lemma 3, str. 138.
**) Viz tamtéZ, lemma 6 a piislu$ny dusledek, str. 138.
***) Viz [1], definice 4, str. 139.
1) Viz tamtéz, véta 1, str. 140.
11) Viz [2], véta 1, str. 1235.



Véta 1,1 ndm dovoluje udinit tuto Gmluvu: Jestlize & je podgrupa grupy G,
H , systém podgrup v @, budeme |z, H ,|-podgrupou v @ rozumdt podgrupu,
jet je |n, H,|-podgrupou v G, kde H, = H. @ pro ka¥dé a € 4.

Véta 1,2. BudiZ N normdint podgrupa grupy G. Pak pro libovolny systém
H, podgrup v G takovy, 2e N C H, pro kaZdé « € A, plati:

Y zeM|n, Hy, G| < 2N eMln, \ )
kde Ha znaét mnofinu vdech podgrup H. grupy & proaeA.
N N N
Diikaz plyne ze vztahu
zdeH, <& 29N = (zN)le %‘ ,

o jehoZ platnosti se 1ze snadno presvéddit.

Viéta 1,3. BudiZ N normdlni podgrupa grupy G takové Ze platt N C H, pro
katdé a eA Podgrupa P gmpy G obsahujict N je mazimdlng ]né( H,| podgm-

pou v G prdvé tehdy, kdyZ W je maximdint 'n, fllv ‘-podgrupou V-

Diukaz: Necht P je maximdlni |z, H,|-podgrupa v G, P D N. Z véty 1,2
plyne, Ze % je

7, ﬂ’-podgrupa v ¢ . Podle véty (ii) existuje maximalni
m, Ha

N
Q G P
i -podgrupa grupy - obsahu]ici . Podle véty 1,2 je Q [:n, H /|-
-podgrupou v G a phtom @QDOP. Z ma,mmé.lnostl P plyne P = Q, takZe
P

=N je rovnéz maximalni. h

Zcela obdobné se dokéZe tvrzeni v obraceném sméru.
V dalsim s vyhodou uZijeme oznadend, jez zavadi

Definice 1,4. Jestlite systém H, podgrup grupy G 8 kafdou podgrupou obsa-
huje ¢ vdechny podgrupy s mi asociované, resp. jsou-li vdechny podgrupy z H,
normdini v G, oznadtme |, H 4|-prvek grupy @ jako [z, H ,]-prvek, resp. (m, H ,)-
-prvek. Obdobnd oznaeni zavedeme i pro |m, H,|-podgrupy a mnoiny
M|71:, H As GI

Véta 1,5. BudiZ p prvodislo, G koneénd grupa, N normdini, P maximdini
(p, Hi) podgrupa v G. Potom prinik D = N\ P je mammdlni (p, H 4)-pod-
grupa v N

Dikaz: Evidentné je D (p, H 4)-podgrupa v N. Podle véty (ii) ex:stu]e maxi-
malni (p, H,)-podgrupa M v N obsahujici D. Podgrupa M je rovné (p, H,)-
-podgrupou- v @ a lezi tudiZ v néjaké maximélni (p, H,)-podgrupé M C @G,
pfi demZ ziejmé M (N = M. Podle véty (vi) jsou viechny maximélni

*) Symbolem % budeme v celé préci znadit faktorovou grupu grupy X podle
(normélni) podgrupy Y. Nedopatfenim tiskérny nebyl sdzen obvykly symbol X/Y.



(p, H ,)-podgrupy v G spolu konjugoviny a tedy exmtu]e prvek z €@ tak,
Ze plati
Mz = P.

Potom viak (nebof N je normélnt v @)
e Mx = (M (\N)z =Mz \N =P (N =D.

Koneéné podgrupy M a D jsou tedy spolu konjugoviny v G, coZ znamené, %e
maji stejny ¥ad, z dehoz vzhledem k M > D plyne M = D, takie D je maxi-
malni (p, H,)-podgrupa v N.

Véta 1,6. Necht P je podgrupa lokdlné normdlni*) grupy G. Pak ndsledujict
dvé tvrzeni (A) a (B) jsou ekvivalentni:

(A) Pro kaZdou kometnou mormdint podgrupu N v @ je P (\ N maximdini
(p, H,)-podgrupa v N.

(B) P je maximdlni (p, H,)-podgrupa v G.

Dikaz: 1. Necht pro podgrupu P plati (A). BudiZ = libovolny prvek z P
a X konedna normélni podgrupa v G obsahujici z. Prvek « patiici do P | X
je podle (A) (p, H,)-prvkem v X a tedy podle véty 1,1 z eM(p, H4, G). To
znamena, e P je (p, H,)-podgrupa v G.

BudiZ @ libovolné (p, H,)-podgrupa v @, pro niZ plati

(1) PCQ,

y libovolny prvek z @ a budiZ Y koneénd normélni podgrupa v @ obsahujici y.
Prinik @ () Y je ziejmé (p, HA)-podgrupa vYaz (1)plyne (PNY)C
C (@ N Y). Podle ptedpokladu o P je P ()} Y maximalni (p, H,)-podgrupa
vY, takie (P N Y) = (@ N Y). Je tedy y € P, takZe P = @ a P je maximalni
(p, H,)-podgrupa v G.

2. Necht podgrupa P C G spliiuje (B). Oznaéme N systém viech kone¢nych
normélnich podgrup grupy G a pro kaidou podgrupu N e oznaéme M (N)
mnozinu v8ech téch maximélnich (p, H,)-podgrup v N, jez obsahuji prinik
P N N. Systém mnozin M (N) pro viechny podgrupy N €N oznadme IN.
UkaZeme nyni, %e I ma vlastnosti a) aZ d) uvedené dale:

a) KaZd4 mnozina M (N) eIl je neprizdnid a konelna. Podle véty 1,1 je
P NN (p, H,)-podgrupa v N a podle véty (ii) existuje maximéalni (p, H,)-
-podgrupa U v N tak, ze (P (\ N) C U, takie U € M (N).

b) Definujeme-li v I ¢asteéné usporddani timto zplisobem:

(@) ' N,Le®R, M(N)<M(L) & NCL,
existuje k libovolnym mnozindm M (X), M(Y)eM (X, Y eN) podgrupa
Z eM, tak, 7e M(X) < M(Z), M(Y) = M(Z).

Za podgrupu Z staéi vzit kteroukoliv konetnou normélni podgrupu v G

obsahujici (koneénou) mnozinu X () Y. Existence Z plyne z lokilni normal-

nosti grupy G.
Pro libovolné mnoziny M (N), M (L) €M, pro néz plati M(N) = M (L),
definujeme zobrazeni ¢,y mnoZiny M (L) do mnoZiny M (N) timto zpisobem:

(_3—) QeM(L) » pin(@) =Q N N.

*) Lokélnd normélnf grupou rozumime grupu, jejiz kazdé koneénéd mnozina prvku
le#i v kone¢né normélni podgrups.
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Podgrupa @ N N je podle véty 1,6 maximélni (p, H,)-podgrupou v N, nebof
podle (2) N je normalni podgrupa v L. Déle je ziejmé, e P NN CQ N\ N;
takie Q (Y N € M (N).

Dalsi dvé vlastnosti ¢) a d) systému I jsou ziejmé:

c) Necht M (N), M (L), M(K)eM, M(N) =< ML), M(L) = M(K). Pak

- pxy vznikne sloZenim zobrazeni @x; & @rx.

d) Pro libovolnou mnozinu M (N) ei))? je gnwy identické zobrazeni mnoZiny
M (N) na sebe.

Systém It splnuje tedy podminky zna,mé véﬁy*) a podle ni existuje mnoZina
B podgrup grupy G, obsahujici z kazdé mnoZiny M (N) € I pravé jednu pod-

pu Py, piitem# k libovolnym podgrupdm Py, Py e‘.B ex1stuje podgrupa
PKG$ (PKGM(K)) t&k zZe (pKL(PK) PL aawa(Px)

Sjednoceni viech podgrup z P oznaéme P’. Necht z, y eP’ pak existuji
N, L e tak, Ze x € Py, y € P;. Podle vlastnosti systému P existuje podgrupa
Pxe‘,B tak, 2e Py = Px (\ N, P, = Px (\ L. Je tedy x € Pg, y € Pg, takie
zyePx C P iz 'ePyr CP'. Podgrupa Py je podle definice M (N) (p, H,)-
-podgrupou v N, takze x e M (p, H 4, N). Podle véty 1,1 jerovnéz x e M (p, H 4, G).
Mnozina P’ je tedy (p, H,)-podgrupa v G; z jejiho sestrojeni je ihned vidét,
%e P' D P, takZe pfedpoklad o maximalnosti P ddvéd P’ = P. Je tedy pro kaZ-
dou podgrupu NeR P \N=P (\N =Py maximé.lni (p, H,)-podgrupa
v N, takze P mé vlastnost (4).

K vyletfovéni dalsich vlastnosti |7, H,|-podgrup je uéelné zobecnit poné-
kud pojem iefitelné grupy.

Definice 1,7. BudiZ G koneénd grupa, H 4 systém podgrup v Q takovyj, Ze pra-
nik D = ﬂ H je normdlnt podgrupa v G. Grupu G nazveme H ,-feitelnou,

kdyZ faktorova grupa g Jje Feditelnd.

Obdobné jako v pozndmce za vétou 1,1 udinfme tuto fimluvu: Budiz @
grupa, H jeji podgrupa a H, systém podgrup v G. Pod tvrzenim, %e H je
H ,-Yekitelna budeme rozumét tvrzeni, e H je H-feditelnd, kde H) = [H ]
a H, = H, (\ H pro kaidé a € A.

Véta 1,8. BudiZ G konelnd H ,-feditelnd grupa, H podgrupa v G Pak H je
rovné% H 4-Feditelnd grupa. '

Dikaz: Oznatme H'y — [H,], kde H), = H,() H pro ka?dé a4 a D =
= (\ H,. Ziejmé ]e n H, = D () H. Protoze D je norméilni podgrupa v G,

x€4

' le D N H normélni . H Pomocf zndmé Zassenhausovy véty o &tyfech pod-
grupéch**) ziskédme tento vysledek

H H
Dp=paE"

Grupa %Ii jako¥to podgrupa Fefitelné grupy % je sama Feitelnd a tedy je
. . . * H
feitelnd i grupa TAD

*) Viz napi. Kuro# [7], str. 351—354.
*#*) Viz napi¥. Kuro [7], str. 68.



Véta 1,9. Budif G konelnd H ,-feditelnd grupa, n libovolnd (neprdzdnd)
mnozina prvobisel. Pak plati:

a) v G existuje alespori jedna maximdint |n, H 4|-podgrupa;

b) vdechny maximdint |7, H ,|-podgrupy v G jsou konjugoviny v Q.

Dikaz: Oznatme D = () H,.ProtoZe G je koneins, obsahuje systém H,

x€A
pouze koneény podet podgrup od sebe riznych a tedy systémy H, a D jsou
podle véty (v) m-ekvivalentni.

Protoze 5 je feSitelnd a protofe ke kaZdé mnoZiné prvolisel z existuje

sylowovsky délitel fadu grupy % délitelny pouze prvodisly z z, obsahuje —g—
podle zndmé Hallovy véty*) alespoii jednu Sylowovu z-podgrupu, tj. maxi-

mélni [n, %—]—podgrupu L a viechny takové podgrupy jsou spolu konjugo-

D
viny v TG)— Podle véty 1,3 je § maximélni (7, D)-podgrupa a tedy i |7, H 4|
-podgrupa v Q. JestliZze % a % jsou Sylowovy z-podgrupy v %, jsou podle

Hallovy véty konjugovany v % a tudiz podgrupy 8, a 8, jsou konjugoviny
va.

Definice 1,10. |z, H,|-podgrupu P grupy G nazveme slabé maximdlnt |, H 4|-
-podgrupou v G, kdyZ pro kaZdé prvotislo p € n kaZdd maximdint |p, H ,|-pod-
grupa v P je soutasné maximdini |p, H ,|-podgrupou v G.

Véta 1,11. Podgrupa H lokdiné normdlni grupy G je slabé maximding
(7, H 4)-podgrupou v Q, pravé tehdy, kdyz pranik H s libovolnou koneénou nor-
mdlnt podgrupou N C G je slabé maximdlni (7, H4)-podgrupa v N.

Dikaz: 1. Necht H je podgrupa v G takova, Ze jeji prunik s kaZdou koneénou
normalni podgrupou N v @ je slab8 maximalni (x, H,)-podgrupa v N. Necht
z je libovolny prvek z H a X je konednd normélni podgrupa v G' obsahujici
z. Potom z je prvkem (#, H,)-podgrupy H () X v X, takie x eM(n, H,, X) C
C M(n, H,, G), coz znamend, ze H je (w, H,)-podgrupou v G.

Budiz p libovolné prvoéislo z z. Oznaéme P maximalni (p, H 4)-podgrupu
v H a N libovolnou konednou normilni podgrupu v G. Protoze H N\ N je
koneéna normélni podgrupa v H, je podle véty 1,6 (H A N) NP =N NP
maximalni (p, H,)-podgrupa v H (| N. Podle ptedpokladu je H () N slab®
maximalni (p, H,)-podgrupa v N, coZ znamena, Ze N () P je maximélnf
(p, H,4)-podgrupa v N. ProtoZe N byla libovolné koneénd normalni podgrupa
v G, znamen4 to opét podle véty 1,6, Ze P je maximélni (p, H,)-podgrupa
v G a tudiz H je slabé maximalni (=, H,)-podgrupa v G.

2. Necht H je slab® maximalni (n, H,)-podgrupa v G, N libovolns koneéné
normélni podgrupa v @ a p libovolné prvodislo z ». Oznatme N' = H N
a P’ maximalni (p, H,)-podgrupu v N'. Podle véty (ii) existuje v H maximalni
(p; H,)-podgrupa P obsahujici P’. Podle pfedpokladu o podgrupé H je P
maximalni (p, H,4)-podgrupa v G. ProtoZe

*) Viz Ph. Hall [8].



P=NONP=HANNONP=NQOP,

plyne z vty 1,6, Ze P’ je maximélni (p, H,)-podgrupa v N, coZ znamené,
%e N’ = H () N je slab® maximélni (», H,)-podgrupa v N.

V nésledujicich vétach si ukéfeme vztah mezi slabd maximélnimi a maxi-
méilnimi (=, H,)-podgrupami koneéné, resp. lokdlnd normélni grupy.

Véta 1,12, Budif G koneénd grupa, H 4 systém podgrup v G takovy, e (\ Hy= D

x€4d .
* je mormdlni podgrupa v G. Potom kaZdd slabé maximdini |, H A|-podg€]rupa v G
'je soutasné maximdlni |7, H 4|-podgrupou v G. "

Dukaz: Podle véty (v) jsou systémy H, a D m-ekvivalentni, takZe misto
|7, H 4|-podgrup méZeme vySetiovat (%, D)-podgrupy v G. BudiZ H slabé maxi-
mélni (n, D)-podgrupa v G, pak jist¢ D C H, nebot D je evidentnd (=, D)-
-podgrupou v G pro libovolnou mnoZinu z. Budiz M maximalni (z, D)-pod-
grupa v G obsahujici H, jeZz existuje podle véty (ii). Potom, jak snadno plyne

z véty 1,3, je I slabé maximalni n-podgrupa a —'Zg— Sylowova. n-p(;dgmpa

v % Protoze pro konené grupy plati, Ze kazda slabé maximélni z-podgrupa
je soudasné Sylowovou z-podgrupou, je o= —lg— Sylowova z-podgrupa v o
a tedy op&t podle véty 1,8 H je maximélni (z, D)- neboli |7, H ,|-podgrupou
v

Véta 1,13. Budiz Q lokdlné normdlnt grupa. Potom katdd slabé maximding
(7, H,)-podgrupa v G je soubasné maximdlni (7, H ,)-podgrupou v G.

Dikaz: Budiz H slab8 maximalnt (7, H,)-podgrupa v G. Podle véty (ii)
le?i H v ndjaké maximalni (=, H 4)-podgrupé M C G. BudiZ m libovolny prvek
z M a N kdneéné normélni podgrupa v G obsahujici m; potom m e M (| N.
Podle véty 1,11 je H () N slab& maximalni (x», H,)-podgrupa v’ N, a protoZe
N je koneéns, je podle véty 1,12 H (\ N maximélni (», H,)-podgrupa v N.
Tedy plati H N\ N C M (N, neboft M (N je evidentnd (=, H,)-podgrupa
v N. Je tudiZ m e H, coZz vzhledem k tomu, %e m byl libovolny prvek z M
a vzhledem k H C M znamend H = M.

Véty 1,12 a 1,13 nelze pro obecné koneéné, resp. lokalné normslni grupy
obratit. Obrdcené véty dokaZeme pro H ,-FeSitelné, resp. lokélné H ,-feSitelné
‘grupy:

Véta 1,14. BudifZ G konmeénd H y-fefitelnd grupa. Pak kafdd maximding
|7, H.a|-podgrupa v G je siubasné slabé maximding |n, H ,4|-podgrupou v G.

Dikaz: Podle véty (v) se miZeme omezit na (z, D)-podgrupy, kde D =

= () H,. Budiz M maximilni (%, D)-podgrupa v G. Podle véty 1,3 je % ma-
«€A4

xim4lni [n, %]—podgrupa neboli Sylowova z-podgrupa v % Protoze —% je

FeSitelnd grupa, je ¥4d podgrupy %— podle znimé Hallovy véty*) roven sy-

*) Viz Ph. Hall [8].



lowovskému déliteli (f-é,du grupy %), ktery obsahuje vSechna ta prvodisla

z 7, jez déli ¥ad grupy —g—. Z toho okamzité plyne, Ze —%{— je slabé maximélni

‘[n, —g-]—podgrupou v % a tedy podle véty 1,3 je M slabé maximalni pod-
grupa v G. i

Definice 1,15. Grupa G se nazyjvd lokdlné H 4-fesitelnou, kdy? kaidd koneénd
mnogina prokd z G le£l v konelné H 4-Fesitelné podgrupé v G.

YVéta 1,16. BudiZ G lokdlné normdlni a lokdiné H 4-reSitelnd grupa, n libovolnd
neprdzdnd mnoZina prvocisel, n' C 5. Potom libovolnd (n', H4) podgrupa grupy
G lezi v néjaké slabé maximadlnt (7, H 4)-podgrupé v G.

Dikaz: PouZijeme opét KuroSovy ,,metody projekce” jako v &asti 2. da-
kazu véty 1,6 a uZijeme téZ obdobného oznateni. Budiz H libovolns (n’, H,)-
-podgrupa v G. Oznadime opét N mnozinu v3ech koneénych norméalnich pod-
grup v G. Necht N e, pak z lokalni H ,-fesitelnosti grupy G plyne, Ze N lezi
(v koneéné) H ,-feSitelné grupé a tedy podle véty 1,8 je sama H ,-FeSitelnd.
Ozna¢me M (N) mnozinu vSech téch slabé maximalnich (7, H,)-podgrup v N,
jez obsahuji prinik N () H. Podle véty 1,14 je M (N)+# 8. Systém vsech mno-
Zin M (N) pro v3echny podgrupy N € oznadime IR a Casteéné uspoiadani
v M definujeme vztahem (2). Pro M(N), M (L) eI, M(N) < M (L) definu-
jeme g@py vztahem (3). Prinik ¢ (\ N je podle véty 1,11 slabé maximélni
(7, H4)-podgrupou v N a je prvkem z M (N). Systém I m4 zfejmé vlastnosti
a) az d) a tedy existuje pfislu§nd mnozina . Sjednoceni viech podgrup z P
oznaéme H’'. Obdobné jako v dikazu véty 1,6 lze ukdzat, ze H' je (m, H,)-
-podgrupa v G a z véty 1,11 plyne, Ze H’ je slab&é maximalni (=, H ,)-podgrupa
v G. Z konstrukce H' je jasné, 7e H' D H.

Z vét 1,13 a 1,16 plyne snadno tento disledek:

Véta 1,17. V lokding mormdint o lokdlné H ,-feditelné grupé G jsou pojmy
maximdlnt (rn, H,)-podgrupa v G a slabé maximdlnt (zx, H ,)-podgrupa v Q
ekvivalentnt. .

Snadnym disledkem véty 1,16 je rovnéz véta:

Véta 1,18. BudiZ G lokdiné normdlni a lokdlné H 4-Feitelnd grupa; potom ke
katdé mmofing prvotisel n existuje v G (slabé) maximdint (7, H ,)-podgrupa.

Véta 1,19. Libovolné dvé maximdlni (m, H ,)-podgrupy lokdlné normdlni a
lokdlné H 4-reditelné grupy G jsow lokdlné konjugoviny v Q.

Dikaz: UZijeme opét Kuroovy ,,metody projekce*: Nechf R a § jsou libo-
volné maximalni (n, H,)-podgrupy v G, necht % je mnoZina vSech koneénych
norméilnich podgrup v @ a necht N e. Stejné jako v dikazu véty 1,16 lze
ukézat, ze N je H ,-felitelnd. Podle véty 1,11 a 1,17 jsou priniky R () N
a S ) N maximilni (=, H,)-podgrupy v N a tedy podle tvrzeni b) véty 1,9
jsou konjugoviny v N. Ozna¢me M (N) mnoZinu vSech téch automorfismu
grupy N, jeZ vzniknou transformovanim N pomoci néjakého prvku z G a pfe-
v4déji R YN v S \ N. Protoze R NN a S (\ N jsou konjugovény v N,
je mnoZina M (N) neprazdné a protoZe N je koneéna, je konefnd i mnoZina
M (N). Systém viech mnozin M (N) pro kazdou podgrupu N €% oznatme IN.
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Castetné usporddéni v I definujeme pomoci (2). Necht M (N) < M (L) jsou
libovolné mnoziny z M. Zobrazeni mnoziny M (L) do M (N) definujeme takto:
automorfismu ¢ € M (L) pfitadime automorfismus ¢’ indukovany automorfis-
mem ¢ v podgrupé N. Je ihned zfejmo, Ze ¢ € M (N). RovnéZ snadno se lze
presvéddit, Ze systém It mé vlastnosti a) az d). Existuje tedy mnoZina B
obsahujici z ka?dé mnoZiny M (N) pravé jeden automorfismus gy. Sestrojime
nyni automorfismus x grupy G timto zptsobem: Budi% g libovolny. prvek z G
a N libovolns koneéns normélni pedgrupa v G obsahujici g. Pak definujme
g* = g°~. Z vlastnosti mnoZiny P je ihned zfejmo, Ze g“ nezavisi na vybéru
mno%iny N, ze R* = 8 a %e u je lokdlné vnitini automorfismus grupy G.

Véta 1,20. BudiZ G lokdIné normdlni grupa. Pak libovolné dvé maximding
(p, H4)-podgrupy grupy G jsou lokdlné konjugovdny v G.

Dtkaz lze vést obdobnd jako dikaz pfedchazejici vEty pouze s tim rozdi-
lem, %e misto véty 1,11 se uZije véta 3,6, pro niZ nepotfebujeme lokilni H ,-
-fesitelnost grupy G. :

Yéta 1,21. BudiZ G lokdiné normdint a lokdiné H 4-fesitelnd grupa, M jejt
maximdlni (7, H4)-podgrupa takovd, Ze tiida podgrup s nt konjugovanych v G
je koneénd. Potom lthovolné dvé maximdini (z, H ,)-podgrupy v G jsouw konju-
govdny v Q.

Dikaz: Oznadme t¥du podgrup konjugovanych v G s M timto zplisobem:
(4) M, M, ..., M,, M,=M, nptiroz. & '

Piedpoklidejme, %e v G existuje maximdlni (x, H,)-podgrupa M’, jeZz neni
konjugovana s M v G. Za tohoto pfedpokladu lze nalézt v M’ prvky m;, ms,
..., my, takové, Ze

(5) minoneM; (i=1,2,...,n).

Podle véty 1,19 jsou podgrupy M a M’ lokélnd konjugové,ny v Q. Tedy —
jak plyne z definice lok4lné vnitiniho automorfismu — existuje v M mnoZina
prvka m,, m,, ..., m, a existuje prvek g e@ tak, Ze

(6) gimg=m, (=12,...,n0).

PonévadZ g~ Mg je jedna z podgrup (4), miZeme psit g~ Mg = M,;, kde k
je n&které z &isel 1, 2, ..., n. Podle (6) je tedy m; prvkem podgrupy M;, co .
je 've sporu s (5). Jsou tudiZz viechny maximalni (=, H,)-podgrupy v @ kon-
jugovany s M, ¢im?% je dikaz proveden.

Vysledky obsaZené v tomto paragrafu ukazuji, Ze zdkladni véty tykajici se
existence a konjugovanosti Sylowovych podgrup a Sylowovych z-podgrup
(viz zejména price [3] a [4]) lze pii vhodném zobecnéni nékterych pojmu
dokézat i pro daleko obecndjsi piipad maximdlnich |n, H,|-podgrup.

§ 2. OTAZKY EXISTENCE A KONJUGOVANOSTI SYLOWOVYCH |7, H,4-BAST
V této &tasti price se budeme zabyvat zobecnénim zndmych v&t o Sylowo-

vych basich pro Dicmantv pojem |z, H ,|-podgrupy.
Nejprve je tfeba zavést nékteré pojmy a odvodit nékolik vét pomocného rizu.
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Definice 2,1. Necht H, je libovolny systém podgrup grupy G, n libovolnd mno-
Zina prvotisel. Mnofinu & podgrup grupy G mazveme Sylowovou |, H,|-basi
. grupy G, kdyZ

a) kaZdd podgrupa S €S je maximdini |p, H,|-podgrupou v G pro vhodné
prvotislo p e, .

b) ke kaZdému prvolislu p z n existuje v & prdvé jedna (maximdini) |p, H 4|
-podgrupa S,.

c) je-li =’ libovolnd kometnd podmnofina mmnofiny m, je podgrupa vytvorend
vdemi podgrupami S, €S, pro néZ pen’, |n', H4|-podgrupou v G.

Oznalime-li my mnoZinu vdech téch prvobisel z m, pro néf piislusnd |p, H,|-
- -podgrupa 8, z & nent trividini*), budeme Sylowovou |, H 4|-bast grupy @ ro-
zumét Sylowovu |m,, H4|-basi.

Je-li mnoZina n (anebo m,) prizdnd, definujeme Sylowovu |m, H,|-basi

grupy G jako mnoZinu sklddajict se z jediné podgrupy D = () H,.
x€A

Je zfejmé, ¥e v piipadd, kdy% systém H, obsahuje jedineou podgrupu, jez
je jednotkovou podgrupov v @, je Sylowova |n, H,|-base v G Sylowovou
z-basi grupy @.

Definice 2,2. BudizZ G konetnd grupa a mechf m a H, majt tyZ vijznam jako
v definici 2,1. Normdini (koneényj) fetézec

(7 , ¢=N,DN,D...ON,=E ={j}
se nazyvd |, H 4|-oddélitelmym fetézcem v G, kdy% pro kaidy index k, 1 <k <r

k-1

Ny
prvobislo p € m, prifems H,(k) = (Ve %H") N pro kadé a z A a H 4(k) je
k .

mnoZina vdech H, (k) pro « € A. i
Grupa G se nazyvd |, H 4|-oddélitelnd, kdyZ v ni existuje |n, H 4|-oddélitelny
fetézec.

Véta 2,3. BudiZ N normdlnt maximdlni (z, H,)-podgrupa grupy G; pak
M(n, Hy, G) = N.

Dukaz: Budiz « libovolny prvek z M(x, H,, G); oznadme M = {x, N}.
ProtoZe N je normalni podgrupa v @, ma kaidy prvek z M tvar 2*n, kde
n € N. ProtoZe z je (n, H4)-prvek a N (=, H,)-podgrupa v @, existuji ke kaz-
dému a€A &isla d a d' z o ta.k, Je ' e H,, (xn)? = 27, 7 e N,(R)* eH,.
Protoze H je normélni podgrupa v G, existuje % € H tak, ze (2*#)" = h (%)%,
tedy dohromady

(8) (x*n)* e H.

Existuje tudi ke kazdému indexu « €4 ¢islo d.d’ ziejmé z n' tak, Ze plati
(8), coZ znamens, %e x*n je (=, H,)-prvkem v G a tedy je M (=, H ,)-podgrupou .
v Q. Ze sestrojeni M plyne M D N a protoze N je maximalni (7, H,)-pod-

plati: v grupé existujt netrividing |p, H, (k)|-podgrupy nejvgde pro jedno

*) |p, Hy|-podgrupu P grupy G nazveme trividlni |p, H,4|-podgrupou v @, kdyz
PC() Ha
1]

10



grupa v G, musf byt M = N, takée x € N. Tedy M (=, H,, ) C N a vzhledem
k tomu, %e vztah M (%, H,, G) D N je splnén pro kaZzdou (=, H,)-podgrupu,
je M(n, Hy, G) = N.

Vita 2,4. BudiZ Q grupa, N normdlnt podgrupa koneéného indexu v G a p
prvotislo. Potom ndsledujict dvé turzent jsou ekvivalenini:

(a) M(p, N, G) =
(b) tndex N v G je nesoudélny s p.

Diukaz: Necht neplati (b), tj. necht index podgrupy N v @ je délitelny p.
Potom #id faktorové grupy % je délitelny p a tedy v ni existuje prvek azN

ta4du p, tj. (xN)*» = N, tak¥e 2z e N azeM(p, N, G). Nemﬁze viak byt z e N,
nebof pak by zN = N. Tedy je M(p, N, @) # N.

Necht neplati (a), tj. necht M(p, N, G) # N. ProtozZe je M(p, N, G)D N,
musf existovat prvek z tak, ¥e x e M (p, N, &) a 2 non € N. Podle definice mno-

Ziny M(p, N, Q) existuje pro prvek z celé nezdporné &islo k tak, %e z” eN.
Potom #4d xzN jakoito prvku v % je délitelem d&isla 9* a ponévadZ Gx
non € N, musf byt ¥4d N v&t¥ nez 1. Tedy podle Cauchyovy véty je ¥ad x
délitelny prvodislem p, takZe neplati (b).

Z véty 2,4 plyne snadno tento vysledek: BudiZ G (koneénd) |x, H ,|-oddeli-
telnd grupa, H, systém podgrup takovy, Ze D ﬂ H, je normélni podgrupa

v G a nechf m obsahuje vSechna prvodisla, jeZ ]sou déliteli ¥4du grupy g ;
potom g je Yefitelnd a tedy G je H 4-Felitelnd grupa.

Sklada:li se systém H , podgrup |, H A]-oddéhtelné grupy G z jediné pod-
grupy H, = E, je ztejm$ podgrupa

Hl(k) — (Nk—l nkE) N.k

k=1,2,...,71)

z deﬁmce 2,2 rovna jednotkové podgrupé v 1\17V-1 a tedy podle véty 3, 4 a de-

finice 7-odd8litelného. fetdzce je fetézec (7) m-oddélitelny, tak¥e grupa G je
nroddslitelns. Pojem |z, H,|-oddélitelné grupy je tedy zobecnénim pojmu
n-oddélitelné grupy.

Vita 2,5. Bmhé G grupa, D, M, N jeji normdlnt podgrupy takové, Ze DM
md koneé’ny tndex v G a %e G D M D N, p prvodislo. Potom platt

M[,DN G]__DN=>M(,DM G) DM

N °N)T N M M) M
Dikaz plyne z véty 2,4, jez ndm dovoluje pfevést otdzku na nesoudélnost
indexu —Qllvga—pﬁv ¢ B
N "N* xm VumsP '

Véta 2,6. BudiZ D normdint podgrupa grupy G, p prvotislo. Pak vé'echny
(p, D)- podgrupy v @ jsou trividint prdvé tehdy, kdyi M(p, D, G) =
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Dikaz: Necht M(p, D, G) # D; potom — vzhledem k M(p, D, @) D D —
ex1stu]e (p, D)-prvek x €@ nelezict v D. Protoze D j je normélni (p, D)-podgrupa,
v G, je P = {z, D} rovné% (p, D)-podgrupou v @ (viz napt. dikaz véty 2,3)
a protoZe # non €D, neni P trividlni (p, D)-podgrupa v G. — V obraceném
sméru je dikaz evidentni.

Véta 2,7. BudiZ G [n, H4)-oddélitelnd grupa a (7) [n, H ,]-oddélitelny retézec
v GPak katdé zjemnéni Fetézce (T) je opét [w, H 4]-oddélitelny Fetézec v Q. '

Dikaz: Protoze G je koneéna grupa, je kaZdé (vlastni) zjemnéni Fetézce
(7) koneény Fetézec a tedy stadi vétu dokazat pro zjemnéni tvaru

9 G@=N,DON,>..ON,,ODMON>D..ON (1<i=r).

RovnéZ z koneénosti G plyne, Ze systém H, obsahuje pouze koneény podet
riznych podgrup, takZe podle véty (v) je M[n, H,, G] = M (=, D, @), kde
D = ( H, je normélni podgrupa v @

a€Ad .
OZnaémeD.i:(.Ni_l nD) Ni, .Dluz (N'i-l n.D) M,DI =,(M nD)Ni.PI'O-
toZe viechny faktory i\;\';—l pro k=1,2, ..., i—1,%+ 1, ..., r jsou

stejné jak v Fetézci (7),tak i v (9),stadi k dikazu (z, D)-oddélitelnosti Fetézce

(9) ukazat, %e pro kazdé prvodislo p € n, pro néz jsou viechny [p, —1?7._]'1)0(1'

grupy v i\lrv'—_l— trividlni, jsou trividlni i viechny (p, %}!—}podgrupy v Nl;;

a viechny (p,v —llzr—l'jl]-podgrupy v % Podie véty 2,6 stati tedy dokazat

implikace (pro viechna prvoéisla p € x):

D, N\ D Dy Niy)_ Du

1) Mp, 3 ) - =M (n G )= D
| D, N\ D Dy MY Dy

(1) M[”’ DA J W, [ W, "N?]‘ N,

Vztah (10) plyne ihned z véty 2,5, kdyz misto D, resp. N, resp. G, resp. M

olozime N;_; N D, resp. N, resp. N;_,, resp. M. Vztah (11) dokdZeme takto:

%echﬁ plati levé strana implikace (11) a nechf zN; je gbovoln)'r prvek z
Dy M . Ni, M Dy A

M [p, N, -NT] Potom — protoZe N, > ) A N, ) N, a tedy

D, Ni, Dy M D, N—ll__l?i_
M[ NN, ]DM( PN, ’W?)_’”N‘EM[p'N N, )"

tj. z € D; = (Ni_y, () D) N;. Ponévadz zN; je prvek grupy —1%[7, jex e M atedy
xe Dy = (M ( D) N,. Tedy

Dy M Dy

M (e ) W

a protoZe trividlng plati inkluse obrécend, je tim (11) dokizano.
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Po téchto piipravnych vétich miZeme jiZ pﬁstouplt k dikazu prvnf z hlav-
nich v&t tohoto paragrafu. :

Véta 2,8. Budif G =, H 4l -oddélitelnd grupa, ' libovolnd podmnoZina mnofiny
proolisel m; pak v @ existuje alespori jedna Sylowova [n', H 4]-base a viechny Sy-
lowovy [, H,]-base v G jsou konjugovdny v G.

Dikaz: Provedeme indukef podle ¥4du grupy @. Pro G = E véta ziejms
plati, budiz tedy grupa G tAdu n > 1 a necht véta plati pro viechny grupy,
jejichZ ¥ad je mensf neZ n. ProtoZe pro kaZdé prvoéislo p, jeZ nedéli n, je katdé
[p, H A]-podgrupa v @ trividlni, méZeme bez omezeni obecnosti predpokladat
%e mnoZina n obsahuje pouze prvoéisla délici » a tedy je kone¢na. Necht =’
se sklddd z prvodisel p,, ps, ..., px. Pro k =1 je v&ta specidlnim piipadem
véty (vi); tedy v dalsim budeme piedpoklidat £ > 1. ProtoZe G je koneénd
grupa a t.edy systém H, obsahuje pouze konelny podet navzajem raznych
podgrup, muZeme se podle v&ty (v) omezit na systém o jediné podgrupé

= () H,, jez je normalni v ¢. Budiz

aEA

(12) G=N¢DNiD...ODON; =E

(=, D)-oddélitelny fetézec v Q. Spole¢né ZJemnéni (bez opakqvam) fetézce (12)
a Fetézce @ O D D E oznadme

- (13) G=N,DON,D...ON,=E.

V ptipadd D =@ je M(z, D, G) =G pro libovolnou mnofinu prvodisel 7
a véta je splnéna trivialné. Budeme tedy v dalsim pfedpoklidat G 5= D.

Podle véty 2,7 je fetdzeo (13) (=, D)—oddéhtelny UkéZeme nyni, Ze pro pod-
grupu N, Fetdzce (13) plati G = N, # E: Je-li D # E, je toto tvrzeni evidentni,
nebot (13) je zjemnénim (bez opakovani) fetézce G:) DDOE. Jelli D=E,
.je fetézec (13) m-oddélitelny a z piedpokladu 4 > 1 ihned plyne dokazované
tvrzeni. Je tedy ¥4d N, mensi nez n. V daldim oznadime N, = M.

1. Necht pro viechna prvoéisla z ' jsou viechny ( Dis g] podgrupy (tj.

‘vlastné p;-podgrupy) v TG{— trivialni, takZe podle véty 2,6 pl&ti

"M &) M
oo 5o w) =
pro kazdé prvodislo p; z »’. Budiz
(14) & =(8,8,, ...,8%),

(kde 8; je (pi, D)-podgrupa v M) libovolns Sylowova (n', D)-base v M, je% exi-
_stuje podle indukéntho ptedpokladu. BudiZ 8; pro ¢+ = 1, 2, , k maximaln{
(pi, D)-podgrupa v @ obsahujici S; a z jeji libovolny prvek. Tudizz e M (ps» D, @)

a tim spife x € M (p;, M, G) (nebot evidentné D C M), takZe podle véty 1,2
G

M
zM e M[p;, 3 M] S & coZz znamend x €M a tedy x e M ) S;, aviak

podle v&ty 1,5 je M N §; = S;pros = 1, 2, ..., k, tak¥e z €8,, z deho¥ plyne
S; = 8. Tedy base (14) je soudasnd Sylowovou (=, D)-ba.si v G. — Zcela
obdobné lze ukazat, %e kazda Sylowova (n’, D)-base v G je rovné% Sylowovou
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(', D)-basi v M. Déle je ziejmé, Ze Sylowovy (n', D)-base v M konjugované
v M jsou soudasné konjugoviny i v ¢; tedy v tomto piipad® plyne platnost
dokazované véty pro grupu @ ihned z indukéniho ptedpokladu o M.

2. Nechf pro (pravé) jedno prvodislo z z’ — budeme pfedpoklidat, Ze je to

M M . . M _ G ..
Dy — pla.ti M (pl, SR —]Y] #* i Potom podle véty 2,4 je mdex—ﬂ—[ \7a &ili

index M v @ délitelny prvodislem p,. Necht je dglitelny praveé p°, b = 1. Budiz
(14) (n D)-ba,se v M (jez podle predpokladu existuje), plitemz . 8, je pro
1 =1, , k maximélni (p;, D)-podgrupa v M. Protoze D je (p;, D)-podgru
pou v M pro kaZdé prvoéislo p; a protoZe D je normélni v G a tedy i v M, je

Dc:Si(i=1,2,...,k).Oznaéme£=G Y _ g5 =8 =1,2...

D D "D
., k). Podle véty 1,3 je
= (8 Sy ..., 8)

Sylowovou #’-basi v M. ‘Necht ¥ad (Sylowovy py-podgrupy) 8, je roven p,°,
¢ = 0, pak — vzhledem k tomu, %e p,* je nejvys&i mocnina p, délici index M

v G a tedy i M v G —jeps,c=b+ ¢ nejvysi mocnina p, obsatens v ¥adu
fi grupy G. : ) ) )
Oznalme dile N(Sp, M), resp. N (&p, G) normalisdtor mnozinového sjedno-
ceni podgrup z &p v M, resp. v &. Podle indukéniho pfedpokladu jsou viechny
Sylowovy (', D)-base v M konjugovény v M a tedy i viechny Sylowovy

n'-base ©p v M konjugovany v M. Index N(Sp, M ) v M, ktery oznadime h,
je zi'e]mé roven pottu viech n'-basi v M a protote M je normélni podgrupa
v @, je index N(Sp, G) v @ roven témus &islu k. Necht p,° je nejvyssi mornina
p, obsa¥ens, v k. Protoze 3, je Sylowovou p,-podgrupou v M, je 8; (} N(Sp, M)
Sylowova p,-podgrupa v N(Sp, M) a tedy m4 ¥ad p,*—*. Podgrupa 8, () N(Sp, M)
le#f v jisté Sylowové p,-podgrups S; = —D‘— v normalisitoru N(Sp, @), pritemy
¥4d 8] je roven p,°—*. ProtoZe

S{ C N(YD’Z}} (e N(gv (T):
je S, zéménn4 s ] a podgrupa S,.8; =8’ = %— bude p,-podgrupou v G.
Ziejmé& je S, N S; = 8; N N(Sp, M).a tedy S;’ mé ¥4d rovny

plc’+ (c—e)—(c'—e) — plc,
coZ znamend, Ze je Sylowovou p,-podgrupou v G. ProtoZe rovnéz
8 CN(Gp, AT NB,G) (=23,...,k),
je

RS =
Tedy systém podgrup
Q' Q "y SB v Sk ’
(Sl,Sz,. Sk)——D—— D,...,T‘

S 6=2,3,...,k).
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tvoi Sylowovu a’-basi v @. Podle véty 1,3 je tedy
1,, S’, . ..,Sk
Sylowova (a', D)-base v G.

Zbyva jektd doké,za.t konjugovanost libovolnych Sylowovych (n', D)-basi
v G. Budtez

(15) Sl’ Sa, ooy Sk,
(16) 'Rl’ _Rz, ooy .Rk

takové base, pfitem% S; resp. R; pro+ = 1, 2, ..., k je maximélni (p;, D)-pod-
grupa v G. Prumky Si=MNS;a R1 M R, jsou podle véty 1,6 maximalnf
(n', D)-podgrupy v M a tedy

(17) 81, Sgy ..., S & Ry, Ry ..., Ry

jsou Sylowovy (a’, D)-base v M, jez podle indukéniho pFedpokladu jsou kon-
jugovany.v M. Existuje tedy prvek z € M tak, Ze

Si=2z'Rz, S;=z'Rzx (4+=2,3,...,k).

Tento prvek z transformuje basi (16) v basi

(18) 2Rz =T, Ss Ss ...y Sk

Nyni ukiZeme, %e base (18) a (15) jsou konjugovdny v G: Oznadme
X={88,....,8} Y={T,8,...,8}.

Protoze je
2R, \ M)z =2'Riz = 8, = 8, M,

plati T, N\ M =8, () M a ponévadi proi = 2,3, ..., kje 8; C M, je rovndi
X NM =Y () M. Nazvéme tento prinik H. Podgrupa H je normélni v X
a v Y atedy i v podgrupé {X, Y}. Maximaln{ (p,, D)-podgrupy 8,aT,v{X, Y}
jsou podle véty (vi) konjugoviny v {X, Y} a tudiZ jsou v této podgrupé kon-
jugovany i podgrupy {H, 8} (= X) a {H, T} (= Y), takZe base (18) je kon-
jugovana s jistou (n’, D)-basi grupy X. -

Jestlize X je vlastni podgrupa v @, pak z indukéniho pfedpokladu ihned
plyne dokazované tvrzeni.

JestliZe X = @, je nutné i ¥ = @, coz miZe nastat pouze tehdy, kdyZ =
obsahuje viechny prvoéiselné délitele n a n’ = m. Oznaéme prot = 2,3, ..., k.

{SI’ 2y o e 0y Si—l! S{+1, oo ey Sk} ’
= {Tl’ Sﬁ, .o S‘i—l’ S‘H"l, e ooy, Sk} .

Stejnym zptsobem ]a.ko byla dokézéna kon]ugovanost X a Y lze dokézat, Ze
X; a Y, jsou konjugovény v @ pro i = 2, 3 ., k. Pondvadz @ = Y = Y,.8,,
je mozno nalézt prvek y; € S; tak, Ze k

(19) Y Yyi=X; (0="23,...,k).
BudiZ j n&které z &isel 2, 3, ..., k, ruzné od +; potom
¥ 'Sy C{Si, 83}
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a podle (19) je y;~'Sjy; C X;, takZe
(20) y,,',-llg, i={Si’Si} n.X.3=S,' (1: #j, ":,?.=2, 3, ...,k).

Necht yz,' Yss - - ., Yr jsou prvky z S,, S;, ..., S; vybrané tak, Ze plati (19).
Potom z (20) plyne pro prvek y = 4y,, ..., ¥k
(21) y_l iy=S,' (’l:=2, 3, ooy k)

Pro T, 1ze odvodit vztah

y TwCX, 6=23,...,k),
takie y Ty C {k\ X; = 8;. Z maximalnosti 7', a S, plyne
22) = y Ty = 8,.

(21) a (22) ukazuji, Ze base (18) a (15) jsou konjugoviny v @ a tim je dikaz
véty 2,8 i v tomto pifpadé proveden.

Véta 2,9. BudiZ G podgrupa [n, H)-oddélitelné grupy G. Pak G je [n, H]-

-oddélitelnd grupa, kde H,=H,NG a H, je systém vdech podgrup H, pro
a€A.

Dikaz: Protoze G je koneénd grupa a tedy systém H, obsahuje pouze ko-
neény podet rtznych podgrup, miZeme jej nahradit systémem sklidajicim se
z jediné podgrupy D = () H,, normilni v G. Tedy @ je (=, D)-oddslitelna

x€A

a podle vét 2,4 a 2,6 je % n-oddélitelna. Z dédi¢nosti m-oddslitelnosti plyne,

Ze i —D—G je m-oddélitelna a tedy — neboﬁ = ————— —Tr0VNné% L_
D DNG@ D NG
]e n-oddélitelnd. Potom podle véty 1,2 je G (%, D () G)-oddé&litelns &ili
(7, H4)-odd&liteln4.
Privé dokizand véta ndm umoZnuje uédinit pro podgrupy |=, H,|-oddélitel-
nych grup imluvu analogickou dmluvé za vétou 1,1. Ve zbyvajici ¢asti prace
budeme i této imluvy uzivat.

Definice 2,10. Grupa @ se nazyvd lokdlné |z, H ,|-oddélitelnou, kdyz ka*dd
koneind mmotina 7eywh prokd leét v (konebné) |m, H ,|-oddélitelné podgmpé
grupy G. :

Véta 2,11. Budiz G lokdlné mormdlni a lokdlné (m, H ,4)-oddélitelnd grupa
a budiZ n' libovolnd neprdzdnd Edst mnofiny m. Potom existuje v G alespori jedna
Sylowova (7', H 4)-base a vSechny Sylowovy (n', H 4)-base grupy G jsou lokdiné
konjugovdny v G.

Dtkaz provedeme podobnd jako diikaz napf. véty 1,6 pomoci KuroSovy
,;mnetody projekce‘‘. Necht op&t N je systém vSech koneénych normalnich pod-
grup v G. Pro kaidé N eN oznatime M (N) mnozinu vSech Sylowovych
(w, H4)-basi v N. ProtoZe G je lokalné (=, H,)-oddélitelnd, je N obsaZena

v (konedné) (m, H4)-oddglitelné podgrupé grupy @, takZe podle 2,10 (s nésle-
du]101 umluvou) je N sama (%, H ,)-oddé&litelna a véta 2,8 zaruduje, Ze mnozina
M (N) je neprézdni. Koneénost mnoZiny M (N) je evidentni.
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V systému I viech takto definovanych mnoZin M (N) definujeme ¢istetné
usporadani vztahem (2).

BudiZ B = [B] mnoZina indext takovéa, Ze mnoZina prvodisel pp = [ps} = =
a budtez M (N) a M (K) libovolné mnoZiny z IR, pro néz plati M (N) < M (K).
Projekei ngy definujeme timto zpisobem: Je-li X'(K) = Sp(K) = [Ss(K)] libo-
volna Sylowova (7, H4)-base v K (a oviem Sz(K) znamena maximalni (pg, H 4)-
-podgrupu v K pro ka?dé B € B), polozime mgyu(Z(K)) = Ss(K) \ N, coz je
— jak snadno plyne nap¥. z véty 1,11 — Sylowova (%, H,)-base v N.

Systém I spliiuje — jak se lze snadno presvédéit — podminky KuroSovy
véty a tedy je mozno vybrat pro kazdé N €N jistou basi Z'(N) e M (N) tak, ze
libovolné dvé takto vybrané base X'(N) e M (N) a 2'(L) e M (L) jsou obrazy
v projekei mgy resp. mgy téZe base X(K) vybrané z mnoZiny M (K), pro ni%
plati M(K) = M(N), M(K) = M(L).

Oznadme C = [y] mnozinu indexu takovou, Ze plati p¢ = [p,] = &’ a budiz
P, libovolné prvodislo z n’. Nazvéme 7', spojeni (p,, H,)-podgrup S,(N) z uve-
denym zpisobem vybranych basi X'(NV) pro viechny podgrupy N eR. Ziejms
pro kazdé K e je T, N K = 8,(K) a tedy podle véty 1,6 je 7', maximaini
(py, H4)-podgrupou v @. Lze se pf'esvédéxt Ze systém [T] pro y €C tvoti
(n', H,)-basi v grupé G.
~ Zbyva dokézat lokilni konjugovanost libovolnych Sylowovych (n', H 4)-basi
grupy G. V této dasti dikazu uZijeme op&t ,,metody projekce': Necht [7',]
a [U,] jsou libovolné Sylowovy (n’, H,)-base v G. Pro kaidou pedgrupu
N e jsou podle véty 1,6 a 1,11 [T, \ N]a [U, N N] Sylowovy (', H,)-base
(v N). Oznaéme A4 (N) mnoZinu vSech t&ch vnitinich automorfisma grupy N,
jez prevadéji basi [T, | N] v basi [U, N\ N1. V systému U vi8ech A (N)_pro
Nef deﬁnu]eme tastedné usporddani pomoci (2) (s pfislu§nou zménou ozna-
geni) a ,,projekeci® pomoci indukovaného automorfismu. Obdobnym zptisobem
jako v posledni ¢4sti dikazu v&ty 1,19 zkonstruujeme pak lokiln& vnitini auto-
morfismus grupy @ prevadéjici prvni z danych basi v druhou.

V paragrafu druhém byly odvozeny véty zobeciiujici véty o Sylowovych
n-basich (a véty s nimi souvisejici). Zejména véty 2,8 a 2,11 ukazuji, Ze pro
pojem |z, H 4|-podgrupy lze odvodit i silné véty o existenci a konjugovanosti
Sylowovych basi.

Vétami v praci uvedenymi nejsou nikterak vyderpany viechny vysledky, j ]ez
lze na |n, H Al-podgrupy prenést. Spise jde o ukazku metody, které lze pii
zobecnovani uZit a o odvozeni nékterych zékladnich vlastnosti |=, H,|-pod-
grup, jichz lze pak pti dukazech pouZit.

LITERATURA

[1] DiomaN A. P., On an extension of Sylow’s theorem, Ann. of Math., 48 (1947),
137—146.

[2] Diomax A. P., O teopeme CunoBa, Dokl. ak. nauk, 59 (1948), 1235—1236.

[3] BAER R., Sylow theorems for infinite groups, Duke Math. Journ., 6 (1940), 598 aZ 614.

[4] GoLBERG P. A., CHIIOBCKHe 7-MOAPYIIH JOKAJIbHO HOPMAJBHLIX IPYIIN,

[6] GoLBERG P. A., CuitoBcKue (a3l 7-OTAEIUMBIX I'PYII,

[6] GoLBERG P. A., CHiI0BCKEE 6a3bl BEeCKOHEYHHIX Ipymi,

[7] KuroS§ A. G., Teopusa rpynm, 2. vyd.,

[8] HaLL PH., A characteristic property of soluble groups, Journ. Lond. Math. Soc. .o
12 (1937), 198—200.

2 Mathematica et Physica 2 17



ON DIETZMANN’S GENERALIZATION OF p-SUBGROUPS AND SYLOW
SUBGROUPS

Summary

In the papers [1] and [2] by A. P. Dietzmann a very general extension of the con-
cept of the p-subgroup — |z, H,|-subgroup — has been defined. It is the purpose of
this paper to prove other properties of this concept and to investigate the possibility
of the generalization of some theorems concerning p-subgroups, n-subgroups and
Sylow subgroups for the concept of the |7, H 4|-subgroup. .

The paper begins (introductory paragraph) by restating Dietzmann’s definition of
the |7z, H 4|-subgroup and some of his results (definition (i) and theorems (ii), (iii),
(v), and (vi)).

In part 1 the concept of the H 4-soluble group is defined which is a generalization of
the notion of the soluble group (definition 1,7), and some theorems are proved that
are parallel to the results of Baer [3] and Goldberg [4] concerning: 1. conjugation of
all the maximal |7, H 4|-subgroups of any H 4-soluble group (theorem 1,9), 2. relations
betveen the maximal and weakly maximal |7, H4|-subgroups (theorems 1,12—1,17),
and 3. local conjugation of all the maximal |7z, H4|-subgroups of a locally normal*)
and locally H 4-soluble group (theorem 1.19).

Part 2 gives the definition of the Sylow |n, H,|-basis and of the |n, H 4|-separable
group, which are generalizations of well known concepts of Sylow n-basis and n-sepa-
rable group (definitions 2.1 and 2.2). The properties of these concepts are shown in
lemmmas 2.3—2.7. Theorem 2.8 is analogous to the theorem concerning the existence
and the conjugation of Sylow n-bases of a m-separable group, as well as theorem 2.9
to the theprem concerning the existence and the local conjugation of Sylow n-bases
of a locally normal and locally =-separable group (cf. [3], [4], [5] and [6]).

The results of this paper show that for the concept of the |r, H,|-subgroup it is
possible to obtain all the fundamental theorems valid for n-subgroups, Sylow n-sub-
groups, and Sylow n-bases.

OB OBOBIIEHUU ITOHATHUA p-IIOATrPYIIIHI 1 CUJIOBCKOI
NoArPyIIIIbl BBEJEHHBIM A. I1. JUIIMAHOM

Pesiome

B paGortax (1) u (2) BBogur A. II. [TlunMaH nmoHATHE [n, H A[-nonrpyrmu, KOTOpOe
ABJsAeTcA GoabIMM 0606LeHeM IOHATHA n-NOATPYNNH (U CJiefoBaTeJbHO, P-NOX-
rpyunns). B HacTosmei#t pa6oTe MOKA3LIBAIOTCA HEKOTOPHIe CBOMCTBA 3TOro IOHATHA
M M3y4YaeTCsl BO3MOMKHOCTH 000GIeHus s |7, H,|-NOArpynn TeopeM, KAcalOIMXCA
A-TIOATPYMI, CUIOBCKUX 7-TIOATPYII U CUIIOBCKUX 7-6a3.

B BBOgHON uyacTM padOTH NPUIIOMMHAeTCsA ompenejieHMe [{HIMaHa M HEKOTOPHIE
€ro TeopeMsl, ¢ KOTOPHIMH MHl GyaeM BCTpedaThcA B NadbHeillleM (ompeneiieHne (i)
u teopemsl (ii), (iii), (v) u (vi)).

B nepsBoit yactm paGoTel omnpenelisieTcA NmoHaTHe H 4 -paspemmmoit rpynnm (1,7)
ABIALIeecH 06001eHeM MOHATUA pa3peliMMoii TPYNNL M HOKAa3HBAIOTCA TEOPeMH
aHajoruyusie TeopemaM Bapa (cm. [3]) u Toab6epTra (cM. [4]) Kacaomuecs CONpAKeH-
HOCTH BCeX MaKCUMalbHHX |7, H ,|-momrpymn H ,-paspemmmoit rpynns (Teopema

*) = Baer’s “‘locally finite” in [3].
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1,9), COOTHOILIEHMI MeKNYy MAKCHMAJbHHIMA M cI1a60 MaKCHMANbLHHIMH (CM. oIpexe-
aenue 1,10) |z, H Al-nonrpynnamu (Teopemn 1,12 —1,17) m JOKaJbHOU coONpseH-
HOCTH BCEX MAaKCUMAJbHBIX |7, H 4|-mogrpynn JoxaibHO Hopmanbnoﬁ H JIOKAJIBHO
H 4-paspemmmoit rpynn (Teopema 1,19).

B mpyroit yactm paGoTel OIpeneNAIOTCA IOHATHA clmoncnon ln, H A| -6asu m
|7, H,|-oTHeNMMoO#t TpYNIE, KOTOPHE HBIAITCA 060GIIEHAAMEM H3BECTHHIX IOHHA-
Tt (onpeneseHus 2,1 u 2,2). CBoiicTBa 3TUX IIOHATHA U3ydeHH B 2,2 — 2,7. Teopema
2,8 ABNAETCA aHAJIOTHell TeopeMH O CYIIeCTBOBAHHMH U CONPHAMKEHHOCTH CHIOBCKHAX
n-6a3 7m-OTHENMMON IpPYNNH M TeopeMa 2,9 ONATH BIAETCA AHAJIOrHEH! TeopeMHl
0 CYI[eCTBOBAaHMM M JIOKAJIbHO!I CONPAKEHHOCTH BCEX CUJIOBCKUX #-6a3 JIOKAJILHO
HOPMAJBHOR M JOKAJbHO m-OTHeNuMMOl rpynnu (cm. pabotu [3], [4], [5] u [6].

W3 pesyabraToB 3roff paGoTm ciexyer, uTo Ha ciayuyaft |=, H A[-nonrpynm.l
MO’KHO IIepPEHeCTH BCe OCHOBHHIE TeOPeMhl NOJdy4eHHbe A n—nonrpynn CHJIOBCKMX
A-MIORTPYII U CHIOBCKUX 7-6a3.
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