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1962 Acta UNIvERSITATIS CAROLINAE MATHEMATIOA ET PHYSICA No 1. PaG. 25—38
POZNAMKA K TEORII INTERVALOVEHO-ODHADU

JosEr MACHEE

Katedra matematické statistiky na matematicko-fysikéln{ fakulté.

Poznémka pojednévé o vlastnostech intervalovyech odhadi, odvozenych z testu
statistickych hypotéz 8 uréitymi optimélnimi vlastnostmi.

(

Intervalem spolehlivosti se ve sta.tlstlcké teorii odhadu rozumi interval,
jeho# koncové body, 6, 6, jsou finkcemi néhodného vybéru, (a tedy nihod-
nymi veli¢inami), ktery m4 tu vlastnost, Ze skutedns hodnota odhadovaného
parametru 6 v pifsluiném rozdéleni je jim pokryta s pi'edem zvolenou pravds-
podobnosti 1 — a, .

PO<O<B=1—a

. mnezéyisle na skuteéné hodnot& 6. Cislo 1 — « se nazyva koeficientem spolehli-
vosti. Obvykle se interval spolehlivosti konstruuje nékterym z né.sledu]icich
dvou postupii:

1. zvolf se vhodnéd vybérové charakteristika pro odhadovany parametr,
T=TX,, ..., Xa), kde X, ..., X, jsou prvky néhodného vybéru (tj. na-
vzdjem nezavislé ndhodné veli¢iny se stejnym rozddlenim); tato charakteris-
tika se standardisuje tak, aby jejf rozdélenf nezdviselo na odhadovaném para-
metru, tzn., zavede se T = T'(T, @), funkce charakteristiky T a odhadova-
ného parametru 6, jejiZ rozdéleni nezivisi na 6. Pak lze najit hodnoty T; a T:
8 vlastnosti

' P <T(T,0)<T3} =1—a.

Do 7" (T,6) se dosadi pozorované hodnota charakteristiky 7'), tj. hodne-
ta, vypoétené z vybéru), a je-li moZné, invertuji se nerovnosti
=T (T, 0 =T,

-

vzhledem k 6.
2)" Zvoli se opét vhodna. charakteristika 7' pro odhad 0, pajde se jejf

distribuéni funkce
! Fr(t, ©) = P(T g t}-

Tato distribuéni funkce z4visi na 0, co je v zapisu vyjédieno. Je-li Fy(t, ©)
phi ka2dém t klesajicf spojitou funkef €, pak koteny 6, & resp. rovnic

Fr(T, 0) =a;, Fr(T —0,6) =1 —a,

%5



N

jsou hranicemi intervalu spolehlivosti pro @ s koeficientem spolehlivosti
1 — «; — ap; «; je pravdépodobnost, %e cely interval bude vlevo od skuteénd
hodnoty, «, je pravdépodobnost, Ze cely interval bude vpravo od skutedné
hodnoty.

Dalsi zpusob konstrukce intervalu spolehlivosti souvisi t&sné s teorii ovéFo-
véni (testovanf) statistickych hypotéz. Tvrdi-li hypotéza, Ze parametr ® ma
hodnotu rovnou danému éfslu @, je snadné se piesvéddit, Ze rozhodovaeci

pravidlo ,,p¥ijmout hypotézu & = @,, kdy? interval spolehlivosti &, & obsahuje
bod 6,, a zamitnout & = @, kdyZ bod 6, lezi mimo interval spolehlivosti
© 0, 0 je testem hypotézy @ = O, s hladinou vyznamnosti rovnou doplitku

koeficientu spolehlivosti do 1. Znaéime-li tedy koeficient spolehlivosti 1 — a,
je hladina vyznamnosti testu, sdru%eného s danou metodou konstrukce inter-
valu spolehlivosti, rovna «. Naopak se z této skutednosti .nabizi moZnost
sdruzit s kazdym testem statistické hypotézy o hodnoté parametru interval
spolehlivosti, totiZ interval, jehoZ dolni hranici tvof{ infimum mnoZiny viech
mo#nych hodnot 6,, pro které test pfi daném pozorovani nevede k zamitnuti
hypotézy @ = 0,, a horni hranici supremum téZe mnoZiny. Je tfeba jen se
postarat o to, aby mnoZina vSech moZnygh. hodnot parametru ,,ph]a.telnych“
podle zvoleného testu byla intervalem; to prakticky znameni omezit se na
urditou skupinu testi s jistymi vlastnostmi. (Jinak by koeﬁclent spolehlivosti
nebyl dopliikem piislusné hladiny vyznamnosti).

Tento tieti zpisob konstrukce intervalu spolehhvostl byl jiz bezpochyby
aplikovan; je nejspife mléky znidm a uznavan. Na souvislost odhadid a testu
ostatné poukizali NEYMAN a PEARSON ve svych pracich o intervalech spo-
lehlivosti.

Piesto se jevi tidelnym vénovat této konstrukei poznamku, explicitné popsat
konstruke¢i intervalu spolehlivosti a explicitné vyslovit ]ejlch vlastnosti.
Iz ]1nych divodu zaslouZi tento postup pozornosti.

Pii vykladu teorie intervalového odhadu se totiz souvislosti intervala spole-
hlivosti s testy hypotéz dasto nevyuZiva (jak ukazuji udebnice napt. [1]), nebo
se ji uZiva spiSe opaénym smérem (SCHMETTERER [2]), adkoliv teorie ovéfovani
hypotéz je zpravidla dosti podrobné zndma. Teorie ovéfovani hypotéz davé
pro fadu praktickych situaci nidvod k volbé testu s dobfe odivodnénymi
optimalnimi vlastnostmi, naproti tomu interval spolehlivosti konstruuje
aplikujici statistik dasto intuitivné, aniZ si uvédomuje pfednosti nebo nedo-
statky svého postupu. Proto se jevi prospéénym piimo vyslovit vlastnosti
intervald spolehlivosti, odvozenych z riznych testi, podat jednoduché dikazy
téchto vlastnosti a uvést podminku pro to, aby z testu vyplynul skute&né
interval spolehlivosti (a né mnoZina jiného tvaru).

Podrobnéji vyslovena zni iloha intervalového odhadu takto: je dan system F
distribu¢nich funkeci F,(x) definovanych na wcerozmérném euklidovském
prostoru W, ktery budeme nazyvat vybérovym prostorem, F = {F,,,(x) weE
€ Q). Distribuéni funkce systému F se od sebe li§i indexy w; mnoZinu 2
viech moznych indexl nazveme parametrickym prostorem. Index w nemusi
byt é&islo, miZe to byt té% dvojice &isel apod. Systémem F muZe napiiklad byt
mnoZina viech n-rozmérnych normilnich rozdéleni s momentovou maticf
tvaru o2. E (kde E je jednotkova matice typun X n a ¢% konstanta), s vektorem
stfednich hodnot p = (y, ..., u). Parametrickym prostorem pak bude mno-
Zina dvojic (u, o?). S timto systémem mame co délat p¥i odhadu parametri
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jednorozmérného normalniho rozd¥leni z n navzijem nezdvislych pozorovéani.
Budeme znatit prvky W malymi tudnymi pfsmeny, ndhodnou velid¢inu (vek-
torovou) nabyvajici hodnot z W velkym tuénym pismenem.

. Na parametrickém prostoru je definovéna reélné funkce @ (w), zobrazujici
prostor 2 na interval 7', ktery mfie byt i neohranideny. V privé uvedeném
ptikladé miZe byt tiebas O(u, o) = u, nebo B(u, 6?) = o, nebo Oy, 6®) =u +
+ ko (kde k je dané konstanta), nebo @(u, ¢%) = (D( H —k )/kde H je dané

c
dislo a & znati distribuéni funkei normélnfho rozdéleni s nulovou sttednf hodno-
tou a 8 jednotkovym rozptylem), ) ' . ) -

Je %4dén interval spolehlivosti pro @(w), tzn. dvé funkce O(x), G(X) na
vybérovém prostoru, s vlastnosti : -

inf POX) <0, < OX)} =1 —«a

wEB B, ‘

kde 6, je skuteénd hodnota peqrametru.

Interval spolehlivosti pro @(w) mé byt ‘odvozen z testu hypotézy o 6.
Aby byla k dispozici soustava testii, umoZiiujfcf ovéfit hypotézu O(w) =t
pro jakékoliv teT, je tfeba vybrat ve vybérovém prostoru vhodné- pod-
mnoziny w(t) C W, teT, takové, %e hypotéza O(w) =t se zamitne, kdyZ
X € w(t). Tato podmnozina w(t) je tzv. kriticky obor pro test hypotézy O(w) =t
a voli se tak, aby byly vhodnym zpisobem omezeny pravdépodobnosti zamft-
nut{ hypotézy @(w) = ¢, kdy% ta je sprévné a jejtho nezamitnuti, kdyZ ve
skuteénosti O(w) # ¢. ' :

Pro konstrukci intervalii spolehlivosti bude vyhodné uZivat kritickych
obori s nékterymi zvlaStnimi vlastnostmi. Pfedeviim budeme Zidat, aby
1) sup P{Xew(t)} = sup dea,(x) = « pro viechna te T, :

w€6-(t) w€OU) oy )
kde @-1(t) znadi {w : O(w) = t} a « je zvolend konstanta. Kriticky obor w(t),
. splitujfef (1) nazveme kritickym oborem veltkosti «. Je jasné, Ze nebude pro
vSechny ulohy existovat systém kritickych obori w(t) velikosti a, zpravidla
bude moZno podminku (1) splnit pro vSechna te€Z7 jen pti tzv. rozdélenich
spojitého typu.

Déle budeme u#ivat jen kritickych obori, jez maji jesté vlastnost, kterou
nazveme dislednosti, a kterou definujeme takto:

Jestlize systém kritickych obori w(t) splituje podminku ¢, > t, = w(t) C
C w(ty) pro kaZdou dvojici &isel ¢, £, 2T, t, > 1, nazveme jej systémem disled-
nym vadi pravostrannym alternativim. .

JestliZe systém kritickych obori w(t) spliiuje ¢, < ¢, = w(t) C w(ty), pro
kazdou dvojici ¢, < t,, nazveme jej diislednymviidi levostrannym alternativim.

Jestlize systém kritickych obort w(f) spliiuje podminku, %e pro kaZdou
trojioi ¢, < ¢, << t, jest : ‘ ' :

w(ty) C [w(t) U wita)]

pti éemZ oba priniky w(t;) ) w(t,) i w(ty) N w(f,) jsou neprazdné, nazveme
jej dislednym viéi oboustrannym alternativim. Vlastnost dislednosti, jak
byla privé definovina, pfedstavuje pfijatelny poZadavek na kritické obory,
uréené k testovani hypotézy &(w) = 6, proti aﬁgpiném alternativ 8(w) > ¢,
resp. O(w) < ¢, resp. O(w) +# ¢, to znamens kritické obory urdens k testovéni
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hypotézy 6(w) =t v situaci, kdy je poklddéno za chybu nezamitnuti O(w) = ¢
jen kdyZ ve skutegnosti O(w) > t, ale nikoli kdy% @(w) < t, & naopak, resp.
kdy% je chybou nezamitnout @(w) =t at je odchylka na kteroukoliv stranu.

Pozadavek dislednosti viéi pravostrannym alternativim totiZz znamena:
vede-li bod x vé vybérovém prostoru k zamitnuti hypotézy @(w) = ¢, vede
tim spife k zamitnuti hypotézy O(w) =1t, pro jakékoliv 4, < ¢, tj. jestliZe
pfi pozorovani x zamitdme hypotetickou hodnotu ¢, pokladame za nepiijatelné
i vS8echny mensi. Dislednost viéi oboustrannym alternativim znamenéa:
vede-li uréity bod x ve vybérovém prostoru k zamftnutf hypotetické hodnoty ¢,
pak vede bud také k zamitnuti viech hodnot niZ&ich, nebo také k zamitnuti
viech hodnot vyssich.

Piiklad: Budiz X vektor navzijem nezavislych ndhodnych velidin s rozdé-
lenfm normalnim se stfedni hodnotou x a s rozptylem 1. Systém kritickych

oboru velikosti «, w(t) ={ : zxt —t > Uy Vﬁ‘} kde u;—, je 100 (1 —«a) %
Ti=1

kvantil normalniho rozdélenf s parametry 0 a 1, ]e disledny pro test hypotézy

B =t vidi pravostrannym alternativam; je-li totiz ¢ >4, je Z:t‘ — 1y >

i=1

n n
>Zz¢—t, a tudiz je-li xew(Y), tj.Za:,- —t, > w4 [n, je tim spise

213—-5 > g Vn, tj. xew(t). Systém obord w(t) ={x : |2”:x¢—t‘ >

>u ey } je disledny pro test 4 =¢ vadi oboustrannym alternativim;
T2

x e w(t,) znamens totiZ, Ze bud Zx‘ — > u a Jn nebo Zx.— —t <

< —u V— Vezméme d&fsla ¢, 8, 8 8 < 8, < t5. Je-li zx, — > LR Vn,
- T

i=1
n

je moZna i in—t,>u o« V_, urdité viak Zx;——t1‘> u, _"LVI a tedy

i=1 i=1

xew(q)cw(tI)Uw(t,),leth. to<-—u_av_]emoinalz:c.——tl>

1=1

>u _ o |n, v kterémito pipads je Xxew(t), urdits viak in — <
2 i=1
<% o Vﬁ: takZe X € w(f,). Tedy kazdy bod w(f,) patfi aspon do jedné
2
z mnoZin w(t,) nebo w(t,).
Nyni definujeme na vybérovém prostoru W funkce O(x) a O(x) vztahy
Ox) =inf{t :xe W — w(t)} a 6(x) = sup {¢ : xe€ W — w(t)} (to znamens,
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te 9(x) je infimum hodnot G(a;), ph]a.telnych pi'lhlédnutim k tomu, Ze pokus
dal vysledek x, O(x) jejich supremum).

Pro konstrukei intervalii spolehlivosti platf v&ta: J e-h A{w(t) : te T} systém
kritickych obori velikosti « pro test hypotézy &(w) = t, kterj mé ndkterou
z uvedenych vlastnost{ dislednosti),* pak &(X), O(X) jeinterval spolehhvostx'
pro ©(w) s koeficientem spolehlivosti 1 — «, t;. .

inf P{_@_(X) <6, < B(X)} =1—a,

wEO-1O,)

kde B, je skuteénd hodnota O(w). ‘ :

Je-li systém {w(t)} disledny virti pravostra.nnym alternativim, m4 interval
tvar (0(X), supT), tj. O(X) je tzv. dolnf 100(1 — «)%, hranici spolehlivosti pro
O(w), je-li systém {w(t)} disledny viéi levostrannym alternativim, mé interval
spolehlivosti tvar (inf 7', (X)) tj. O(X) je tzv. hornf 100(1 — «) % hranicf
spolehhvostl pro O(w); je-li obor {w(t)} disledny vidi oboustrannym alterna-
tivam, jde o dvojstranny interval spolehlivosti.

Horni hranice spolehlivosti se zfejmé uZije tenkrat, kdyZ bude podle povahy
Gilohy zédleZet jen na odhadu hodnoty €(w) shora a za chybu bude povazovéno -
jen podcenéni této hodnoty, proti némuz se budeme chtit zabezpedit tak, aby
jeho pravdépodobnost nepiekrodila «. Dolnf hranice spolehlivosti se uil]e
tenkrat, kdyZ bude zileZet na odhadu hodnoty @(w) zdola, a chybou bude
jen jeji pfecenéni. Kone¢nd, obydejného intervalu oboustranného se uiije :
tenkrat, kdyZ jak podcendni tak precendni skute&né hodnoty bude poklidddno
e vadu.

Dikaz véty Je-lixe W — w(t), pa.k Ox)=t a () 2 t podle definice
- suprema & infima, tak¥e

@) | W —wt) Ci{x: 6(x) <t =< 6(x)}.

Je-li systém {w(t)} dusledny vas pravostrannym alternativim, je navic

a) sup {t : x€ W — w(t)} = sup T pro ka¥dé x,

b)inf{t : xeW —w(t)} <t =>xeW —w({'), neboft z inf {{ :x e W —
— w(t)} < ¢ plyne, %e existuje t'’ < ', pro kteréx e W — w (t'') a z dislednosti
plyne hned tvrzen{ b). .
ProtoZe mnoZina {x : O(x) = 6} ma. podle piedpokladu pravd&podobnost 0
je tedy

PO(X) < 0, < O(X)} = P(O(X) < O} = P{Xe W—w@) =1—a

nebof kritické obory systému {w(t), te T} ma]i velikost a¥ Je-li systém {w(t) :
:te T} disledny vidi levostrannym alternativim, ukéiZe se podobns, %e

P{6(X) = 6, = (X)} = P {@(X) O) = P{Xel W— w(Oo)} >1—a.

*) a mnoZina bodu vyb&rového prostoru {X: 6(X) = 8} U X: G(X) 6,} mé
pravddpodobnost 0 (co¥ prakticky znamend, Ze _O(X) a 6(X) maji rozdsleni spojitého

typu).
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Koneéné budiZ {w(¢), ¢ € T'} disledny vidi oboustrannym alternativim; pak,
jelli O(x) <t < ‘O(x), existuje n&jaké t' < ¢, pro které x € W — w(t’) a néjaké
" >t, pro které x€ W — w(t"’). Z daslednosti systému plyne, Ze w(t) C w(#') |
U w(t”), éili [W — w(t')]I N [W — w(t”)] € W — w(t). Plati tedy implikace
O(x) < t < B(x) = xe W — wt).

Vzhledem k pfedpokladu, ze pravdépodobnost mnoziny

{x:0(x) = 05} U {x : O(x) = 6y
je rovna 0, je tedy

PO(x) < 6, < O(X)} =P(XeW —w(@) =1—a.

Ptesnd hodnota pravdépodobnosti, Ze interval spolehlivosti pokryje skuteé-
nou hodnotu &(w) zavisi na tom, které w z O~ (6),) je skuteénym parametrem
rozdéleni. V piipads, Ze @(w) je jedno- jednoznaéni funkce, nebo v piipads,
%e pro test hypotézy @(w) = ¢ je zvolen kriticky obor podobny vybérovému
prostoru, (existuje-li takovy), je pravdépodobnost pokrytf skuteéné hodnoty
pravé rovna 1 — «.

Uvedeme dva piklady konstrukce intervalu spolehlivosti podle uvedené
véty: .
Ptiklad 1: Budiz X néhodné veliina s normalnim rozdélenim se stfedni
hodnotou uy a s rozptylem ¢%, ¥ nahodna velidina se stiedni hodnotou uy
a girozptylem ¢%. Stfedni hodnoty ux a uy jsou neznimy, rozptyly jsou zndmi
éisla. Je Zdddna dolni 100 (1 —«) 9, hranice spolehlivosti pro absolutni
hodnotu rozdflu st¥ednich hodnot, d = |ux — py|. Za Géelem odhadu se provadi
nx navzéjem nezavislych pokusi s velidinou X a ny navzéjem nezavislych
pokusi s veli¢inou Y.

Vybérovy prostor W tedy v tomto piipadé je mnoZina viech skupin nx + ny
redlnych &isel X = (X, ..., Zuy, %, - - -, Yay), Parametrickym prostorem L

mnozina viech dvojic redlnych &fsel, @ = (ux, uy), funkei O(w) je d(ux, py) =
= |ux — py|. Jako kriticky obor pro test hypotézy d (ux, py) = ¢ se nabizi

vl
mnoZina w (f) = {x : —al > 1 (¢ a)}, kde z je aritmeticky primér &fsel

I (¢, «) je &islo, zavislé na ¢ a na «, stanovené tak, aby
Xy
P{'—{’TJ > l(t, a) { d('ux, lly) = t!} =a.
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Cislo (¢, ‘a), splitujfcf tuto podminku, je kofenem rovnice

-

® (Tt; + 1, a)] —® [-Z— e, a)) —1—a,

kde @ je distribuéni funkce normaélniho rozdglenf s parametry 0 a 1. K ovéfeni
dislednosti systému kritickych obort w(t) z'{x : l—x—:—yl> i, a)} vidi pravo-
strannym alternativam stadi si vBimnout, Ze I(¢, «) je rostoucf funkef ¢ v inter-

valu 7' = < 0, ), a jiné hodnoty ¢ nemaji smyslu Dolni 100 (l —a) %

. xX—7?
ag

hra,nici spoleh.hvostl pro d(ux, py) tedy je d (x) = > I, a)}

protoie Ut, a) je rostouci funkee ¢, je d (X) rovno koteni rovnice {(d(X), a) =

u to znamena, Ze 1ze d( X) urédit z rovnice’

=1—a.

q)(Q(X) N |Xj?|}_¢[g(x) -_-]X-Y|)'

a . o (]

K tomu by oviem byly Gdelné tabulky funkee ®(z + y) — Bz — y) ([4]), jinak
by bylo nutno fesit. rovnici vhodnou numerickou metodou.

Ptiklad 2: Budiz X = (X, ..., X,) ndhodny vybé&r ze souboru s normélnim
rozdélenim s nezndémym rozptylem o® a s neznimou stfedni hodnotou u.
Sestrojime 100 (1 — «) %, hornf hranici spolehlivosti pro funkeci téchto para-

metrj Oy, o?) — ( H—p ) kde H je dané &islo a ® znadf distribudni funkoi

normélnfho rozd8leni s parametry (0, 1). Odhadujeme tedy hornf hranici
spolehlivosti pro podil zakladnfho souboru s hodnotou znaku menif net H
nebo nejvyse rovnou H. Vychézime z testu hypotézy ©(u, oy = ¢ proti alter-

nativé O(u, o?) < t. Testovans hypotéza je rovnocenns s hypotézou : E

= u, alternativni hypotéza odpovidé hypotéze H :”—— < w, kde u jest
100¢ % kvantil normalnfho rozdgleni s nulovou st¥ednf hodnotou a jednotko-

vym rozptylem Kntlcky obor pro testovéani __.H G—r“ = u, proti H ;—,u <
<wm je : v
’ . (. H—=z
w(t) = {x e < k(t)}
. 1 i . n .
kdo @ — 7{2”" &= _1_ E(xt — :c)’ & k(t) je éislo, stanovené tak, aby

i=1 - i=1
H_X . | H—eu \_
WEES SR S
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Tato poslednf rovnice vlastné je
Plt(n — 1, wl/n) < Jnk (&)},
kde ¢(n — 1, %, |/n) je nadhodn4 velidina s necentrélnim rozdélenim ¢ s n —1
stupni volnosti a s parametrem necentrality w)/n (viz [6], [7]). Tudiz"
k(t) = —Lt(n — 1, wn, 1 —a)
Vn

1 - .
= ———_t(n —_— l, —u,Vn, a) ,

— 7
kde t(n — 1, —w;)/n, a) je 100 « % kriticks hodnota necentrélntho ¢ — rozdé-

lenisn —1 stupm volnosti a s parametrem necentrality — u,)/n. Lze ji stanovit -
z tabulek, jeZ sestavili N. L. Joansox a B. L. WELcH ([5], [6]).

Hornf hranice spolehlivosti pro &(u, ¢%) = @ [—I{T—i) pak jeét

R H—X . }

6(X) = sup {t P = k() =

:sup{i: H:X = ——V—'l'?t(n— 1, — w)n, a)} =

=sup{t ttn — 1, —u) E,g)g X—:EL V‘IT}.

Kvantil u, je rostoucf funkee ¢, tedy —u;}/n jo klesajici funkei ¢ a ¢(n —1,
—%)/n, «) je také klesajici funkef ¢, takie hramoe O(X) je rovna hodnot? ¢,
sphiujfci rovnici
X—H —
——

8

‘(n - 1) *’%VE a) = ’

tj. rovnici ' N
—wfm=a(n—1, F - yma).

X—H - , . .

Zde o (n —1, Y V’ﬁ, a] znatf tu hodnotu parametrn necentrality, pfi

- niZ 100 « % kritickd hodnota necentrilniho f-rozd€leni je pravé rovna

X —H

s
livosti pro @(u, ¢2) pak je

6(X) = @ [—T%étn— 1, —X_—Zﬂ Vn, a]] .

Pro hypotézu O(w) = ¢ existuje ne jeden, nybr ¥ada riznych testd, a z nich
se volf ten, ktery mé nejvyhodn&;jii silofunkei. Pravé tak existuje fada moZnych

fn. Tyto hodnoty jsou ta.belova.ny v [56], [6]. Horni hranice spoleh-
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konstrukef intervalu spolehlivosti pro @(w) a je tfeba mezi ninki zvolit tu, kterd
d4 interval s nejvyhodndj¥imi vlastnostmi. Je pfirozené, zvolit ze vSech
intervalt spolehlivosti s tym# koeficientem spolehlivosti ten, jehoZ koncové
body jsou nejblize skuteéné hodnoté parametru. Tedy mezi vSemi dolnimi
hranicemi spolehlivosti, odpovidajicimi témuZ koeficientu spolehlivosti 1 — «
budeme za nejlepsi poklddat tu, kterd bude ,,stochasticky nejvétsi“, to jest
tu hranici @*(X) pro kterou bude platit

(3) P{6*(X) > t} = P(O(X) > §)

at je ¢t jakékoliv &islo mensi ne% skuteénd hodnota parametru, ¢ < 6,, a €(X)
jakakoliv jind dolni hranice spolehlivosti s tym# koeficientem spolehlivosti.
Hranici ©%(X), spliiujici (3) nazveme nejtésnéjsi 100 (1 — «) %, dolnd hranici
spolehlivosti. Podobnd hranici @*(X), spliiujfcf podminky

POXX)= 60y =1 —a

P{6*(X) < ) = PO(X) <1},

pro viechna ¢ > 6, a jakoukoliv jinou horni hranici spolehlivosti s tym#
koeficientem spolehlivosti 1 — «, nazveme nejtésnéjéf 100 (1 — «) % horné
hranici spolehlivosts. »

Je-li O(w) jedno- ]ednozna.éné, funkce, pak ka?d4 hypotéza O(w) =t je
jednoduché hypotéza. V takovém pifpad® dasto existuje kriticky obor w(t)
pro test hypotézy ©(w) = ¢, ktery je nejsilngjif viéi viem alternativim 6(w) =
=t,t >t, tj. takovy, %e pro jakékoliv ¢' > t a ]akykohv ]my kntloky obor
w,(t), splﬂu]ici

P{X e w,(t)/O(w) =1t} =«

plati
. P{X € w(t)/O(w) = t'} = P{X e w,(t)/O(w) =t}

5‘1['79-_‘(!’)(3‘) = 5&%!(:’)(1)-

w(t) wy ()

Ta.kovy kriticky obor nazveme oborem stejnomérné nejsilngjéim vidi pravo-
strannym alternativim. Podobns je-li ©(w) jedno- jednoznadns, asto existuje-
pro jakékoliv ¢ obor w(¢), stejnomé&rné nejsilnéji vidi levostrannym alterna- .
tivim, tj. takovy, Ze pro jakykoliv jiny obor w,(t), spliiujici

P{X € w,(t)/0(w) = t} = P{X e w(t)/O(w) = 8
P{X € w(t)/O(w) = t'} = P{X e wy(t)/O(w) =1},

at je t’ jakékoliv ¢fslo mens&f ne¥ ¢.

,Mezi nejtésndjsimi hranicemi spolehlivosti a stejnomé&rné nejsilndjsimi kn-
tickymi obory plati vatah, vyjid¥eny nésledujici vétou:

Je-li {w*(t)} dasledny systém kritickych -oborti velikosti «, stejnomé&rnd
nejsilndjsfch vid¢i pravostrannym (resp. levostrannym) alternativim, pak
6*x) = inf {t : x € W — w*(t)} resp. O%X) =sup {t : x € W — w*(¢)} je .
nejtésnéjif dolni (resp. horni) 100 (1 — «) % hranioce spolehlivosti pro € (w).

plati
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Spravnost véty vyplyne z této tivahy: s kaidou konstrukei dolni hranice
spolehlivosti @(X) je sdruZen kriticky obor we(t) pro test @(w) =t proti

pravostrannym alternativam, toti# obor, definovany vztahem
we(t) = {x : O(x) > t}.

Zvolme né&jaké t' < 6,. Protoze {w*(t)} je dusledny systém, jev O*(X) > ¢
nastane tehdy a jen tehdy, kdyZ X € w*(¢'). ProtoZe pak kazdy obor ze systému
{w*(t)} je stejnomé&rnd nejsiln&jsi vidi pravostrannym alternativim, je pravdsé-
podobnost tohoto jevu pfi @& = @, nejméné rovna pravdépodobnosti, e X
padne do jakékoliv jiného kritického oboru, specidlné toho, ktery je sdruZen
s intervalem @(X), tedy

P(X e w*(t)/0 = g = P{X cws(t')/0 = 6.

(Systém oborl {we(t')} je disledny samoziejmé podle své konstrukce). Pro

horni hranici spolehlivosti je postup tplné stejny. Z véty plyne u% zcela jasné
uZiti Neyman-Pearsonovy zakladni véty ke konstrukei hranic spolehlivosti
a vyznam suficientnich charakteristik pro konstrukci hranic spolehlivosti.
Neni-li O(w) jedno- jednoznaéné funkce, takZze @(w) = ¢ je sloZend hypotéza,
Ize na konstrukei.hranic spolehlivosti pienést princip podobnosti kritického
oboru vybérovému prostoru (viz [3]), a hledat nejtésnéjsi hranici mezi témi,
u kterych riziko nepokryti skuteéné hodnoty @(w) je konstantni pro viechna
w € O (6,). )
Nejtésnéjsi hranice spolehlivosti, ]ak byly prve deﬁnovany, maji jesté
nasledujici vlastnost, jez dile ospravedliiuje jejich nazev: je-li @*(X) (resp.

6*(X)) nejtésnéjf dolni (resp. horni) hranice spolehlivosti, pak pro jakoukoliv
jinou dolnf hranici spolehlivosti @(X) (resp. jakoukoliv jinou horni hranici

spolehlivosti ©(X)) s tym# koeficientem spolehlivosti plati
E{0*(X)/0*(X) < 6,} = E{O(X)/0(X) < 6}

Tresp.

E(B*(X)/0%(X) = 6, < E{B(X)/6(X) = 6y}

tj. nejtésnéj&i dolni hranice mé nejvétsi stfedni hodnotu, nejtésnéjsi horni
hranice mé nejniZ8$i stfedni hodnotu ze vSech hranic, odpovidajicich témuZ
koeficientu spolehlivosti podminénou jevem, Ze hranice je ,,na sprivné strané
skutedné hodnoty*‘.

Pii oboustranném- intervalu spolehlivosti nelze dosdhnout toho, aby dolnf
jeho hranice byla ,,stochasticky nejvétsi‘‘ a zaroven hornf hranice stochasticky
nejmensf ze viech moZnych oboustrannych intervalti spolehlivosti, tj. nelze
dosdhnout toho, aby dolnfi horni hranice byly nejt&sné&jsi ve smyslu definice,
zavedené pii jednostrannych intervalech spolehlivosti. Proto upravime poza-
davek, ktery budeme klast na optimalni interval spolehlivosti, a vyhledame
nikoliv interval nejlep$i (ve smyslu tohoto poZadavku) ze viech moZnych
intervalii spolehlivosti (mezi nimiZz vibec takovy nemusi existovat), nybri
ze tiidy uZ8i, ze tiidy oboustramnych intervalu spolehlivosti, spliiujicich jesté
néjaky dal¥f vhodny poZadavek. (Fo je stejny postup, jakého se uZiva pfi
ovéfovani statistickych hypotéz; neexistuje-li kriticky obor, nejlepi ze viech
kritickych obori dané velikosti, hled4 se nejlep&i mezi obory néjaké uzif t¥idy.)
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Takévym vhodnym pozadavkem jé nestrannost. Interval spolehlivosti (6(X),
6(X)) se nazyvé nestrannym, jestlize

P{O(X) < 6, = B(X)) = PIO(X) < ¢ < §(X))

pro jakékoliv ¢ % @, tj., jestliZe skuteénd hodnota parametru je pokryta
dastdji neZ kterdkoliv jind mo#né hodnota nebo alespoB stejné dasto. :
Za nejlepi z nestfannych intervald spo]eh.hvostl budeme poklédat ten

interval (6*(X), @*(X)), pro ktery )
P{O*(X) <t < O*(X} < P(OX) =t <.G(X)}

pro jakékoliv ¢ a pro jakykoliv jiny nestranny interval spolehlivosti (6(X),

(X)) s tymZ koeficientem spolehlivosti. Tedy za optimélni nestranny interval
spolehlivosti se pokladé ten, ktery pokry]e kazdou z moinych hodnot para- -
metru s.pravdépodobnosti mensi neZ kterykoliv jiny nestranny interval
spolehlivosti, nebo v nejhor§im p¥ipad® stejné &asto. Takovy interval nazveme
,nejuZsi’‘ (protoze slovo ,nejkratii‘ je vyhrazeno pro intervaly s minim4lnf
st¥tednf hodnotou rozdilu mezi horni a dolni hranicf). Také se jim ¥ké ,,nej-
selektivn&jii‘. UkaZeme, Ze nejuZif intervaly spolehlivosti jsou odvozeny ze
stejnomérné nejsilnéjdich nestrannych testi statistickych hypotéz.
Predpoklidejme opét pro zjednodusenf, Ze funkce je jedno-jednoznaéni,
takZe hypotéza @(w) =1t je pii kazdém te T jednoducha. Kriticky obor w(t)
pro test hypotézy O(w) =t se nazjvé, nestrann}'r, jestlize splituje podminku

P{X e w(t)/O(w) =t} < P{X e w(t)/O(w) = t’}

pro viechna t' = t. ([7], [8]).
To znamena, Ze pfi uZiti nestranného kntlckého oboru mé4 silofunkce testu
minimum v testované hypoteze tj. testovand hypotéza, je zamitana ne]méﬁé‘
dasto, ]es’ohie je sprivna, coZ je zajisté rozumny poZadavek. Jestlife mezi
nestrannymi kritickymi obory pro test &(w) =¢ existuje takovy, ktery je
nejsilngjsf vidi viem alternativim zéroven, nazyvime jej stejnomérné nejsil-
n&j&fm nestrannym kritickym oborem..J. NEYMAN a E. S. PEARSON uvedli
podminky, za kterych stejnomérné nejsilndjif nestranny kntlcky obor existuje
a nasli metodu jeho konstrukce [7]. Mezi ste]nomémé nejsiln&j&fmi’ nestran-
nymi kritickymi obory a nejuZifmi nestrannymi intervaly spolehlivosti platf
vztah, vyjadfeny nésledujicf vétou:

Jo-li {w*(t) : t € T} systém stejnomérné nejsilngjifch nestrannych kritickych
obort pro test hypotézy @(w) = ¢, disledny viéi oboustrannym alternativim,
pak interval (0*(X), @%(X) ‘

CO%(X) =inf {t: Xe W —w*(t))
O*(X) = sup {t Xe W —w*(t)
je nejuziim nestrannym intervalem spolehlivosti pro &(w).
Oznadme 6', skute¢nou hodnotu 6&(w), vezméme néjakou hodnotu ¢ # 6,
a uka.%me Ze je

P{O*(X) <t<OxX) = POYX) =6, = 6%(X)).



To plati, protoZe vzhledem k dislednosti systému {w*(t) : t€ T} je 6%(X) <
<t < 6*(X) tehdy a jen tehdy, kdyz XeW — w*(t), a
P{(Xe W — w*(t)/O(w) = 6} =1 — P{X ew*(t)/O(w) = Oy} <
<1 — P{X e w¥(6,)/0(w) = 6,)

vzhledem k nestrannosti kritického oboru w"’(t) Tim j je, dokéazdno, Z%e interval,
odvozeny z nestranného kritického oboru, je nestranny.
Ze je nejuz, plyne z této ivahy: s kadou metodou konstrukee intervalu

spolehlivosti (6(X), O(X)) je sdruen kriticky obor pro test hypotézy O(w) =¢,
totiZ obor -
w(t) = {x :0(x) > U {X@(x) <tf.:

Je-li interval (O(X), 6(X)) nestranny, je s nim sdruZeny obor také nestranny,
protoze ’

P{Xe w(@o)/O(w) Oy =1 —P{XeW —w6,)0w) = 6.,} =
=1—P{O(X) < 6, < O(X)/6(w) = O} <
S 1—PO(X) St < 6(X)/0(w) = Oy}

pro jakékoliv ¢ # @, vzhledem k nestrannosti intervalu spolehlivosti. A ne-
miYe existovat nestranny interval spolehlivosti (@(X), ©(X)) ,uz¥i“ nei
O0*(X), O*(X)), protoze s nim sdrufeny kriticky obor by byl siln&ji nez w*(t),
coZ nenf moZné, protoe w*(f) je stejnom¥rnd nejsilngjif nestranny kriticky
obor. Tvrzeni, Ze (6(X), O(X)) je ,,uzf* nez (0*(X), ©*(X)), znamend totll,
%e existuji hodnoty t a t’ pro které plati:

P{X e w*(t)/0(w) =t} < P{O(X) > t/O(w) =t} +
+ P{O(X) < t/0(w) = t'} = P{X e w(t)/O(w) = t'};

pak by oviem obor w(t), sdruZeny s ihtervalem (©(X), @(X)) byl proti alter-
nativé @(w) = ¢ silnéjif neZ w*(t).

Formule pro hranice nejuziich nestrannych intervala spolehlivosti 1ze odvo-
dit z Neyman Pearsonovy metody konstrukce stejnomérné nejsilnéjsich ne-
strannych testi.

Podobné je mozno aplikovat na problém intervalového odhadu v piipadsé,
%e O@(w) neni jedno-jednoznaéné,; tj. v piitomnosti ,,nezddoucich* parametrd
metody konstrukce tzv. kritickych obort typu B [9] a Scheffého zobecnéni
této metody.

Poznamenejme jedtd, Ze stejného piistupu, jakého jsme uzili ke studiu
jednostrannych intervalti spolehlivosti, l1ze uzit ke studiu tzv. medidnovych
odhadid. Medidnovy odhad neni totiZz niéim jinym, nez 50 %, dolni hranici
spolehlivosti (resp. 50 %, horni hranici spolehlivosti).

Tim uzavirdme tuto poznamku, jejimZ téelem bylo upozornit na moZnost
vykladu teorie intervalového odhadu s vyuZitim vysledkid teorie ovéfovani
statistickych hypotéz. Tento vyklad se zdd vyhodnym. Zaroveil je moZno
uZit této souvislosti k diskusi Fisherovy metody fiducidlnich pravdépodobnosti.
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. 3AMETKA X TEOPMM HOBEPUTEIGHAIX HHTEPBAJIOB

. .
v
Pesiome

1

B Bacrosme#t cTarbe PacCMOTPeH METOX IOJYYeHHA AOBEPUTENLHHX HHTEPBAJIOB
Ha OCHOBe an'l‘;?ﬂen 3HAYMMOCTH ¢ oNpefielleHHHMHA cBOHCTBAMH. )

IIyers F = {Fo(X) :0€f} ecrb cucreMa QyHKRui pacnpenejeHAs n-MepHOH Cixy-
valtHolt BesmunEn X = (X, X,, ..., X,), TaK HaanBaeMoii BHGOPKH, npUHHMaOMel
SHAYEHMA B HEHKOTOPOM HOAMHOMxecTBe W n-MepHoro EBKJIMAOBa IpOCTpaHCTBA.
‘OneMeHTH F oTaMualOTCs HpYT OT APYra 3HAYEHHEM IapaMeTpa , NMPHHUMAIOIIEro
SHAYEHYA B HEBHPOKIEHHOM WHTepBale {2 (MOseT GHTH, Goabllle YeM ONHOMEDPHOM).
Ha Q a}nana BelleCTBeHHasd QyHKIMA 6(w), oToGpaskaomas 2 Ha (OTKPHTHI) HH-
TepBAJ 1. ' :

%naeuy KpHTHYeCKHX obuacreft {w(t):t€T} nnsa npoBepkm rundTesn O(w) = T,
t€ T, Ha30BeM COCTOATEJHbHOM NPOTHB NMPABHX AJbTEPHATHBHHIX IHIOTE3, €CIH A
KasKaoM mapH ¢, ¢, 3HaueHHi#t n3 T HepaBeHCTBO §, > #, Bjeder 3a coGoff oTHoIeHHe
W(8,) C w(t,), COCTOATENHHON NPOTHB JIEeBHX AJFTEPHATHBHHX TIHIIOTE3, €CJH &, > {y
BJ1ever ,8a coboit w(ty) C w(t,), @ COCTOATENbHOR NPOTHB RBYCTOPDOHHHX QJITEPHA-
THBHHX {HNOTE3, €CIH JUIA KamKOOM TPOMKH 3JEeMEHBTOB o, ¢, ?, HHTepBaja T
BHIIQJIHAIOIMAX HEPABEHCTBO ¥ > f, > {; HMeeT MECTO CooTHomieHHme w(t,) C w(t) U
U w(¢,), npuuem mepecedenua w(t) () w(t) B w(ty) () w(t) He mycTu. Onpenesaum Ha
W pyarmam 6(X) 1 €(X) COOTHOIEHHAMH . )

- O(x) = inf{t:er—w(t)},.g(x) = éup_ {t:xeW — w(t)}.

CrpaseginBa Teopema: ECiH CHCTeMa KPHTHYEeCKHX oGiacrei {w(f) :¢€ T} mMeomux
OHH H TOT 3Ke YPOBEHb 3HAYMMOCTH « 00rafiaeT HEKOTOPHM M3 IIePedHCiIeHHHX BHIIle
CBOUCTB COCTOATENILHOCTH, M €CJIA MHOKeCTBa {X : 6(X) = 6,} 1 {x : O(X) = 6,} umerOT
BEPOATCHOCTH HYJDb (6, — HCTHHHOE 3HAYeHHE 6(w)), TO mapa CIyYaWHHX BeJIHIAH
(8(X), ©(X)) Gymer noBepMTEIbHEM HHTEPBAIOM 1A 6(w) ¢ KoedpuNeHTOM N0BepAsA
pasanM 1 — . Ejica cucTeMa KpHTHYeCKHAX o6JacTeif, Jie;xamasa B OCHOBE KOHCTPYK-
OUH JIOBEPHUTEJLHOr0 HMHTEpPBaJjia, COCTOATEJbHA IPOTHB NPABHX alIbTePHATHB, TO
ROBEPHUTENbLHHIN HHTEpPBAJ Gymer mMeTh popMy (Q_(_X), sup 7'), ecIR cucreMa KpHTH-
9ecKuX 006J1acTell COCTOATENLHA MPOTHB JIEBHX: AJIpTEPHATHB, TO HOAYINTCA HHTEPBAI
dopMu (inf T, O(X)) m ecam {w(t):teT} coeroAaredbHA NPOTUB NBYCTOPOHHHX
-AIbTEPHATUB, TO M3 TEOPEMH INOJIYJIHTCA OGHKHOBEHHHI IBYCTODOHHHH MHTepBadl.
B kauecTBe nmpuMepa TeopeMa IpPHMeHEHa K pelleHUIO 3aa4¥ KOHCTPYKLHH J{OBe-
PETEIBbHEX IDAaHHI JJIA IIPOCTOro 3HAYEHHA PA3HOCTH CPEXHMX NBYX -HOPMAJbHBIX
COBOKYIIHOCTE!! 1 NXOBepHTENbHHX IDAHMI] [JIA 3HaAYeHHA QYHKIHM pacnpefeleHHs
no&ua.nbnon COBOKYIIHOCTH C HeH3BECTHLHIMHA NapaMeTpaMH B JaHHON TO4YKe. :
a4 3aKJI09eHHe HM3ydeHH CBOHCTBAa MHTEPBAJIOB HOJYyYeHHHX M3 CHCTEM KPHTH-
9ecKHX o6iiacTeif, AIBANMMUXCA ONTAMAJIBHHMH C TOYKH 3peHHS MOIMHOCTH.

A NOTE ON THE THEORY OF CONFIDENCE INTERVALS

L

Summary

This note is concerned with the aiproach to estimation by confidence intervals via
the tests of statistical hypotheses with some specified properties. Conditions are studied
for the resulting confidence set to be an interval.’

Let F= {Fu(x) : o € Q} be a system of distribution functions over a sample space W
(assumed to be n-dimensional euclidean). The elements of F are labeled by an index o,
assuming values in a set 2 called parameter space. Let ©(w) be a real funetion taking 2
onto an (open) interval 7T'. :

‘We shall call a system {w(t) :t€T} of critical regions for testing the hypothesis

37



O(w)=t, teT, consistent against right-sided alternatives, if for any pair of values
t, t, from T the inequality ¢, > ¢, implies w(t,) C w(t,), consistent against left-sided
alternatives, if ¢, > ¢, 1mplies w(¢,) C w(¢;) and consistent against two-sided alternatives
if for any triple f, ¢, t; of elements of 7' the inequality ¢, > ¢, > ¢, implies
w(t,)Cw(t,) Jw(t,) and the interseetions w(t,) () w(?,) and w(t;) () w(t,) are both non-empty.
(It must be stressed that this definition of consistency applies to systems of critical
regions and should not be confused with the generally adopted concept of consistency
of a test of statistical hypothesis.) Denote by ©(x) and @(x) respectively the greatest

lower bound and the least upper bound respectively of the set {¢t : x€ W — w(¢)},i. e.
O(x) = inf {t : xe W —w(t)}, ©O(x) = sup {t : x&€ W — w(t)}.

Then it holds: If the system of size-a critical regions {w(?) : ¢ € T'} possesses some of the
properties of consistency listed above and if the sets {xX : 6(x) = 6.} and {x : O(x) = 6}
have probablity zero (where 6, is the true value of 6(w)), then the pair of random
variables (6( X), 6( X) constitutes a confidence interval for 6O(o) with the confidence
coefficient 1 — a. If the system of critical regions employed in the construction is
consistent against right-sided alternatives, the theorem yields a confidence ingerval of
the form <&( X), sup T'), i. e. a lower confidence limit; if it is consistent against left-
-sided alternatives, we obtain an upper confidence limit, and if it is consistent against
two-sided alternatives, a common two-sided confidence interval results.

The theorem is applied to the construction of confidence limits for the absolute value
of the difference between means of two normal populations and confidence limits for
the proportion of elements in a normal population with unknown mean and variance
that have a value less than a specified constant.

The relation of various optimum properties of tests to optimum properties of confiden-
ce intervals are studied next.
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