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1960 AC'I‘A UNIvERSITATIS CAROLINAE — MATEEMATI'OA No. 2. _’m’m.’45-45(')

'MNOZINY V ROVINE KTERE KAZDA ALGEBRAICKA IREDUCIBILNI
KRIVKA PROTNE V PREDEPSANEM POCTU BODU

" MHOKECTBA B ILIOCKOCTU, KOTOPLIE BCAKAST WPPENYIIMBUWIbHAA !
AJITEBPANNYECKASA KPNBAS]I IIEPECEHAET B I'IPE}RI[E 3AJ1AHHOM
: YNCJIE TOYEK

SETS IN A PLANE WHICH EVERY IRREDUCIBLE ALGEBRAIC
CURVE MEETS IN A GIVEN NUMBER OF POINTS

PeTR VOPENEA

Matematicko-fysikélni fakulta University Karlovy

Jednim z vysledkid téfo prace je dikaz existence mno¥iny v roving, kterou
kaZd4 ptimka protne pfesné v pfedem daném podtu bodi, jenZ je nejménd
roven 2. Tento pfedepsany podet mie byt pro kakdou pHmku jiny. Déle je
ukézéno, Ze takova mnoZina neni uréena jednoznaéné, nebot existuje dokonce
218, takovych riznych mnozin v roviné. Problém existence a jednoznadénosti
takové mnoziny polozil H. Steinhaus na mezinirodnim matematickém sjezdu
v Praze. v rode 1955. V této pré.cl je roziesen }eété mnohem obeoné]éi problém
(viz disledky I, II, III, IV). -

Hlavni vysledky jsou.obsaZeny ve dvou vété.ch z nich# p‘rvni ]e existenéni
a druhé je vétou o nejednoznadnosti. Obé véty j jsou formulovény v &isté mno-
%inovém tvaru, coz dovoluje jejich uZiti na fadu konkrétnich pﬁpadu, z nich¥
nejdilezitéjdi jsou uvedeny v dusledcich I, II, III, IV. :

Problém efektivni konstrukce takovych mno%in zistévé otevien.. .

Véta I: Bud B nekonetri4 mnozina. Budte 4* (k.= 1, 2, . . .) systémy mno%in
v R, A* = {4*}, moh 4* < moh R, moh' 4% = moh R. Bud moh (4 n A') <

< Nos ]e -li « # B nebo k = l Necht exlstu]i ptirozens tsla ny ta.kové ie pro
a # f je moh (4% N A") < 7 . Budte at ptirozens &isla, a = M. -

Potom existuje v R mnozma N ta.kové e moh (N N Ak) = a% pro kazdé 4%.

Dikaz: Bud Q prvni ordmalni éislo mohutnostl U A* Zfejmé moh Q2 = moh R.
Véeohny prvky mnoZiny UA“ Ize dobf‘e uspofédat -podle ordinélniho typu

Q.Bud {ch} ta,to mnoima., kde probihé. v§echna, ordindln{ disla mensi ne Q
a v&tsi nez 0

Definujeme nyni m,dukci mnoimy M w kde a < Q.

PoloZme nejprve M,

Ptedpokladejme, ‘%e jsou - ]li* sestrO]eny mnoZiny Mﬂ pro. véechna. B < a,
kde « je néjaké ordi&lni ¢islo mensf ne £ a rieeht plati:*
a) Jestlize ' < 8, pa.kMﬂ C M,.
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b) moh Mz < moh 8 pro f nekoneéné,
moh M; < N, pro f§ koneéné.

c) Proy=§8 necht B, = A%, pak moh (M, N B,) = af.
d) Proy > 8 necht B, = A%, pak moh (M; N B,) < n.
Potom plati:
a/) Jestliieﬂ <« pak Mz C UM,.
d<a

b’) moh U M; = moh « Pro « nekoneéns,

moh 0344 s < No pro « konené.
B<ax
¢’) Proy < a, je-li B, = A4k, akmoh(UMﬂ N B, =at.
d’) Pro y = «, jeli B, = 4%, pak- moh (UM g N B ) = m.

<o

Skuteénd pitipad a’) plyne bezprosttedns, b’) plati, nebot pro a konetné je
UM ; mnoZina konedné a pro « nekonedné j jo 1 U M ; sjednocenim nejvyse moh «

p<a

mnoZin mohutnosti nejvy¥e moh a, tedy moh UM s = moh «. Dikaz c').
Ponévadz podle ¢) je moh (M s N B) = ak, je zfe;mé moh ( UM s N B) = a}.
Necht plati ostrd nerovnost. Pak ale, pongvad¥ a* je phrozené dislo, existuje
mnoZina M, (B < «) tak, Ze moh (Msz N B,) > a?, cok je spor s ¢) a d).
Diikaz d’). Necht moh (UM g N B,)) > m. Pak ex1stu]e podobné jako v p¥i-
<Ll

padé ¢’) mnoZina My (f < a) tak, Ze moh (M; N B, ) > m, coZ je opét spor
s d), ponévadi g < y. .

‘Nyni bude popséna konstrukce mnoziny M ,. Bud T1 mnoZina, jejimiZ prvky
jsou viechny A% # B,, které map prinik s UM P ne]méné mohutnosti ;. Pro

1B<
pevné k je ve t¥idé A* takovych mnoZin ne vice o nes moh « pro « nekonedné a ne
vice nez N, pro a kone¢né. (Skuteéns, katda n-tice bodii z UM, uréuje nejvyse
A<

jedno takové A%.) Je tedy moh ™= N, pro « koneénsé a m;h ™ =< moh « pro
nekonené. KaZdé z tfchto mnoZin 4% ¢ T protne B, nejvyse v konené
mnoZing, tedy moh (UA" N B, < moh T1 < moh R = moh B,. Existuje

tedy b! ¢ B, tak,Ze b non & A% pro ka?dé A% T! a %e b non ¢ My pro § < a.
Bud s = a"—moh (UMB N B,), kde B = 4k
=0 podle c ) a d’).
Body & proi =1, 2, ... & sestro]lme néasledujicim zptisobem. Podobn& ]a.ko
pti konstrukei 5! bud T“, mnoZina viech A% # B, takovych, %e protnou mno-
Zinu
UM,, U@)u@)u...uU(bY

alespoti v 2 bodech Té&chto mnoZin, ze zcela analogickyoh divodi jako prve,
je ménd nez moh R. Existuje tedy &, ¢ B, tak, e b} neleii na iédné 4t e T,

b # b (I <), b non e My proﬂ<a
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Poloime nyni |
- M,=UMpu(b;)U(bi)U CLL U ().
Plati:
a'’) Jestlize § < a, pak M;CM,.
b”) moh M, < moh UM, + s, co% je men¥f nebo rovno podle b') ne? ‘moh a

pro « nekoneénf a men&i ne? N, pro a koneéné.
¢”’) Bud y = «. Pak moh (M, N B,) = af, je-li B, = A% Skuteins

M.NB,=(B,NUM)U B, N[E)U E)U . . . B9).

Oba stitance jsou disjimktni a druhy mé mohutnost 0 pro y < a, nebotf plati

c’). .
Je-li y = a, je mohutnost druhého rovna s;, jeZ je zvoleno tak, aby sedteno
s mohutnosti prvniho séitance dalo af.

d”’) Bud y > «, pak moh (M, N B,) = m, je-li B, = A% Skutetns, necht
moh (M, N B}) > m. Pak existuje podle d') ¢ < s, takové, Ze
moh (B, N M, )
= moh (B n (UMﬂ uEHU...uEBHL +
gi<
+ moh (B, N [(b‘+1) U ... U ()], kde mohutnost prvniho: séitanoe jo nx

a druhy je nenulovy.
Pak ale B, je prvkem mnoZiny T* a tedy nemiie obsahovat Z4dny z bodd

b+, ..., b%, coZ je spor.
Poloime N UM
Bud déno né]a.ké B = Ak Pak pla,ti
moh (N N B,) = moh (M, N B,) =at
podle ¢”’). Necht moh (N N B,) > ak. Pak existuje y < Q tak, %e
moh (M, N B,) > a%, co je spor s ¢’’) a d").
Pozngmka: moh N = moh UA" je-li N nekonedna. Skute¢ns, viech kones-

nych podmnoZin mnoZiny N je opét moh N a ka¥ds takové podmnoZina
uréuje nejvyse spotetné mnoZin A%, tedy moh UA" < moh N.

Obrécens nerovnost je zfejmé, nebot kdyby bylo moh U A* < moh N, pak by

existoval bod mnoZiny N, ktery nelei na £4dné A%

Véta 2: Za téche pfedpokladii jako ve vétd I., bud { wuex Systém viech
riznych mnoZin, pro né% moh (N, N' 4) = at.

Pak moh E = 2mhE,

Dukaz: Podle v8ty I. existuje alespoit jedna mno%ina N, pro ni¥
moh (N, N A}) = a*. Ptedpoklddejme, %e jsme ji¥ pro néjaké ordindlnf
dislo 2 < 2 sestrojili mnoZiny N, pro kadé u < 4 tak, e moh (N, N 4% =
= a} pro ka?dé A% a je-liu # upak NyN N, =0.

Poloime P= R UN Pak zi‘e]me moh P moh R, nebot je-li déno

néjaké A%, pak mnoima UN, N A} mi4 mohutnost meni{ ned moh 4* =
#<¢
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moh R. (KaZdé N, protne A% v mno%ind kone¢né.) Odtud rovn&% plyne, e
ka’d4 mnoZina 4¥ =P N A% mé mohutnost rovnu moh P.

Pro P a A} jsou splnény v¥echny pfedpoklady véty I. a existuje tedy N; C P,
fe moh (N, N 4A¥) = a¥, ztejm& N, N N, = & prou < A.

Indukef jsou tedy sestrojeny mnoziny N, pro u < 2 po dvou disjunktni.

Polozme R’ = UN,, kde 8 je néjaks podmno¥ina ordindlnich &isel mensfch
nez Q, moh S =P1§‘ioh Q.

Ztejm®é moh A* N R’ = moh 8 = moh 2, nebot kaidd N¥ (4 ¢8) protne
A"- vat>0 ruznych bodech. Odtud moh R’ = moh Q.

Poloime 4% =A* N R, 4 = {47} = (N, ,‘} Ztejmsé moh 4° =< moh R’.

ues

Zvolme jeltd n, = 1, a;, = 1. Pak mnoZiny 4% v prostoru R’ spliluji pfed-
poklady véty I. a exlstu]e tedy mnozina N, ta.kova. Ze moh (N, N A") =at
prok=1,2..., moh (N,NN,) =1, N,CR'.

Je-li 8 # 8§, kde S’ mé podobné vlastnosti ]a,ko 8, pak N, # N, , coi je
zfe]g:fx Viech takovyoh mnoZin § je 2m*E g tedy i vSech rﬁznyoh mnozin N,
je2

Disledek I. Bud R eukleidovsky n rozmérny (projektivni nebo Hilbertiv)
prostor Ka#dé ptimce v R ptitadme n&jaké pFirozené é&islo vétdi nebo rovno 2.
Pak existuje v B mnoZina N, kterou ka?d4 pfimka protne pfesnd v tomto
‘pfedepsaném poétu riznych bod.

Pritadme kaZdé p¥imece totéZ &islo m = 2. Pak existuje 22N, mno%in N tako-
vych, %e se jedna v druhou ned4 zobrazit afinitou (kolineaci). (S ka,idou mno-
#inou je afinni jen 2¥e mnoZin v R.)

Dusledek II. Bud R eukleidovské rovina (nebo projektivai). Bud 4* mnoZina
viech ireducibilnich algebraickych kfivek stupné k. Bud = = k2 + 1. Pak
podle [4] jsou splnény predpoklady vety I.

Disledek III. R je eukleidovsky nebo projektivnf # rozmérny prostor. A* .
systém viech rovinnych ireducibilnich algebraickych. kfivek stupné k. PoloZme
m, = k* + 1. Pak jsou zfejmé splnény predpoklady véty I.

Disledek IV. KaZdé roving v eukleidovském (prolektlvnim) pi‘li'ad’me
¢islo = 3. Pak existuje mnozina, kterou ka’?d4 rovina protne pi'esné v tom
pfedepsaném podtu bodit.

Skutetnd existuje mnozina, kterou ka,ida. piimka protne pravé ve dvou
bodech. Ka%d4 rovina protne tuto mnoZinu v kontinuu bodech. Vezmé&me tuto
mnoZinu jako R ve v&té 1. Kazdé dv roviny se v nf protnou ne;vyée ve dvou
bodech a jsou tedy splnény predpoklady vty I.

Ptiklad lze zfejmym zplisobem zobecnit i na vicerozmérné prostory a ]e]mh
linedrnf podprostory. =

Poznémka: Je zndmo, %e v eukleidovské (nebo projektivhi) rovin® ex.lstu]e
mno#ina R 1. kategorie, kterou ka¥dé algebraicks ireducibilnf kfivka protne
v mno%in® mohutnosti kontinua. Mezi viemi mnoZinami, jejichZ existence je
déna disledky I. a IL., existuji tedy takové, které jsou I. kategorie. Odtud je

vid&t, %e problém efektivniho nalezent mno#iny N.z dtsledkd I a IT nelze me-
chanicky prevést na problém efektivniho nalezeni mnoZiny, kterd nemé
Baireovu vlastnost.
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Zoela a.nalo oky neni mo#no tenﬁo problém pievést na efektivni nalezeni
nemétitelné mnoziny, nebot ‘mezi mnoiinami, jejich% existenoe ]e dokézéna,
v diisledku I resp., I, existuji takové, které maji mirn nula..

PE3IOME

B aro#t paGoTe ROKasaHH NBE TEOPETHKO MHOMKECTBEHHLIE TEOPEMHl, KO-
TOPEI® UMEIOT HECKOJNIbKO MHTEPECHHX CIEeACTBHl NiA enxnunonux wiIn npo-
emnsnux NPOCTPAaHCTB.

(;Fema 1. IIycts R GeckoHeuHOE MHO;KeCTRO, A* cnc'remm MHOKECTB

{4}, mom 4% = mom R, mom (A% N AY) < N, st a # fuim

k ;é L. Hyc'rb cymec'rBylo'r HaTypalbHHE YUCIa N, 'JTO md « # B uMeeM
mom (4k N A") < m. Ilycts @ HaTypanbHhle Yncia, a{; > M

Torna cymecTByeT BR MHO}HGCTBO N, naa xoroporo mom (NN A*) = a*
1A BCAKOro AX, ‘ p

Teopema II. I'Ipn YCIOBHAX TeOpeMHl ., cucreMa BCeX OTIMYHHX MHO-
#ectB N, nua koropux momy (N, N A") = a* mMeer MoOmHOCTh 2%°mE

Cnenc’rnne Ecan A* oGosrnavaer nppenyun6nnbnylo ant‘eﬁpanqecuylo KpH-
BYIO CTENIeHH k, n; = 2 + 1, To BHIOTHAIOTCA yCI0BUA TeopeMH 1.

SUMMARY

In this note two theorems are proved in terms of the theory of sets which
have a number of applications. For-example a problem given by Steinhaus
in 1955 is here solved as a special case.

Theorem 1. Let R be an infinite seb. Let 4* (k = 1, 2...) be systems of sets
in R. A* = {4*}, card 4* = card R. Let card (A"nAfe)<ﬂofor a# for
k #1. Let there exist such positive integers i, so that for a # f card (4% N
A4%) < m. Let a* be positive integers, a* = . '

Then there exista a set N in R such that card NN A") = a for every A,

Theorem II. Let {N,} ..z be a system of all sets for whlch card (N n A") = a"
Then card £ = 2% R, \

Corollary. For every alfbmlc irreducible curve C of degree & let a posi-
tive integer n(C) greater than or equal to k* + 1 be given. Then there exists
a set meeting every C in »(C) of points.
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