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Aproximace realnych ¢isel a prispévek
ceskych matematika (1. ¢ast)

Pavel Rucki, Marian Gencev, Simona Pulcerovd, Ostrava

1. Uvod

Pocatky matematiky sahaji az k prvnim pisemnym zéznamim v Mezopotamii, v niz
se z obdobi 2200 az 1800 pf. n. 1. dochovalo velké mnozstvi matematickych tabulek
ukazujici pokro¢ily stupen rozvoje algebry i geometrie. Je to doba, kdy lidé jesté neznali
pojmy jako iracionalni ¢islo nebo zaporné ¢islo, ale kdy mizeme najit algebraické tlohy,
které vedou na rovnice linearni, kvadratické, kubické a kvartické i jejich soustavy.

Pokud jde o Evropu, kolébkou evropské kultury a vzdélanosti bylo starovéké Recko,
které za své rozvinuté matematické poznatky vdéci Pythagorovi a jeho nasledovnikim,
ktefi jako prvni odhalili, Ze kromé racionalnich ¢isel existuji i ¢isla jina, do té doby
neznamé. Vzpomefime jeden z nejstardich dikazii z teorie &isel, ze Gislo /2 je ira-
cionalni. Vedle Pythagora nesmime opomenout dalsiho feckého matematika Eukleida,
jehoz tfinéactidilné ,,Zaklady“ obsahuji systém axiomu, z nichZ vychazi klasicka geo-
metrie. Poznamenejme, Ze v tomto dile podava Euklides také dikaz Pythagorovy véty
a dikaz nekone¢nosti prvoéisel. Dalsim matematikem té doby byl Archimédes, ktery
jako jeden z prvnich pracoval s nekoneénymi posloupnostmi a fadami, kdyz se snazil
urcit obsah plochy omezené parabolou metodou vpisovani trojuhelnikii. Své poznatky
shrnul ve spise ,,O0 metodé mechanicky odvoditelnych vét“, v némz mimo jiné odvodil
obvod a obsah kruhu uréenim piiblizné hodnoty Ludolfova ¢isla 7.

V nasledujicich kapitolach se budeme vénovat novodobym poznatkim z teorie ¢isel
s dlirazem na tu ¢ast, ktera ke svému badani pouziva prostfedky matematické analyzy,
at uz v redlném, nebo v komplexnim oboru. NavaZeme na Archiméda a ukiZeme, Ze
s Ludolfovym ¢islem 7 lidé pracovali od pradavna a Ze se je snazili vyjadfit (dnes
bychom Fekli aproximovat) ¢islem racionalnim. Dale pronikneme do teorie diofantic-
kych aproximaci a podame struény piehled nejdilezitéjsich vysledkt. V treti kapitole
uvedeme novodobé vysledky z teorie iracionalnich a transcendentnich ¢isel, ktera tzce
souvisi s tzv. sedmym Hilbertovym problémem. Zminime se také o tom, Ze duileZitou
roli hraji v teorii ¢isel také nekonecné rady, slouzici jako jeden z nastroju, jak vyjadrit
realna ¢isla. Ukazeme si nekoneéné fady ve speciadlnim tvaru majici specifické vlastnosti
a také vyuziti nekoneénych fad k urc¢ovani algebraickych vlastnosti realnych ¢isel. Na to
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navazuje dals{ kapitola, v niz uvedeme moderni vysledky z konce 20. a poc¢atku 21. sto-
leti tykajici se nekone¢nych fad a algebraickou povahou jejich souctu, s dirazem na
vysledky ¢eskych popf. ¢eskoslovenskych matematiki. V sou¢asné dobé se touto prob-
lematikou v Ceské republice dlouhodobé zabyva skupina matematikt soustfedénych
kolem prof. RNDr. Jaroslava Hané¢la, CSc., z Ostravské university v Ostraveé, kteii
odhaluji nové souvislosti, pokud jde o otazky iracionality nekoneénych fad a pojmu
z ni odvozenych, vyjadritelnych mnozin apod. Poznamenejme jen, Ze uvedené vysledky
byly publikovany v mnoha zahrani¢nich recenzovanych ¢asopisech, jejichZz seznam je
uveden v samotném zaveéru.

2. Diofantické aproximace

P11 praktickych aplikacich se zpravidla setkdvame s redlnymi ¢isly, kterd vsak maji tu
nevyhodou, Ze ne vzdy muzeme pocitat s jejich presnou hodnotou. Vezméme napiik-
lad &isla iracionalni, ktera nelze zapsat ve tvaru zlomku p/q, kde p,q € Z a ¢ je navic
kladné, a proto v praxi pouzivame jejich pfiblizné hodnoty. Jinymi slovy, iracionalni
¢isla aproximujeme Cisly racionédlnimi. Podobné problémy vyvstavaji, uvazujeme-li
zlomky jako reprezentanty raciondlnich ¢&isel s velkym jmenovatelem, napf.
12345/6789101213. T zde vznika snaha aproximovat tato ¢isla ,vhodnymi“ racional-
nimi ¢isly, ktera, vyjadienad ve tvaru zlomku, maji mensiho a tim pro praktické uziti
vhodnéjsiho jmenovatele. Témito problémy se zabyvéa tzv. teorie diofantickych aproxi-
maci, jeZ zkoumé, pro¢ se néktera ¢isla aproximuji 1épe nez jina a nabizi metody, jak
nalézt v jistém slova smyslu ,nejlepsi“ racionalni aproximaci daného realného d&isla,
napf. pomoci tzv. fetézovych zlomkui. Podivejme se nejdiive do minulosti a ukazme si,
Ze hledani vhodnych aproximaci zapocalo jesté diive, nez byly poloZzeny zaklady teorie
diofantickych aproximaci.

Zatnéme Ludolfovym ¢&islem, jednou z nejznaméjsich konstant, jiz se lidé zaby-
vali odpradavna. Nejstarsi zminku o Ludolfové ¢islu # = 3,141592653 ... muzeme
najit uz kolem roku 1000 pf. n. 1. v hebrejské bibli, v prvni knize kréalovské, kde
se  aproximovalo ¢islem 3. Archimedes (287 —212 pf. n. 1) pouZival aproximaci 22/7 =
3,142857142 ... a v patém stoleti naseho letopoc¢tu se ve spisech ¢inského matematika
Tsu Chung-Chi (429-501) objevuje aproximace 355/113 = 3,14159292... Ve stie-
dovéku kolem roku 1600 pracuje matematik Adriaan Anthoniszoon (zvany Metius)
(1571-1635) s aproximacemi 333/106 = 3,141509433... a 355/113 = 3,14159292. ..
Zlomky 22/7, 333/106 a 355/113 aproximuji 7 po Fadé s piesnosti na dvé, ¢tyfi a Sest
desetinnych mist, pfestoze jmenovatelé téchto zlomki jsou maximélné trojciferna ¢isla.

S problémem aproximace racionélnich ¢isel jinymi racionalnimi ¢isly s mensim
jmenovatelem se potykal holandsky fyzik, matematik a astronom Christiaan Huygens
(1629—-1695). Huygens se snazil vytvofit pomoci ozubenych kol model Slune¢ni sous-
tavy tak, aby tento model co nejvice odpovidal skutecnosti. V jeho dobé byl znam
pomér dob obéhii Saturnu a Zemé kolem Slunce, ktery ¢inil 29,43 : 1. Huygens se po-
kousel vyrobit ozubené kola pro modely Saturnu a Zemé tak, aby pomér poctu zubt
jednotlivych kol byl pfiblizné roven skute¢nému poméru 29,43 : 1 a jednotliva kola
obsahovala pfijatelny pocet zubi. Huygens proto zvolil ozubena kola, jejichz pocty
zubi jsou v poméru 206 : 7. Tento pomér aproximuje skuteénou dobu s dostate¢nou
pTesnosti (206/7 = 29,4285 . ..), uvazime-li, Ze jmenovatel zlomku je pouze 7.
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Vsimnéme si, ze pii hledani vhodnych racionalnich aproximaci klademe dtraz nejen
na chybu, které se pfi praci s aproximaci dopoustime, ale i na velikost jmenovatele
zlomku, ktery tuto aproximaci reprezentuje. Témito aproximacemi se v 19. stoleti
zabyval francouzsky matematik Joseph Liouville (1809—1882), jenz objevil mnoho
jejich dilezitych vlastnosti.

Uvazujme o € R. Zajima nés, jak pfesné muze byt realné ¢islo a aproximovano
racionalnimi ¢isly ve tvaru p/q. Zkoumame tedy, jak malym mtZeme uéinit vyraz

p
a-? )
vhodnou volbou &isla p/q. Odpovéd je trivialni. ProtoZe je mnoZina racionalnich ¢isel Q
husta v R, mize byt tento rozdil libovolné maly. Budeme-li naptiklad pozadovat, aby
byl rozdil (1) mensi nez pfedem dané realné ¢islo € > 0, staci zvolit ¢ > 1/(2¢) a p jako
nejblizsi celé ¢islo k ¢islu qa. Pak

< —<e. (2)

7 této nerovnosti je ziejmé, Ze presnost aproximace bude zélezet také na jmenovateli
zlomku, kterym aproximujeme ¢islo «. Jinymi slovy, aproximace ¢isla a bude tim

vvvvvv

Samoziejmé racionalni ¢isla p/q spliwujici napfiklad nerovnost
o — B' < % <eg,

q q

budou mnohem lépe aproximovat ¢islo o nez zlomky vyhovujici pfedchozi nerovnosti.
Nicméné najdeme-li jedno feSeni jedné z téchto nerovnosti, pak to jesté nic nevypovida
o tom, jak snadno lIze ¢islo o aproximovat. Abychom se k nému mohli pfibliZit libovolné

blizko, budeme poZadovat, aby takova nerovnost méla nekone¢né mnoho feSeni p/q.

Definice 2.1 Redlné éislo o se nazgvd aprozimovatelné (raciondlnimi ¢isly) do fddu
s € R, s >0, existuje-li konstanta ¢ > 0 takovd, Ze nerovnosti

O<ja—=| < —

qS
jsou splnény pro nekonecné mnoho dvojic (p,q), kde p € Z a q € N.

p‘c

Pokud jde o zlomky p/q, pak neni nutné pozadovat, aby p a ¢ byla nesoudélna.
Ponévadz mira pribliZeni se k ¢islu « zavisi na exponentu s, mtuzeme prohlésit, Ze ¢islo a
je dobfe aproximovatelné racionélnimi ¢isly, je-li s velké, a §patné aproximovatelné, je-
li s malé. Z definice jednoduSe vyplyva, ze je-li ¢islo o aproximovatelné do fadu s,
pak je také aproximovatelné do libovolného fadu mensiho nez s. Zakladni otazka tedy
spoc¢iva v hledani co nejvétsiho fadu aproximace pro dané realné ¢islo a.

Priklad 2.1 Necht

a= Z 10~2" = 0,11010001000000010 . . .
k=0
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Neni obtizné ukdzat, Ze

2
a£|<_

0<
q| ¢

pro nekoneéné mnoho raciondlnich cisel p/q, za kterd lze vzit prdve cdstecné soudty

vy o

Tady definugici o (jak étendr lehce ovéri). Cislo « je tedy aprozimovatelné do ¥adu 2.

Toto je priklad jednoho konkrétniho redlného ¢isla. Mizeme se déle ptat, zda jsme
schopni ur¢it fad aproximace libovolného realného &sla. Nerovnost (2) dava odpoved
na tuto otazku.

Véta 2.1 KaZdé redlné cislo je aproximovatelné do 7ddu 1.

Nicméné tato véta nefika nic o tom, zda je mozné dané realné ¢islo aproximovat
do tadu vyssiho nez 1. V piikladu 2.1 jsme vidéli, ze takové &islo existuje. Nyni si
ukazeme, Ze takovych ¢isel je vice, a dokonce je dokdZeme presné vymezit.

Uvazujme nyni, ze ¢islo « je racionalni. Pak lze snadno dokazat, ze existuje kons-
tanta ¢ > 0 takova, Ze pro kazdé racionalni &islo p/q # « plati

Bude-li totiz o« = m/n, kde m € Z a n € N, pak

m _p|_ |mg—np| 1

noq ng — ng’

Stadi tedy vzit kladnou konstantu ¢ < 1/n. Dusledkem tohoto tvrzeni je nasledujici
véta.

Véta 2.2 Raciondlni ¢isla nejsou aproximovatelnd do 7dadu vyssiho neZ 1.

Jinak feceno, racionalni ¢isla jsou Spatné aproximovatelna jinymi racionalnimi ¢isly
ve smyslu definice 2.1. M4 smysl se tedy ptat, do jakého fadu lze aproximovat ¢isla ira-
cionalni. Tento problém vyfesil v roce 1842 némecky matematik Johann Peter Gustav
Lejeune Dirichlet (1805 —1859).

Véta 2.3 (Dirichlet, 1842, [7]) KaZdé iraciondlni ¢&islo je aproximovatelné do Td-

du 2. Tzn. je-li o iraciondlni ¢islo, pak existuje nekonecné mnoho raciondlnich cisel p/q
takovijch, Ze

Z hlediska rfadu aproximace se tedy raciondlni a iracionalni ¢isla lisi v tom, Ze
racionélni ¢isla nejsou na rozdil od iracionalnich aproximovatelna do rada vétsich nez 1.
Dale se muzeme ptat, zda existuji takova iracionalni ¢isla, ktera by byla aproximova-
telna do fadu vyssiho nez 2.
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Ukézeme si nyni, Ze je to mozné, a zZe tato otézka tizce souvisi s rozdélenim mnoziny
realnych ¢isel na jiné dvé disjunktni podmnoziny nez na mnoZzinu racionélnich a ira-
cionalnich ¢isel. Redlna ¢isla muzeme také rozdélit podle toho, zda jsou nebo nejsou
koreny néjakého nenulového polynomu s celo¢iselnymi koeficienty, na ¢isla algebraicka
a Cisla transcendentni. Aproximovatelnosti téchto ¢isel se zabyval pravé Liouville, ktery
v roce 1844 dokazal nasledujici tvrzeni, viz [29] a [35].

2 o

Véta 2.4 (Liouville, 1844) Je-li o algebraické cislo stupné n, pak neni aproximo-
vatelné do Tdadu vyssitho nez n.

Pripomenme, Ze stupen algebraického ¢isla je nejmensi stupent polynomu s racio-
nalnimi koeficienty, jehoz je dané algebraické ¢islo kofenem. PouZitim predchozi véty
zkonstruoval Liouville prvni piiklad redlného ¢isla, o kterém se tehdy s urcitosti védélo,
Ze neni algebraické (a tedy je transcendentni). Jeho vyjadfeni je nasledujici

o= Z 10~* = 0,11000100000000000000000100 . . .
k=1

Cislo a se na jeho pocest nazyva Liouvilleova konstanta a mé tu vlastnost, ze je
aproximovateln do libovolné velkého kladného radu. Cisel s touto vlastnosti existuje
dokonce nespocetné mnoho a nazyvaji se souhrnné Liouvilleova ¢isla. Pokud jde o ¢isla
algebraick4, tak v roce 1909 vylepsil Liouvilletv vysledek (véta 2.4) norsky matematik
Axel Thue (1863 —1922), kdyZ dokazal zmensit jejich fad aproximace, viz [51]. Dokazal,
Ze kazdé algebraické ¢islo stupné n je aproximovatelné nejvyse do fadu 1+n/2. Po ném
se o dalsi snizeni fadu aproximace algebraickych ¢isel zaslouzil némecky matematik
Carl Ludwig Siegel (1896 —1981), ktery v roce 1921 ukazal, Ze algebraicka ¢isla stupné n
jsou aproximovatelna nejvyse do fadu 24/n, viz [46]. Koneéné v roce 1955 publikoval
britsky matematik Klaus Roth tvrzeni, které je jednim ze stézejnich vysledki analy-
tické teorie ¢isel a odhaluje zasadni rozdil mezi algebraickymi a transcendentnimi ¢isly
z pohledu jejich aproximovatelnosti racionalnimi ¢isly. Za tento vysledek ziskal Roth
nejvyssi ocenéni v matematickych disciplinach, Fieldsovu medaili.

Véta 2.5 (Roth, 1955, [42]) Je-li « algebraické cislo, pak neni aproximovatelné do

Fadu vy$stho nez 2.

Shrneme-li vSechny dosavadni poznatky, mizeme prohlasit, ze racionalni ¢isla jsou
aproximovatelnéa pravé do fadu 1, iracionalni ¢isla pak alespon do fadu 2 a algebraicka
¢isla nejvyse do fadu 2. Takze iracionalni algebraicka ¢isla maji fad pravé 2. Specidlni
mnozinu pak tvori ¢isla Liouvilleova, které jsou aproximovatelna do libovoloné velkého
kladného radu.

Dosud jsme se zabyvali tim, jak pfesné lze aproximovat realné ¢isla. Nyni si polozme
otazku, jak tyto racionélni aproximace najit. Jednou z moznosti je pouzit aparat tzv.
retézovych zlomki. Jako prvni se jimi systematicky zabyval italsky matematik Rafael
Bombelli (1526-1572), kdyZ se v roce 1572 snazil najit pfibliZzné hodnoty druhych
odmocnin p¥irozenych &isel, viz [41]. Retézovy zlomek prislusny k danému kladnému
realnému ¢&islu a je zlomek ve specidlnim tvaru:
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o =ag+ 1 )
ar +
1 L 1
a
? 1
as +
as+
kde ag je dolni cela Cast ¢isla a0 a ai,aso,... jsou prirozena ¢isla. Postup, jak tyto

koeficienty vypocitat, presna definice Fetézovych zlomkt a otazky jejich konvergence
jsou podrobné rozebrany napf¥. v [29] nebo [48].

Pro naSe potfeby bude stacit, kdyZ toto vyjadieni nazveme (nekonecny) retézovy
zlomek ¢isla a. Budeme jej zapisovat v struéngjsi formé o = [ag, a1, as,...]. Polet
prirozenych ¢isel ag, a1, as, ... miuze byt koneény i nekoneény. Neni obtizné ukizat, ze
je konecny, je-li o racionalni ¢islo, a nekoneény, je-li o iracionélni. Specialni roli hraji
v teorii Fetézovych zlomku tzv. sblizené zlomky pi/qr, k = 1,2,..., které definujeme
rekurentné

Pk = QkPr—1 + Pk—2
gk = QpQk—1 + qr—2, k=1,2,...,

pricemz p_1 :=1, g1 := 0, pp := ap a qo := 1. A pravé tyto sblizené zlomky pr/qx je
mozné pouzit jako racionalni aproximace daného realného éisla a.

Priklad 2.2 Najdéme pronich pét sblizengch zlomkid Ludolfova ¢isla w, zndme-li jeho
retézovy zlomek

T =1[3,7,15,1,292,1,1,1,2,1,3,1,...].

Pomoct predchozich rekurentnich vztahid uréime prunich pét sbliZenych zlomki,

3 22 333 355 103993

17 771067 1137 33102 °
Mizeme si vSimnout, ze nékteré z uvedenych zlomkd matematici pouzivali jiz
v dobé, kdy skute¢nost, Ze sblizené zlomky jsou pravé témi nejlepsimi racionalnimi
aproximacemi daného realného ¢isla, nebyla znama.
Nyni také muzeme odpovédét na otazku, pro¢ Huygens pouzil pii stavbé svého
modelu Sluneéni soustavy ozubend kola, slouzici jako modely Saturnu a Zemé, s po-
mérem zubt 206 : 7.

Priklad 2.3 Najdéme vsechny sblizené zlomky cisla 29,43, zndme-li jeho tetézovy
zlomek
29,43 = [29,2, 3, 14].

Stejné jako v predchozim prikladu pouZijeme jiZ wvedené rekurentni vztahy a urcime

vSechny sblizené zlomky,
29 59 206 2943

1727 77 100 °
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Zlomek 206/7 je sblizenym zlomkem ¢isla 29,43, a proto jej aproximuje nejlépe,
vezmeme-li v iivahu, Ze s ohledem na jednociferného jmenovatele je chyba, které se
pouzitim této aproximace dopustime, velmi mala.

3. Teorie iracionalnich a transcendentnich ¢&isel

Jiz v antickych dobéach bylo znamo, Ze existuji i ¢isla, kteréa nelze vyjadrit ve tvaru p/q.
Piikladem takového ¢sla je t¥eba v/2. Pokud omezime nase pozorovani na chvili pouze
na ¢isla intervalu [0, 1], miZeme snadno ukazat, Ze vSech racionalnich a algebraickych
¢isel z tohoto intervalu je nekoneéné mnoho, ovsem na druhou stranu pouze spocetné.
Georg Cantor vypracoval diikaz tvrzeni, Ze interval [0, 1] je nespocetny (viz t¥eba [48]).
Z toho lze usoudit, Ze existuje velmi obsazna podmnoZzina intervalu [0, 1], ktera obsahu-
je ¢isla, jez nejsou racionalni ani algebraicka. Pokud aplikujeme tuto ivahu na mnozinu
v8ech komplexnich ¢isel C, obdrzime mnozinu vSech transcendentnich ¢isel. A praveé
studium transcendence (popf. iracionality) matematickych konstant je jedna z oblasti,
kterou se zabyva analyticka teorie Cisel.

V 18. a 19. stoleti se matematici zabyvali charakterem matematickych konstant 7, e,
jejich prirozenych mocnin, popf. jinymi konstrukcemi jako €™, 7€, m + e a podobné.
Zaroveii se velmi zivé diskutovalo v zavéru 19. stoleti o obecném charakteru &sel o,
kde o a § byla jista algebraicka ¢isla nad télesem Q.

Studium algebraické povahy Eulerova ¢isla e a Ludolfova &isla 7 patii k meznikim
analytické teorie ¢isel. U ¢isla 7 miizeme zaznamenat prvni zajem o tento druh informa-
ce dokonce jiz v antickych dobach, a to na tloze o kvadratufe kruhu. Resenf této tlohy
bylo v8ak nalezeno az v 19. stoleti. Pfed podanim dikazu o nemoznosti kvadratury
kruhu byly konstruovany metody dikazu iracionality ¢isla 7. Jedna z nich vyuziva
rozvoje funkce tgz do nekoneéného fetézového zlomku a jejim autorem je Svycarsky
matematik Johann Heinrich Lambert (1728 —-1777), ktery ji prezentoval v roce 1761
ve svém ¢lanku [33]. Diikaz iracionality 7 sporem je v Pokrocich podan v [37, s.220].

Transcendence Ludolfova ¢isla m byla dokdzana aZ pozdéji a zaklada se na zobecnéni
metody francouzského matematika Charlese Hermiteho (1822 —1901), ktery v roce 1873
dokazal transcendenci Eulerova ¢isla. Jeho metoda vyuziva konstrukci speciédlni t¥idy
polynomt s celo¢iselnymi koeficienty a odhadt jejich hodnot v jistych bodech. Ve
svém ¢lanku Hermite [28] polozil zéklady teorie Padého aproximaci a navic dokazal
nasledujici tvrzeni.

Véta 3.1 (Hermite, 1873) Necht r je nenulové raciondlni c¢islo. Pak cislo e” je
transcendentni.

Jeho myslenky byly déle rozvinuty némeckym matematikem Ferdinandem von Lin-
demannem (1852—-1939), ktery dokéazal ve své praci [53] z roku 1882, Ze ¢islo 7 je
transcendentni, a vytesil tak antickou tlohu o nemoznosti kvadratury kruhu. Tento
poznatek spolu s Hermiteho vétou vyustily v nésledujici vétu.

Véta 3.2 (Hermiteho-Lindemannova véta) Necht « je komplexni algebraické ¢is-
lo Tizné od 0 a 1. Necht ddle In « je libovolnd hodnota logaritmu ¢isla «. Pak ¢islo In «
je transcendentni. Ekvivalentné, necht 8 je nenulové algebraické ¢islo. Pak eP je trans-
cendentnd.
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Diukaz této véty vyzaduje hlubsi znalosti z teorie funkce komplexni proménné. Trans-
cendence ¢isla 7 plyne z predchozi véty volbou a = i, nebot In(i) = % -

Dalsim posunem v oblasti studia vlastnosti exponencialni funkce e” je véta o algeb-
raické nezavislosti jejich hodnot z roku 1888. Pfipomenme jen, Ze reilna ¢isla ay, as,
..., Qp jsou algebraicky nezdvisld nad télesem Q, jestlize neexistuje nenulovy polynom

o n proménnych P(x1,za,...,z,) s raciondlnimi koeficienty takovy, Ze
P(ay,ag,...,a,) =0.

Tato definice je zobecnénim jiz zavedenych pojmi iracionality, resp. transcendence
Cisel.

Véta 3.3 (Lindemannova-Weierstrafiova) Necht (1, B2, ..., n jsou algebraickd
céisla linedrné nezdvisld nad télesem Q. Pak cisla €51, eP2, ... e jsou algebraicky
nezavisld nad télesem Q.

Ptfed rokem 1900 byly vsak nalezeny i jiné typy iracionalnich, popf. transcen-
dentnich ¢&isel. Priklad historicky prvniho transcendentniho ¢isla byl zkonstruovan
v roce 1844 J. Liouvillem (viz Liouvillova konstanta, kap. 2). Dalsi piiklady byly
prezentovany ve tvaru nekone¢né fady pomoci &isel, jez se v soucasnosti oznacuji jako
0., a € N, a > 2, a jsou definovana jako

<1
bai= —-
n=1

Vyvoj analytické teorie ¢Cisel v prvni poloviné 20. stoleti je vyznamné ovlivnén
tzv. sedmym Hilbertovym problémem, ktery tak reaguje na otazku Eulera tykajici se
algebraického charakteru ¢isel ve tvaru o, kde ¢isla «, § jsou algebraicka takova, ze
a ¢ {0,1} a &islo B je iracionalni. Sedmy Hilbertiv problém byl vyfesen sovétskym
matematikem Alexandrem O. Gel’fondem (1906—-1968) v roce 1934 (viz [10], [11]),
ktery podal kompletni ditkaz néasledujiciho tvrzeni.

Véta 3.4 (Gel’fond) Necht «, 8 jsou takovd algebraickd cisla, Ze o ¢ {0,1} a B je
iraciondlni. Pak ¢islo o je transcendentnd.

Gel’fond pouzil ve své praci zcela novou analytickou metodu, ktera spocivala ve
specialni interpolaci exponencialni funkce e*, z € C. Nezavisle na ném zkonstruo-
val velice podobnou metodu némecky matematik Theodor Schneider (1911-1988)
a dokazal ve své dizertacni praci nezavisle na Gel’fondovi v roce 1935 tuto vétu také
(viz [44], [45]). Proto se nékdy nazyva uvedené tvrzeni jako Gel’fondova-Schneiderova
véta. Po roce 1935 byli matematici schopni v dusledku platnosti Gel’fondovy-Schnei-
derovy véty odhalit velice obsaznou tfidu transcendentnich ¢isel.

Prikladi pouziti véty 3.4 je hned nékolik. Jeden z téch snadnéjsich, spadajici az do
Eulerovy doby, je tzv. Gel’fondova-Schneiderova konstanta 2‘/5, jejiz transcendence
plyne snadno z Gel’fondovy véty, polozime-li & = 2, 8 = /2. Velmi vyznamnym
piikladem je tzv. Gel’fondova konstanta e, kde ovSem neni volba hodnot a a 8 tak
ziejma. Plati totiz —1 = el™ = (e”)l. Ponévadz —1 neni transcendentni, e” jisté neni
ani 0 ani 1 a i je algebraické iracionalni, vyplyva z Gel’fondovy-Schneiderovy véty, ze
e™ je nutné transcendentni.
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Gel’fondova-Schneiderova metoda byla dale rozvinuta a zobecnéna. Nékdy hovofi-
me také o multidimenzionélni verzi Hilbertova sedmého problému, jehoz FeSeni bylo
nalezeno anglickym matematikem Alanem Bakerem v roce 1967 (viz napf. [3]). Svou
metodou doslova zpusobil revoluci, kdyZ se mu podafilo dokézat transcendenci jisté
linearni kombinace logaritmu algebraickych hodnot. Jeho vysledek obsazeny v nasledu-
jici vété byl ocenén nejvyssim matematickym ocenénim, Fieldsovou medaili v roce 1970.
Tato véta se navic stala klicem k rozvoji vyznamnych Casti teorie ¢isel v poslednich
CtyTiceti letech.

Véta 3.5 (Baker) Necht ay,a,...,a, je n-tice algebraickych nenulovgch ¢isel. Pak
¢islalnaq,In g, . .., Inay, jsou linedrné nezdvisld nad télesem algebraickyjch cisel tehdy
a jen tehdy, kdyz jsou linedrné nezdvisld nad télesem Q.

Dusledkem této véty je tieba algebraickd povaha ¢&isel, ktera jsou déana hodnotami
urc¢itych Riemannovych integrali racionédlnich funkei s algebraickymi koeficienty. Vé-
ta 3.5 Fika, Zze napf. ¢islo

/1 da L
—  — Tln _
0 .T3 + 1 3 3\/§
je transcendentni.

Dalsi typy transcendentnich ¢isel byly objeveny koncem 20. stoleti pomoci kompli-
kovanych metod vyuZzivajicich mnoho novych a naro¢nych pojmi z teorie transcendent-
nich ¢isel. Nékteré vysledky jsou v8ak velmi ¢itelné i pro relativniho laika. V roce 1996
rusky matematik Jurij Valentinovi¢ Nesterenko dokazal nasledujici tvrzeni.

Véta 3.6 (Nesterenko) Cisla m,e" al (%) jsou algebraicky nezdvisld nad télesem
raciondlnich cisel.

Pfipometime, Ze funkce I'(z) je definovdna nekoneénym sou¢inem

15 (1+1)°
I'(z):= - — s
(2) = - };[1 e
kde z je libovolné komplexni ¢islo kromé nuly a celych zapornych ¢isel. Navic pro
pfirozené ¢isla n plati I'(n) = (n — 1)!, a proto funkci I'(z) muZeme chapat jako

zobecnéni pojmu faktorial.
Z predchozi véty plyne napiiklad transcendence ¢isla m + e™. Navic tento vysledek
byl pouzit k dikazu transcendence sou¢tu nekone¢né fady

oo

1 1 7 e"4e ™
=4 = — 3
;nQ—i—l 2+2 eT —e T (3)

Dalgim vyznamnym pifkladem je Rogersiv-Ramanujantiv fetézovy zlomek RR(a),
ktery je definovan vztahem

RR(a):=1+
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Matematici D. Bertrand, D. Duverney, K. Nishioka a I. Shiokawa v roce 1996 ukézali,
Ze pro libovolné algebraické ¢slo @ € (0,1) je hodnota Rogersova-Ramanujanova
zlomku RR(«) transcendentni &islo.

4. Nekoneéné rady ve specialnim tvaru

Zminime se nyni kratce o nekoneénych fadéch ve specialnim tvaru ve vztahu k povaze
jejich souctu (iracionalita, transcendence a jiné). Jedna z nejjednodusich fad, pokud
jde o urceni jejiho souctu, je fada geometricka. Je-li ¢ celé ¢islo rtzné od 0, 1 a —1,
pak

P
=gt oq-1

tzn. souet je racionalni ¢islo. MiZeme se nyni ptat, jak se zméni vlastnosti souctu
fady, pokud v ni pfi¢teme k mocniné ¢” racionalni &islo r # ¢" pro vSechna n € N.
V roce 1992 dokézal kanadsky matematik Peter Borwein v [5], Ze soucet fady

oo

1
> o 4)

n=1

je iracionalni ¢islo, av8ak neni to ¢islo Liouvilleovo. O sedm let pozdéji dokazali Peter
Borwein a Ping Zhou tentyz vysledek o nekone¢né fadé v obecnéjsim tvaru

= 1
- 5
;1+aniq2n5’ ()

kde r a s jsou kladn4 racionélni &isla a 1 + ¢"r — ¢®"s # 0 pro viechna n € N, viz [6].
Vyznam téchto poznatki muZzeme vidét také v tom, Ze soucet nekonecnych rad (4)
a (5) neni dosud znam v uzavieném tvaru, a proto nemizeme soudit nic o racionalité
jako v pripadé geometrické fady.

Zajimava situace nastava u nekone¢nych rad typu

D jﬁ (6)

kde P(z) a Q(x) jsou polynomy s racionalnimi koeficienty, Q(z) neni konstantni poly-
nom, P(z) neni nulovy polynom a fada (6) je konvergentni.

Ma-li polynom Q(z) jednoduché racionalni kofeny, jsme schopni racionalni lomenou
funkci P(z)/Q(x) rozlozit na parcialni zlomky s linearnimi ¢leny ve jmenovatelich.
V roce 1975 ukazal americky matematik Derrick Henry Lehmer (1905-1991) v [34]
nebo také [12], Zze je moZné nekonecnou fadu skladajici se ze souctu téchto parcialnich
zlomki vyjadrit v nasledujicim uzavieném tvaru:

~—

@

[e%s} ’fl) oo m m b;—1 a; e .
53 G~ o gy (=),
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kde ¢; je néktery z komplexnich kofent rovnice 2% = 1, i = 1,2,...,m. Mizeme si
v8imnout, Ze na pravé strané se nachézi linearni kombinace pfirozenych logaritmii,
v jejichz argumentech jsou algebraicka ¢isla. S takovym vyjadienim jsme se jiz setkali
v kapitole o iracionélnich a transcendentnich é&islech, kdyz jsme zminovali dalezitou
Bakerovu vétu (véta 3.5). Uzitim této identity miZeme uréit sou¢et mnoha na prvni
pohled jednoduchych fad, napt.

1
> 5 —=2-2h2
2n?2 +n
n=1
Obecné je mozné dokazat, Ze soucet S je bud racionélni, nebo transcendentni &islo.
Lezi-li navic v8echny kofeny polynomu Q(x) v intervalu [—1,0), je pak bud S = 0,
nebo S je transcendentni. Jako ptiklad mizeme uvést nekoneénou fadu

oo

1 ! 1
g(nkﬂ)(nkm)...(nkw) STk Tkt 2) 2

jejiz soucet je transcendentni ¢islo pro kazdé prirozené ¢islo k vétsi nez 1. Prikladem
fady, jejiz ¢leny jsou ve tvaru podilu dvou mnohoélent a jez ma racionalni soucet, je
fada

oo

1 1 1 7 1
Z(n+1)(n+2)~~(n+k) T2k 28kt T oDk

n=0

Jeji soucet je racionalni pro kazdé prirozené Cislo k vétsi nez 1.
Vyrazné komplikovanéjsi je situace ve speciadlnim p¥ipadg, kdy volime P(z) = 1
a Q(z) = z°, kde s € N, s > 2. Potom prislusna nekone¢na rfada ma tvar

oo

1

vl (7)
n=1

Obecnégji, pro libovolné s € R, s > 1, lze pomoci nekonetné fady (7) definovat

funkci ¢(s) vztahem

C(s) == — s> 1.

Funkce ((s) se nazyva Riemannova funkce a ma v soucasné matematice vyznamnou
roli. Nekteré jeji vlastnosti vSak dosud nejsou dostateéné prostudovany (t¥eba Rie-
mannova hypotéza). Z pohledu analytické teorie ¢isel je studovana algebraicka povaha
hodnot Riemannovy funkce ((s) pro s € N, s > 1. Situace je kompletné vyfeSena pro
sudé hodnoty proménné s. Plati totiz formule

0(29) = 3200 B ®

kde symbol B; oznacuje tzv. i-té Bernoulliovo ¢&islo. Uzitim této rovnosti mizeme na
zékladé véty 3.2 ukazat, Ze ((2k) je transcendentni ¢islo pro k € N.
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Situace je ovSem vyrazné slozitéjsi pro liché hodnoty argumentu s. Zde je konkrétni
vysledek zndm pouze pro s = 3. Tato specialni a dilezitd hodnota sou¢tu nekoneéné
fady > 07, % se nazyva Apéryho konstanta. V roce 1979 publikoval francouzsky
matematik Roger Apéry (1916—1994) neocekévany dikaz iracionality hodnoty ((3)
(viz t¥eba [2] nebo [52]). Jeho dikaz nepouzival zadné specialni techniky a mohl ho
tedy objevit i Euler. Doposud neni znamo nic bliz§iho o transcendenci Apéryho kons-
tanty. Navic zatim neni dokonce znamo, jestli jsou iracionalni i v8echny ostatni hodnoty
Riemannovy funkce pro liché argumenty s > 5. Zajimavych vysledka v této oblasti
analytické teorie ¢isel dosahl ale rusky matematik Wadim Zudillin, ktery je znédm
nésledujici vétou z roku 2001 (viz [54]).

Véta 4.1 (Zudillin) Alespori jedno ze ctverice cisel ((5), ¢((7), €(9), ¢(11) je ira-
ciondlnt.

Vsimnéme si, Ze k diikazu transcendence hodnot funkce ¢(s) pro sudé argumenty s
pouzivame uzavieny tvar (8) sou¢tu nekonecné fady. Tuto techniku bohuZel nemizeme
aplikovat pro hodnoty funkce ((s) v lichych argumentech s, s > 3. Na druhou stranu
pokud by se podafilo najit uzavieny tvar souétu prislusny hodnoté ¢(3) pomoci ko-
neéného poctu jiz definovanych konstant, znali bychom algebraickou povahu takového
vyrazu. Vyznam sumace nekonecnych rfad do uzavieného tvaru ma tedy své dulezité
misto v obecné matematice a jejich aplikacich (srovnejte tuto techniku s identitou (3)
a vétou 3.6).
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Mosaika XII

Cenék Strouhal, Praha

Sesli jste se, mladi pratelé, po prazdninach osvézeni delsi vitanou prestavkou ve
svych t¥idach, druh druha uvital, a kdyz snad néktery schazel, vite, ze odesel na jiny
ustav, ale Ze jest jinak ziv a zdrav. Mluviti u vas mladych a jarych o nemoci anebo
dokonce smrti bylo by tak, jako bohadi vykladati o hladu, kdyz sedi pfi plné tabuli.
Néco jiného je u nas starsich, kdyz jiz ta Sedesatka se priblizila nebo prekrocila. Kdyz
my po prazdninéch se sejdeme, ohliZime se kolem, jako bychom se tazali: jsme zde jesté
v8ichni? A obycejné to byva, Ze predseda té neb oné z nasich védeckych korporaci za-
h&ji sedéni smuteéni upominkou na nékterého z druht zemftelych. Letos o prazdninach
zemiel nestor lékarské fakulty naSi university dvorni rada Bohumil Eiselt. Narodil se
dne 28. srpna 1831, skonal dne 22. srpna, doséhl tedy bezméla 77 let véku pozehnaného.
Jeho rodina jest lékarskou v eminentnim slova smyslu; jeho otec byl lékat, jeho oba

Pokracujeme v pfetiskovani Strouhalovy staté Mosaika zapocatém v €. 1, ro¢. 53 (2008). Tato
¢ast pochazi z Casopisu pro péstovani mathematiky a fysiky, roéniky XXXVIII (1909).
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