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21. ro¢nik Mezinarodni matematické soutéze
Vojtécha Jarnika

Jaroslav Hancl, Lukds Novotny, Jan Sustek, Ostrava

1. Uvod

Dne 31. 3. 2011 se v Ostraveé uskutecnil jiz 21. ro¢nik Mezinarodni matematické soutéze
Vojtécha Jarnika. Byla zalozena pfed 20 lety a navazala na mezinarodni studentskou
soutéz ISTAM, kterd byla zrusena po rozpadu Jugoslavie. Soutéz byla z pocatku pouze
pro studenty Ostravské univerzity, ale béhem 20 let se rozrostla na jednu z nejvétsich
matematickych soutézi v Evropé uréenych pro vysokoskolské studenty. Je rozdélena do
dvou kategorii. Prvni je uréena studentiim 1.a 2.ro¢niku mladsim 22 let, druha pak
vSem ostatnim studenttim do 25 let. Den pfed samotnou soutézi zasedd mezinarodni
porota slozend z delegatt jednotlivych zucastnénych univerzit, kterd si zvoli svého
predsedu a vybere 4 priklady do kazdé kategorie.

Trofeje pro vitéze

Letosniho 21. ro¢niku se Gcastnilo 147 studentti ze 36 univerzit z 13 stat a 3 konti-
nentt. Pravidelné se i¢astni nebo tcastnili i ispésni fesitelé Mezinarodni matematické
olympiady, napf. Przemystav Mazur (3 zlaté), Pavlo Mishchenko (2 zlaté), Frantisek
Konopecky (zlatd + stfibrna) nebo Jaromir Kuben (stéibrnd + 2 bronzové).

Doc. RNDR. Jarosrav HANCL, CSc., MGR. LUKAS NovoTNy, RNDR. JAN
SusTEK, PH.D., Katedra matematiky, Piirodovédecks fakulta, Ostravska univerzi-
ta v Ostraveé, 30. dubna 22, 70103 Ostraval,

e-mail: hancl@osu.cz, lukas.novotny@osu.cz, jan.sustek@osu.cz
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2. Soutézni problémy

Prvni kategorie

Problém 1 (a) Existuje polynom P s redlnymi koeficienty takovy, ze

()=t

pro vSechna pfirozend ¢isla k7

(b) Existuje polynom P s redlnymi koeficienty takovy, ze

P(%) - 2k1+1

pro vSechna pfirozen ¢isla k7 [10 bodti]

Problém 2 Necht (a,,)52 ; je neomezend rostouci posloupnost kladnych redlngch éisel
takova, ze aritmeticky primér libovolnych ¢ty po sobé jdoucich prvkl ay, ani1, Gnt2,
an+3 patti do téze posloupnosti. DokaZte, Ze posloupnost a,1/ay, konverguje a najdéte
vSechny mozné hodnoty jeji limity. [10 bodti]

Problém 3 Dokazte, Ze

% 2k+2 > k
>+t e~ LV
— 22h+2)2 (1 — 2F+1)
=0 k=0
pro viechna x € (—1,1). [10 bodi]

Problém 4 Necht a, b, ¢ jsou prvky kone¢ného fddu v néjaké grupé. Dokazte, Ze kdyZ
a"tha = b2, b 2cb?® = ¢ a ¢ 3ac® = a?, potom a = b = ¢ = e, kde e je jednotkovy
prvek. [10 bodt]

Druha kategorie
Problém 1 Necht n > k anecht A;,..., A jsou matice n xn hodnosti n—1. Dokazte,
ze
Ay - A #£0.
[10 bod1]

Problém 2 Necht k je pfirozené ¢islo. Naleznéte

1
Z Z Zn1n2 k(7l1+---+nk+1).

ni1=1ns=1 nE=1

[10 bod]
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SoutéZici v u¢ebné

Problém 3 Necht p a ¢ jsou komplexni polynomy takové, ze degp > degq a necht
fla) =22

= ——. Predpokladejme, ze vSechny kofeny polynomu p lezi uvnitt jednotkového
q(z
kruhu |z| =1 a Ze vSechny kofeny polynomu ¢ lezi vné jednotkového kruhu. Dokazte,
ze

d —d
max [ f'(z)] > <2 ZE L pax | 7(2)|.
|z|=1 2 |z|=1

10 bod]

Problém 4 Necht Q[z] oznacuje vektorovy prostor polynomu jedné proménné x s ra-
cionalnimi koeficienty. Najdéte vSechny Q-linedrni zobrazeni ®: Q[z] — Qlx] takové,
Ze pro kazdy ireducibilni polynom p € Q[z] je polynom ®(p) také ireducibilni.
(Polynom p € Q[z] se nazyva ireducibilni, jestlize neni konstantni a neni mozné jej
rozlozit na souc¢in nekonstantnich polynomu g1, g2 € Q[z].) [10 bodt]

3. Reseni

Prvni kategorie
Reseni problému 1 (a) ANO. Staci uvazovat polynom
P(z)=2x+1.
(b) NE. Pfedpokladejme, Ze takovy polynom P existuje. Definujme polynom F nésle-

dovné
F(z) = (z+2)P(x) — .
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Pak 1 1 1 1
F(z)=(G+2)P(z) -5 -0
pro vSechna k£ € N. Polynom F' nabyva hodnoty 0 v nekonecné mnoha bodech.

Tedy
(x+2)P(z) —z =0,

pro vSechna z € R. Ale odtud dostdvame, ze

pro vSechna z € R, coz je spor.

Reseni problému 2 Z piedpokladu a, < @41 < Gnyo < Gnis dostaneme

1
(079 < Z(an + Ap+1 + Ap+2 + an+3) < An+3,

Cili (an + ant1 + ant2 + ants)/4 € {ant1,ans2}. Odtud pro libovolné n € N plati
pravé jedna z nasledujicich dvou identit:

an + Gn41 + An+2 + An+3 = 4an+1 (1)

nebo
ap + Apt1 + Gpy2 + Apg3 = 4an+2 . (2)

Necht A je mnozina indext n € N, pro které plati (1), a necht B je mnozina indext
n € N, pro které plati (2). Zftejmé AUB =N, AN B = 0.
Predpokladejme, ze existuje k tak, ze k € B, k+1 € A. Z (1) a (2) dostavame

ap + a1 + apg2 + apg3 = dagyo a g1 + apqo + apg3 + apps = 4agio.
Odtud ay = akt4, coz je ve sporu s faktem, ze a,, je rostouci.

To znamen4, Ze musi existovat takové pfirozené ¢&islo ng, ze A = {1,...,no} a B =
{no+1,...}. Podle (2) posloupnost a,, vyhovuje linearni rekurenci a,, +an41—3an42+
an+3 = 0 pro vSechna n > ng. Charakteristicky polynom této linearni rekurence

dA) =X =3+ A+ 1=A-1)(N\ =21 -1)
mé kofeny \; =1, Ao = 1 — /2, A3 = 1 + /2. Odtud
an =C1+Co(1=V2)"+C3(1+V2)", (1,05, C3€R, 1> ny.

Poznamenejme, ze —1 < Ay < 0, A3 > 1. Jestlize C5 < 0, pak je posloupnost a,, shora
omezena. Odtud Cs > 0, takze a,, ~ C3\y pro n — oco. Jednoduchy vypocet ukazuje,
Ze posloupnost a,1/a, konverguje a ma limitu

lim 22—y =142

n—co @,
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Reseni problému 3 Pouzijeme binomickou fadu

o0

T LU <L

j=0
abychom dostali

oo

g 1+ p2k+2 - 2k+2 — (2k+2)
2 (1fx2k:+2)2:zx (L+2%42) Y (G +1)a!
k=0 k=0 =0

oo oo

1S

7j=0 k=0
o

- Z(] + 1)z Zx (1+ J;2k+2)$J2k
7=0 k=0

‘Pnﬁg

<
I
o

1 2
(j + 1)a? ( R — )
1 — p25+1 1 — 25+3
J+ D% N g SN (24 1)
— x2i+1 + z; 1 — g2j+1 — Zo 1 — p2i+1
Jj= j=

d .
—E E 10g<1 _.T2J+1)
=0

o

<
I
o

[e.9] oo oo oo o0
> e = Y S e = S 0 Y et
0 k=0 j=0 k=0

j+1 d i+
_Z 14 i+l — Ez;)l()g(l"’x )
=

Nyni pouzijeme klasickou identitu

oo oo

1
1] = = L0+,

n=0 n=1

ktera muze byt dokazana nasledovné:

e’} 1— 2n 1— 2n
Hl—i—x H xn:H" i xn)
n=1 - Hn 1(17"17)

= Hn 1(1 _‘/I"2n) _ ﬁ ;
[T, (1 —a?) [, (1 — a1 1 — g2n—1

n=1

n=1

Reseni problému 4 Nechf r(g) oznacuje ¥ad prvku g € G. Ptedpokladejme, Ze
tvrzeni neplati. Necht p je nejmensi prvoéislo délici r(a)r(b)r(c). Bez Gjmy na obec-
nosti pfedpokladejme, ze p | 7(b) (jestlize p | r(a) nebo p | r(c), je Gvaha stejnd). Pak
existuje k takové, ze 7(b) = pk. Necht d := b*. Pak r(d) = p.
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Lemma 1 Pro libovolné m € N plati a="da™ = d*".
Dukaz: Nejdiive dokaZeme, Ze
a tda = d°.
Umocnénim rovnice a~'ba = b? na k-tou dostaneme
(a™'ba)(a " ba) - - (a" ba) = b%b? - - - b

a odtud
aflbk:a _ (bZ)k _ (bk)Z.

Tvrzeni lemmatu plyne z nasledujicich vypoctii:
d=ad*a' = alad’*a™)%a™! = a2d? a2 = a2(ad2a_1)22a_2

—a*d”a P = =amd®" a (3)

Podle Malé Fermatovy véty je 2P = 2 (mod p). Nésledné,
a"Pda? = d*" = d* = a"da. 4)
Jelikoz ged(r(a),p — 1) = 1, existuji celd isla r a s takova, ze
r-r(a)+s-(p—1) =1 (5)

Z (4) dostaneme
a~ '@ gale=1) — 4

pro vSechna [ € Z (viz vypocet (3)). Polozenim [ := s, obdrzime
d = a—s(p—l)das(p—l) (i) a7'7-(a)—1da—7-7'(a)+1 — a—lda — d27

coz implikuje, Ze d = e. Dostavame spor s rovnosti r(d) = p.

Druha kategorie

ReSeni problému 1 Mé&jme dva linearni operatory V 2% V Ly néjakého n-dimen-
zionélniho vektorového prostoru V. Jestlize Ker(f) C Im(g), pak dim(Im(fg)) =
dim(Im(g)) — dim(Ker(f)). V obecném piipadé ale plati nerovnost

dim(Im(fg)) > dim(Im(g)) — dim(Ker(f)).
7 korespondence mezi linedrnimi operatory a maticemi dostaneme nerovnost
rank (AB) > rank B — (n — rank A)
pro kazdé dvé matice A a B. Nerovnost

rank(A;y - ... Ag) > (rank(A41) + ...+ rank(A4x)) — (k. — 1)n
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muzeme odvodit z nerovnosti
rank (AB) > rank A+ rank B —n
jednoduchou indukci. V nasem pfipadé dostaneme nerovnost
rank(A; -...-Ag) > k(n—1)—(k—1)n=n—k.
Tudiz, jestlize k& < n, pak rank (4; -...- Ag) > 1 a souin Ay - ... Ay nemize byt

roven nule.

Reseni problému 2

o) 00 o 1
Z Z Z ning...ng(n1 +...+ng+1)

ni=1ns=1 nEg=1
oo 0o o 1 1
SIS / gt g
ni=1ns=1 np=1 ning ..Mk Jo
1 > e $7L1+...+nk 1
:/ ZZ-~-Z7dx:/(—1og(1—x))kdx:[1—x:e_“]
0 el nae1 nael ning ... Nk 0

Reseni problému 3 Bez jmy na obecnosti mtizeme ptredpokladat, ze funkce |f]

nabyva maxima v bodé 1.
ni ng

Necht p(z) =a [[ (z —ck) a q(z) =b [[ (2 — d¢) kde ny = degp a no = degq. Pak
k=1 =1

f/<Z) B ni 1 no 1
f(z) 722—% 7;Z—d5.

k=1

JelikoZ |cx| < 1 a |d¢| > 1 pro vSechna k a ¢, méme

1 1
Re 1— . > §
a 1 1
Re 1— dk < §
fud PO ) 11 degp—d
_aegp —degq
FO SR T e T T
a
, rany ()] degp —deggq
max| /()] = |'(1)] = - (0] = BB a2

234 Pokroky matematiky, fyziky a astronomie, ro¢nik 56 (2011), ¢. 3



Reseni problému 4 Odpovéd je ®(p(x)) = ap(x)(bz + ¢) pro p(z) € Q[z] a pro
néjaka nenulova racionélni ¢isla a, b a néjaké racionalni c. Je jasné, ze takovyto operator
zachovava ireducibilitu. Dokazeme, ze kazdy operator zachovavajici ireducibilitu mé
tento tvar.

Lemma 2 Ptedpokladejme, Ze f, g € Q[z] jsou dva polynomy takové, Ze pro vSechna
racionalni éisla ¢ je polynom f +cg ireducibilni. Pak bud g = 0, nebo f je nekonstantni
linedrni polynom a g je nenulova konstanta.

Dukaz: Necht g(xo) # 0 pro néjaké raciondlni . Potom pro ¢ = —f(x0)/g(z0)
dostavame (f + cg)(zo) = 0, takZe polynom f + cg je délitelny x — z¢. Odtud f+cg =
C(z — zp) pro néjaké nenulové raciondlni C. Vyberme x1 # xo takové, Ze g(x1) # 0.
Jelikoz f(z1) + cg(z1) = C(x1 — z9) # 0, pak pro ¢; = —f(x1)/9(x1) # ¢ mame
f+cg = Ci(x — x1). Odectenim dostaneme, Ze (¢; — ¢)g je linedrni, a proto g je
linedrni a odtud je f taky linedrni. Jestlize f(x) = ax + b, g(x) = a1z + b1, potom
a # 0 (jestlize f je ireducibilni) a jestlize a; # 0, potom pro ¢ = —a/a; je polynom
f + cg konstantni, a tedy neni ireducibilni. Tedy a; = 0. g

Nyni oznaéme g = ®(z*).
Lemma 3 g( je nenulova konstanta a g; je nekonstantni linearni funkce.

Dukaz: Jestlize x 4 ¢ je ireducibilni pro néjaké racionalni ¢, dostaneme, ze g1 + cgo
je ireducibilni pro néjaké racionélni c¢. Z lemmatu 2 dostaneme, %e bud gy = 0, nebo
go je konstantni a g; je linedrni. Pfedpokladejme, ze go = 0. Poznamenejme, Ze pro
néjaké raciondlni o mfizeme najit raciondlni 8 takové, ze x + ax + 3 je ireducibilni,
odtud g2 + ag1 = ®(2? + ax + 3) je ireducibilni pro néjaké racionalni . Z lemmatu 2
plyne, Ze g1 je konstantni, ¢ili neni ireducibilni. Coz je spor, a tedy gg # 0. |

Oznaéme gy = C, gi(x) = Az + B. Uvazujme novy operator p(z) — C~1®
(p(A~1Cx — A71B)). Tento operator zachovavd ireducibilitu, uvazujme ho misto ®.

Nyni go = 1, g1(2) = = a nés cil je dokédzat, ze g, = ™ pro vSechna pfirozen4 ¢isla
n. Pouzijeme indukci pies n. Piedpokladejme, 7e n > 2 a gi(x) = ¥ je jiz dokdzano
pro k = 0,1,...,n — 1. Ozna¢me h(z) = g,(x) — 2™ a pfedpokladejme, Ze h neni
identicky rovno 0. Pro libovolny normovany ireducibilni polynom f stupné n mame
O(f) = f+h,odtud f+h je také ireducibilni. Vyberme raciondlni xq tak, ze h(xg) # 0,
nés cil je najit ireducibilni f takové, ze f(xg) = —h(zg) a odtud f+ h nem4 kofen z.

Je mnoho zpiisobt, jak to udélat. Jednim z nich je:

Eisensteinovo kritérium. Pfedpokladejme, ze f(z)= z—:x”—i—~ e+ z—g (ged(by, cn)=1)
je polynom s racionalnimi koeficienty a p je prvocislo takové, ze by je délitelné p pro
k=0,1,...,n— 1, b, a ¢, nejsou délitelné p a by neni délitelné p?. Potom f(z) je
ireducibilni.

Bez jmy na obecnosti, zo = 0 (jinak ozna¢me x—x( jako novou proménou). Potom
chceme najit ireducibilni polynom f(x) = 2" + a,_12" "1 +- -+ a2 — h(0). Oznaéme
—h(0) = u/v pro nesoudélnd ptirozend ¢isla v a u. Vezméme L = 6uv a uvazujme
prvociselného délitele p ¢isla vL™/u — 1. Je zfejmé, ze p nedéli 6uvL. Pak uvazujme
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polynom (x + L)" — L™ + u/v. Jestlize vL"™ /u — 1 neni délitelné p?, potom jsme podle
Eisensteinova kritéria hotovi (s novou proménou y = z + L). Jestlize vL™/u — 1 je
délitelné p?, potom pfiddme px do naseho polynomu a jsme opét podle Eisensteinova
kritéria hotovi.

Pokud neni h(z) = —z™ +..., potom polynom f + h neni linedrni a tudiz neni ire-
ducibilni. Jestlize n > 3, potom mtZzeme pfidat pz? nebo 2px? do naseho polynomu f
a dostaneme nelinedrni f + h (ale pofad ireducibilni f). Nakonec, jestlize n = 2,
a h(r) = —r?+ax+b, potom vybereme ireducibilni polynom ve tvaru f(z) = 22 —az+c
a dostaneme f + h konstantni (neni ireducibilni). Indukéni krok a cely dikaz je timto
ukoncen.

4. Vysledky

vvvvvv

Prvni kategorie:

Poradi Jméno Mésto Pr.1 | Pr.2 | Pr.3 | Prd |
1. Mikotaj Fraczyk Krakov 10 9 10 10 | 39
2. Bertram Arnold Bonn 8 10 10 10 | 38
2. Jakub Oéwieja Varsava 10 10 8 10 | 38
4. Gleb Nenashev Petrohrad 10 7 10 10 | 37
5. Malte Lackmann Bonn 10 10 6 10 | 36
6. Daéniel Nagy Budapest 8 10 7 10 | 35
7. Josef Tkadlec Praha 10 10 10 2 32
8. Simon Buchholz Bonn 10 10 9 2 31
8. Jiajun Wu Singapur 2 9 10 10 | 31
10. Mikotaj Binkowski Krakov 9 9 10 2 30
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Druha kategorie:

Poradi Jméno Meésto Pr.1|Pr2 | Pr3|Prd | >
1. Przemystaw Mazur Krakov 10 10 9 4 33
2. Jacek Jendrej Varsava 10 10 10 0 30
2. Pavlo Mishchenko Moskva 10 10 10 0 30
2. Vladislav Volkov Petrohrad 10 10 2 8 30
5. Diego Cifuentes Bogota 10 10 3 1 24
6. Stefan Mehner Bonn 10 10 2 1 23
7. Daniel Harrer Mnichov 10 10 0 2 22
7. Jakub Konieczny Krakov 10 10 0 2 22
7. Léaszlé6 Miklés Lovéasz | Budapest 10 10 0 2 22
7. Michat Pilipczuk Varsava 10 10 2 0 22
7. Pavel Zatitskii Petrohrad 10 10 2 0 22

N/
J

- -
| USvESl
al

Vitéz druhé kategorie — PRZEMYSLAW MAZUR

5. Zavér

Priklady jsou vybirdny tak, aby jejich pofadi odpovidalo jejich obtiznosti. Tedy ze
nejlehéi je prvni priklad a nejtézsi ¢tvrty. Z vysledka soutéze je ziejmé, zZe letos se toto
pravidlo potvrdilo beze zbytku. V prvni kategorii byl nejleh¢i ptiklad prvni, z néhoz
pouze 7 studentti z 66 z néj ziskalo plny pocet bodt. V druhé kategorii byl také
nejlehéi piiklad prvni, nebot vice nez polovina soutézicich z ného ziskala plny podet

My

z nich neziskal plny pocet bodu.
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